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Presentacion

El nombre de la serie, La Casa del Saber, responde al planteamiento de
presentar un proyecto de Matematicas centrado en la adquisicién de los

contenidos necesarios para que los alumnos puedan desenvolverse en la
vida real.

En este sentido, y considerando las matematicas a estos niveles como una
materia esencialmente procedimental, recogemos en este material la reso-
lucién de todos los ejercicios y problemas formulados en el libro del alum-
no. Pretendemos que esta resolucién no sea solo un instrumento sino que
pueda entenderse como una propuesta didactica para enfocar la adquisi-

cion de los distintos conceptos y procedimientos que se presentan en el
libro del alumno.
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NuUmeros reales

LITERATURA Y MATEMATICAS

El codigo Da Vinci

El profesor Langdon se sintié una vez mas en Harvard, de nuevo en su
clase de «Simbolismo en el Arte», escribiendo su numero preferido en
la pizarra:

Langdon se dio la vuelta para contemplar la cara expectante de sus
alumnos.

—;Alguien puede decirme qué es este ntimero?

Uno alto, estudiante de ultimo curso de matematicas, que se sentaba
al fondo levanto la mano.

—Es el nimero Phi —dijo, pronunciando las consonantes como una efe.
—Muy bien, Stettner. Aqui os presento a Phi.

—Que no debe confundirse con pi —afiadio Stettner con una sonrisa de
suficiencia.

—Phi —prosiguié Langdon—, uno coma seiscientos dieciocho, es un nu-
mero muy importante para el arte. ;Alguien sabria decirme por qué?

Stettner seguia en su papel de gracioso.
—;Porque es muy bonito?
Todos se rieron.

—En realidad, Stettner, vuelve a tener razon. Phi suele considerarse co-
mo el naumero mas bello del universo.

Las carcajadas cesaron al momento, y Stettner se incorporo, orgulloso.
[...] A pesar de los origenes aparentemente misticos de Phi, prosiguio
Langdon, el aspecto verdaderamente pasmoso de ese ntimero era su
papel basico en tanto que molde constructivo de la naturaleza. Las
plantas, los animales e incluso los seres humanos poseian caracteristi-
cas dimensionales que se ajustaban con misteriosa exactitud a la razon
de Phia 1.

—La ubicuidad de Phi en la naturaleza —aniadi6 Langdon apagando las
luces [para proyectar en la pantalla imagenes de nautilos, pinas, gira-
soles...]— trasciende sin duda la casualidad, por lo que los antiguos
creian que ese numero habia sido predeterminado por el Creador del
Universo. Los primeros cientificos bautizaron el uno coma seiscientos
dieciocho como «La Divina Proporcions.

Dan Brown

1
En realidad, el valor del nimero Phies &= %\/; Los nimeros 1,618y

1445
2

son dos numeros reales, pero uno es racional y el otro es irracional. ;Por qué? ;Qué error
se comete al tomar 1,618 como valor de Phi?

1,618 es un nimero racional, pues es un decimal exacto.
Phi es un numero irracional, ya que J5 loes y, al sumar o dividir un nimero irracional
y un entero, el resultado es un nimero irracional.

145
P

=1,61803.., el error cometido es menor que una diezmilésima.




ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Clasifica estos numeros segun el tipo al que pertenecen.
7
44

07 —16 6850091 —0,0201 67

0,7 es un nimero decimal periédico puro.

—16 es un numero entero.

685,001 es nimero decimal periédico mixto.
—0,0201 y —456,89 son numeros decimales exactos.
67 es un nimero natural.

27 =34

y
44

son numeros racionales.

002 | Expresa en forma de fraccion.
022 —3403 25012 0,1043

020~ 1 25015 = 22511
50 900
—3403 = 18 01043 = 221
33 4995

003 | Obtén el valor absoluto de los numeros.
7 0 —1 —6* (—6)
|71=7 =1l =1
0] =0 | —67| =36

004 | Calcula las siguientes potencias.

3 3
a) 3* e) [_—]
. 5
b) [i] f) (=)
_2 s
4
_2)¢ _
q ( )2 9)[ 5
d) i] h) 2°
7
3) 27
a) 3*=81 e) [_] =
5 125
b) [ > ] 31 f) (=5 =—78125
-2 ) 3
0 (~2° =64 ) [—4] =
9 729

SOLUCIONARIO

—34
—456,89 3
—2302
72,@: —2.300
999
[(=6)| =36



Numeros reales

005 | Simplifica y expresa el resultado como potencia.
57.3°.67* 3 23 [ ]

Ve K

57'33‘674 _62'5]4‘57'33'33 _521.36 _521.34

62.373.514 - 6 - 62 22
2° (3 _ 2.3
SEREREA ] s I 1
4 3 lg) 2m3 20
ACTIVIDADES
001 | Calcula el representante candnico de estos numeros.
—16 18 —24
a) — b) — o ——
24 39 —60
-16 2 18 6 —24 2
) ——=—= b) —=— 0 —==
24 3 39 13 —60 5

002 | Escribe dos representantes de los nimeros racionales.
7 9 8

a) — b) — o —
12 2 25

Respuesta abierta.

7 14 21

A "= T T
12 24 36
9 18 27

by — =qy....—, —, ...
2 4 6
8 16 24

QA — =9 .
25 50 75

003 | Halla cudntos nimeros racionales distintos hay en esta secuencia.

5 .5 -5 5 10 g
3 3 3 -3 6
Hay dos nimeros racionales distintos, que son:
5 10 ~ _
5_10_ 2 S_5_ 5
3 6 3 3 -3

004 | Una fraccién que tenga un término negativo y otra que tenga sus dos términos
positivos, ;pueden ser representantes del mismo niimero racional?

No pueden representar el mismo nimero racional, puesto que si una fraccion
tiene un término negativo, el cociente es negativo; y si sus dos términos
son positivos, el cociente es positivo.



005

006

007

008

009

SOLUCIONARIO

Escribe 4 nimeros irracionales, especificando su regla de formacion.
Respuesta abierta.
Tras la coma, se sitlan todos los multiplos de 3:0,3691215...
Tras la coma se sitlan todos los multiplos de 4:0,481216. ..
Al nimero irracional v/2 se le suma el ndmero 1: V2 + 1

Al ntimero irracional V2 se le suma el nimero 2: v2 + 2

Decide si los siguientes numeros son irracionales.

a) 0,51015202530... c) 2—7
3 10

b -~ d —
4T 17

a) Esunnumeroirracional, ya que tiene infinitas cifras decimales
que no se repiten de forma periddica.

b) Esun numero decimal exacto, luego no es un numero irracional.

¢) Esun numero irracional, porque si a un numero irracional se le resta un nimero
entero, el resultado es un ndmero irracional.

d) No es un numero irracional, puesto que es una fraccion.

Encuentra, sin hacer operaciones con decimales, un nimero irracional
comprendido entre —2 y V2.

Respuesta abierta.

J2 -1

Razona si son ciertas o no las siguientes afirmaciones.
a) Laraiz de un nimero irracional es irracional.
b) Un numero irracional al cuadrado no es racional.

a) Cierta, ya que sigue teniendo infinitas cifras decimales no periddicas.

2
b) Falsa, porejemplo:(\/z) =2

Indica el conjunto numérico minimo al que pertenece cada niumero.

a) 8,0999... o V15 e) 2,5
b) 1,223334444... d) 6,126 fy —1
a Q d Q
b) I e) Q
o I f) Z



Numeros reales

010 | Representa las raices.

a) V11 b) V101 o Vs d) V36
a) . @) |
“ L L l l‘
\ I T T
ettt 0 1 Js
0 1 Jin
b) B . d ———"F+—F+—+——
— 0 J36
01 10 V101
011 | Coloca, en la recta real, el nUmero: & = 1+\/§

013

Aplica la propiedad distributiva y opera.

3 [2 2
a) = | =_=
4 l7 5

2 2 2 2
b >.2-2.2,3.2
4 7 5 7 7
2 z[g_g]fz.g_z.gf%—@ 12 __3
4 \7 5 4 7 4 5 140 140
32 2 2 2 2(3
b ————= —+3~—:—[
4 7 5 7 7 7



SOLUCIONARIO

014 | Ordena, de menor a mayor, los siguientes nimeros racionales e irracionales.

22 2827
- ™ -
7 900

2.827 22
— << —
900 7

015 | Con ayuda de la propiedad distributiva, calcula 992 y 9997 sin realizar las operaciones.

99’ =199-99 =99(100 — 1) = 9.900 — 99 = 9.801
9997 =999 - 999 = 999(1.000 — 1) = 999.000 — 999 = 998.001

016 | Representa los siguientes conjuntos numéricos de todas las formas que conozcas.

a) Numeros menores que .

b) Numeros mayores que J3 y menores o iguales que 7.

c¢) Numeros menores o iguales que 2 y mayores que —2.

d) Numeros comprendidos entre los dos primeros nimeros pares, ambos incluidos.

a) (—oo,m) ={x<m}

b) (V3,71=0 3 <x<7}

NEY 7
Q (=2,2l={fx—-2<x<2}
5 '
d) 24 =Kx:2<x<4)
— —

017 | Escribe, de todas las maneras que conozcas, estos intervalos de la recta real.

a) (—oo, =3)={x< =3} Q) (3,4+00) ={x:x>3}
b) [-3,2) ={x -3 <x< 2} d (1,0 ={|x| <1

018 | Representa el conjunto {x: |x —3| <1} de todas las formas posibles.
2,4l ={x:2 <x <4}

2 4
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Numeros reales

019 | Con ayuda de la calculadora, escribe V3 en forma decimal y sus aproximaciones
por exceso y por defecto.

a) A las diezmilésimas.
b) A las cienmilésimas.

c) Alas millonésimas.

J3 =1,73205080. ..

a) Aproximacion por exceso: 1,7321
Aproximacién por defecto: 1,7320

b) Aproximacién por exceso: 1,73205
Aproximacion por defecto: 1,73205

C) Aproximacion por exceso: 1,732051
Aproximacion por defecto: 1,732052

020 | Calcula los errores absoluto y relativo al redondear el nUmero 1,3456 a las décimas.

Viea = 1,3456

Vaproxw’mado = 13
0,0456

E,= |1,3456 —1,3| =0,0456 E, =|———-=0,0338
1,3456

021 | Piensa en una situacién en la que dos mediciones tengan los mismos errores
absolutos, pero distintos errores relativos.

Respuesta abierta.
Vrea\ =125

Valores aproximados, 12 y 13. En ambos casos, el error absoluto es 0,5;
pero los errores absolutos son distintos:

£ |95

= 00417 £ o=|O
2

= 0,0385
3

022 | Indica dos ejemplos de medida y da sus correspondientes cotas de error.

Respuesta abierta.

Velocidad en autopista: 120 km/h; edad de jubilacién: 65 afos.

023 | Calcula las cotas de error absoluto y relativo al redondear el nimero J2:

a) A las centésimas. b) Alas milésimas.
a) . = 1 = 0,005 E’ — ﬂ = 0,0035
2-10? 1,41— 0,005
0,0005
b) £,=0,0005 E, =|——— | = 000035
1,414 — 0,0005



SOLUCIONARIO

024 | La poblacién de un pueblo, redondeada a las decenas, es de 310 habitantes.
{Puedes indicar los errores? ;Sabrias dar las cotas de error cometido?

Para calcular los errores relativos y absolutos es necesario conocer el valor real;
por tanto, no se pueden calcular.

E, =

2-10™"
5
310-5

= 0016

;=

025 | Calcula una cota de error absoluto cuando truncamos un niimero a las décimas.
;Y sifuera a las centésimas?

1
210!

a =

026 | Escribe en notacion cientifica los siguientes nimeros.

a) 0,0000085 ¢) 31.940.000.000

b) 5.000.000.000.000 d) 0,000000000479
a) 0,0000085=18,5-107° €) 31.940.000.000 = 3,194 - 10"
b) 5.000.000.000.000 =5 - 10" d) 0,000000000479 = 4,79 -107"°

027 | Operay expresa el resultado en notacion cientifica.
a) (52-10°+4,75-107%:8,05-107*
b) 3,79-10%-(7,73-10* —6,54-1079)
a) (52-10°4+4,75-107%:805-10“=6,465968 - 10*
b) 3,79-10°-(7,73-10* — 6,54 - 107%) = 2,92966 - 10"

028 | Decide si son ciertas estas igualdades. Razona la respuesta.

a) ¥—16 = -2 c) ¥1.000.000 = +1.000

b) ¥256 =44 d) V32 =42
a) Falsa:(—=2)'=16 ) Falsa: (—1.000)* = —1.000.000.000
b) Falsa: 4% =65.536 d) Falsa: (—2)°’=—32

029 | Calcula el valor numérico, si existe, de los siguientes radicales.

a) V16 o 4—=10000

b) -8 d) V243
a) the =2 c) No existe ninguna raiz real.
o) I8 = —2 d) 243 =3

11
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Numeros reales

030 | Transforma los radicales en potencias, y viceversa.

a 3
a) 34 d) 75
2 2
b) 53 e) 107
1
o 26 f) 57
0 3
a 3" =43 d 75 =7
2 2
b) 53 =<5 e) 107 =</10?
1 7
9 28 =%2 f) {57 =51

031 | Indica si son equivalentes los siguientes radicales.

a) 435 yi3
b)Q/ZTy\/E

a) Son equivalentes.

b) No son equivalentes.

@) i‘/%y\/g
d) ¥51° y5¢

¢) Son equivalentes.

d) No son equivalentes.

032 | Efectua estas operaciones.

3
a) V20 —3125 + 2445 )7%/5—293_2+g

a) V20 —3125 4245 = 245 — 155 + 645 = —75
3 3 3
) 7%72@+g:21y§,2y§+g: %33

5

033 | Operay simplifica.

a) 4v27 -5V6 9 2.3
) ERLE)

a) 4v27 546 = 204162 = 18042

b)[632]3_J§_ 2 _ 1
NER N A

o Y2 3 =4 427 =¢08

3
9 YERS RN B 7
{3 3




034 | Racionaliza las siguientes expresiones.

2

) _=
MNT

NG
-3

5428

2+3

-3

523

b)

—3¢2

10

_b

+3)I7

637

035 | Racionaliza y opera.

3

4

a) =+
Je

Js

a)

3
Js

—7

4

==

5

42

—7

5
)
3W2 a7

SOLUCIONARIO

2443

3vs | 4ve _ 18V5 +20V6

5 6

—7\/— V7

30

—98v2 +15V7

3J— w7 6 28

036 | Racionaliza y opera.

y
1+2

a) =
1+42

1

1

8v2

82
J3 47

=2 _ 5

—1

b)

84

_8J6 —56v2 _ —4V6 +28V2

b)

G470

573

—46

453 + 515

Q) =
9-+5

76

037 | Racionaliza estas expresiones.

3445

545

) S R

) 3+J— B
J—+\/— NEEN

5vs

—3\/——\/_+3\/—+\/_O+

23

1246
RPN e

—5J15 45435

3 4
—1243 + 126 + 4430 —19415 + 1535

1276

12

_ 21843612 _

N2 47N

W3 -32 -6

—6

5

13



Numeros reales

038 | Calcula, mediante la definicion, estos logaritmos.

a) log,8 ¢) log 1.000 e) Ine* g) log, 16
b) log; 81 d) log 0,0001 f) Ine* h) log,0,25
a) log,8=3 e) Ine®=33
b) log; 81 =4 ) Ine*=—4
c) log1.000=3 g) logs16=2
d) log0,0001 = —4 h) log,025=—1

039 | Halla, mediante la definicidn, los siguientes logaritmos.

a) log; 243 c) log 1.000.000 e) Iné? g) log,343
b) log, 81 d) log 0,00001 f) Ine™ h) log,0,0625
a) log; 243 =5 e) Ine*=2
b) logs 81 =2 ) Ine=-14
c) log 1.000.000=6 g) log;343=3
d) log0,00001 =-5 h) log,0,0625= -2

040 | Calcula los logaritmos y deja indicado el resultado.

a) log,32 c) logs; 100 e) logs, 4
b) log, 32 d) logs32 f) log, 304
log, 32 5 log 32
a) log, 32 = 29222 _ > d) logs32 = 2922 _ 51533,
log, 4 2 log 5
log, 4 2
_ e) logs, 4 = I =
b) log,32=5 T3> log, 32 s
log 100 log 304
9 logs 100 = 29 _ 41918, . f) log, 304 = 29 _ 8479,
log 3 log 2

041 | Sabiendo que log 2 =0,3010;log 3 =0,4771ylog 7 = 0,8451; determina
los logaritmos decimales de los 10 primeros nimeros naturales.
Con estos datos, jsabrias calcular log 3,57 ;Y log 1,57

log4 =1log(2-2)=1log2+log2=2-0,3010=0,6020

0
log 5 = log [2] log 10 —log2=1—-10,3010 = 0,6990
log6=1log (3-2)=log3+log2=04771+ 03010=0,7781
log 8 =log (4 ) =log 4+ log 2 = 0,6020 + 0,3010 = 0,9030
log9=log (3-3)=1log 3+ log3=04771+ 04771 = 0,9542
log10=1
log 3,5 =log =log7 —log2=08451 — 03010 = 0,5441

—_—
N w r\)\\n

]—IogS —log2=04771—03010=0,1761

Iog15—log[



SOLUCIONARIO

042 | Halla, sin ayuda de la calculadora, log, 5 y logs 2. Comprueba que su producto es 1.

En el ejercicio anterior, se ha visto que log 2 = 0,3010.

Si se utilizan cambios de base, resulta:

log 10
log, 10 = 0 __ T _ :
log2 03010
log, 10 =log, (2-5) =log, 2 + log, 5 = log, 5 = 2,32
logs 2 = 109, 2 = ] =043
log, 5 log, 5

Como los dos nimeros son inversos, su producto es 1.
También se puede comprobar de este modo:

log5 log2
log, 5-logs 2 = 09> 9 =1

log2 log5 B

043 | Halla el valor de x en las siguientes igualdades.

a) log, 256 = —8 o) logs¥625 = x
b) Iog3x:§ d) log,3=2
1 2
A - b) 2,0801... 0 B d) V3

044 | Calcula cuénto vale log, b - log, a.

| logb
Iogab-logba:%~&:1
logb loga

045 | Calcula la fraccion irreducible de:
Yels!

5 26 12
a) — o — e) ——
200 130 400
—1.080 —702 72
b) d —— f) —
432 1.053 243
5 1 26 1 12 3
a —=— A —=— e ——=—
200 40 130 5 400 100
—1080  —45 702 =2 72 8
b) = d) ==L ===
432 18 1.053 3 243 27

046 | Indica cudles de las siguientes fracciones son irreducibles.
315 10 9 12 18 15 2

15 18 13 6 5 7 12 8

10 12 18
Son fracciones irreducibles: —, — y —
13 5 7

88
176

104
216

88
176

o=

104 13
216 27

15



Numeros reales

047 | ;Cudntos numeros racionales hay en el siguiente grupo?

Qeoo
102 -1 8 1 -4 4 6 25 10
4 3 5 12 6 20 24 8 100 200

Los numeros racionales son aquellos que se pueden escribir como fraccién,
luego todos los nimeros del grupo lo son.

048 | Halla x para que las fracciones sean equivalentes.

eCo

3 6 9 21 -5 X 10 25
a) —_—_—_— = —= — b)iz—:—zi
5 X X X 2 8 X X
a)izizizﬂ b);S:;ZO:ﬂ:iZS
5 10 15 35 2 8 —4 —10

2
049 | ;Puedes escribir una fraccién equivalente a 3 cuyo denominador sea 10? ;Por qué?

[elee]

No, porque 10 no es multiplo de 3.

050 | Realiza estas operaciones.

B R I N R

e G g -

{%_Mr&+1_ {%_4y&_%
30 30 2 4 10 10 7 9
177 3 21 3 16
= | — —— = = |— e
0/ 2 4 0] 7 9
—o0. 24 = _10.3 16 _
2 4 217 9
— 13504+ = _ 016

63 9
5401 &
4 63

051 | ;Cudles de los siguientes nimeros son racionales y cuales no lo son?
?““ | Razona tu respuesta.

a) 2,555... b) 2,525 c) 2,5255555... d) 2,525522555222...

a) Esun numero racional, ya que es periddico, y cualquier nimero periédico
se puede expresar como fraccion.

b) Esun numero racional, puesto que es un decimal exacto y los decimales
exactos se pueden expresar como fraccion.

c) Esun numero racional, ya que es periddico.

d) Es un numero irracional, puesto que tiene infinitas cifras decimales
que no son periédicas.

16



052

[eXeze)

053

OO

SOLUCIONARIO

Indica el tipo de decimal, en cada caso, y calcula si es posible su fraccién generatriz.
a) 15,3222... c) 1532 e) 15333
b) 15,233444... d) 15,323232... f) 15

, . o ) 1.532 — 153 1.379
a) Esun numero decimal periddico mixto: =

90 90
152334 — 152 137.101
b) Esun ndmero decimal periédico mixto: 0233 >.233 = 3710
9.000 9.000
. ) 1.532 383
¢) Esun numero decimal exacto: =—
100 25
d) Esun numero decimal periddico puro: 1'53;9_ b_ ]'3;7

15333

e) Esun numero decimal exacto:

15
f) Es un ndmero natural: T

Halla la fraccién generatriz de los siguientes nimeros decimales.

a) 02 d) 8,0002 g) 0,01
b) 3,5 e) 42,78 h) 5,902
q 237 f) 10,523 ) 00157
g =1
10 5
p 353 _32
9 9
g B1=B_ 214
90 90
g 20002 _ 40001
10000 5.000
4278 —42 4236 1412
® % 9 33
[ J0523-105 _ 10418 _ 5209
990 990 495
1
g) E
y 5902-5 _ 5897
999 999
1571 156 13

9900 9900 825

17



Numeros reales

054 | Efectua, utilizando las fracciones generatrices.
Qoo
a) 1,3+34 c 136+825 e) 3,46+ 4,295
b) 10,25 —5,7 d) 45+6,7 f) 32144312
4 17 20 51 71
) —+—="—"+—=—
3 5 15 15 15
923 52 923 520 _ 403
90 9 90 90 90
135 817 952
Q —+—=—
99 99 99
41 61 102
d —+—=—
9 9 9
343 4.253 3430 4253 7683 2.561
e) _— 4 — + — —
99 990 990 990 990 330
f 318 n 4269 3180 n 4269 7449 2483
99 990 990 990 990 330
055 | Realiza las siguientes operaciones.
Qoo
a) 1,25-2,5 b) 0,03:2,92 c) 3,76-4,8 d) 1,25:2,25
g 5.8 _1s g 113 M a2 248
4 9 36 30 9 135
g .23 _ %0 _ g 5,203 _ 450 _ 225
30 90 7890 789 4 90 406
056 Utilizando las fracciones generatrices, comprueba si son verdaderas o falsas
#°% | las igualdades.
a) 1,9=2 b) 1,3:3=04 0 1,894011=2 d) 034+06=1
19 -1
a) Verdadera: =2
13 -1 12 12 4
b) Verdadera: 3=—:3=—=—
27 9
189 —1 1M1=1 171 1 181
Q Falsa:M = — i:iqﬁz
90 90 90 90 90
3 6 9
d) Verdadera:—+ —=—=1
9 9 9
057 | Escribe la expresién decimal de tres nimeros racionales y otros tres irracionales.

QOO

Explica como lo realizas.

Respuesta abierta.

La expresion decimal de un nimero racional debe ser finita o periddica:

23 23 532

La expresion decimal de un nimero irracional debe ser infinita y no periédica:

2,1010010001000...

18

1,1234567891011...

2,23233233323333...



058

[eleze)

059

20C

060

SO0

061

e0C

062

OO0

063

*OC

SOLUCIONARIO

Ordena los siguientes numeros decimales, de menor a mayor.
2,999 295 2955 259 2599 2,559

Se ordenan los nimeros, de menor a mayor:
2,559 < 2,59 < 2,599 < 2,95 < 2,955 < 2,999

Ordena estos numeros decimales, de menor a mayor.
a) 2995 29 295 2959 295
b) 475 475 475 4775 4757 4,757
Se ordenan los nimeros, de menor a mayor:
a) 2,95<2959 =295<2995 <29
b) 4,75 < 4,75 < 4,757 <475 =4757 < 4,775

Da un numero racional y otro irracional comprendidos entre:

a) 3,4y 3,40023 Q1y2 e) —2,68y—268
b) 2,52y252 d) 5,6y 5,68 f) 0,2y0,25
Respuesta abierta.
a) Racional: 3,40022 d) Racional: 5,62
Irracional: 3,4002201001... Irracional: 5,6201001...
b) Racional: 2,523 e) Racional: —2,67
Irracional: 2,52301001... Irracional: —2,6701001...
¢) Racional: 1,1 f) Racional: 0,21
[rracional: 1,101001... Irracional: 0,2101001...

. [~ . . ’ .
¢{Es cierto que 3,2 = 3,222? Si no lo es, escribe dos numeros, uno racional
y otro irracional, situados entre ellos.

No es cierto, ya que un nimero es decimal exacto y el otro es periédico.
Respuesta abierta.

Racional: 3,2221
Irracional: 3,222101001...

Clasifica en racionales e irracionales las raices cuadradas de los nimeros naturales
menores que 20.

Son racionales las raices de los cuadrados perfectos (1,4, 9y 16).
Las demas raices son irracionales.

Indica cuales de los siguientes nimeros son racionales y cudles son irracionales.
V4 N5 N9 V16 V36

2 2 3 5 3

o V5 o
Solo es irracional BN ya que las demas rafces son exactas.

19
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Numeros reales

aco

064 | Deduce cudles de los siguientes nimeros son racionales y cudles son irracionales
1+ V2

3+v4  5—Jo  8+410 316 549
Son irracionales 1+ V2. y 84+ +/10, pues las demas raices son exactas.
065 | ;Qué numeros representan sobre esta recta numérica los puntos A, B, Cy D,
°“% | donde n es un segmento cualquiera?
L
I
-1
c=+5 B=1+5 D:Hz@ A=2++5
066 | Representa en la recta real.
Qeoo
a) V2 o V10
b) V5 d) V18
a) /
l “ L
I I I
0 ENGY
b) /\\‘
L L l "
I I I
0 1 Js
C) .
L L L l “ L
I I I I I
0 1 Jio
d) .
3 \“\
L L l l‘
I I I I
0 1 J18




SOLUCIONARIO

067 | Ordenay representa, de forma exacta o aproximada, los siguientes nimeros reales.

SO0
Js =
1,65 J3 - 1++2 1,657

2

Se ordenan los nimeros, de menor a mayor:

Js

T<1,65<W,65A7<J§<1+ﬁ

Js

A=Y2
2

B =165

C=1657

D=+3

E=1+2

068 | Representa estos nimeros en la recta real.

G5 1sdT 2443 1eds 2B

069 | Ordenay representa los siguientes nimeros.
2800
3 1 J3
= 05 J2 — — 2
2 4
Se ordenan los nimeros, de menor a mayor:

—i<i<o,5<£<ﬁ<z
2 4 2

21



22

Numeros reales

070 | Operay clasifica el tipo de nimero real.
(<X Te)

- = 1,3
a) V2,7 b) V4,9 Q)

[ = 25
a) Esun numero racional: V2,7 = ./*9 =
. N ~ 45 I
b) Esun numero irracional:4/49 = ? =5

) . 13 12 4 2
¢) EsunnUmeroracional: |— = |— = |— =+—
3 27 9 3

071 | Describe y representa los siguientes intervalos.

Qoo

a) (0,10) e) [5,10)
b) 3,71 f) [—4 +%)
Q (=00,-2) g) (=0, 6]
d) [2, h) (100, +0)

a) x0<x<10}

0 10
b) x3<x<7}
— o~
o {xx< =2}
)
d) fx:2<x<5}
—e 5_
e) {x5<x<10}
5 10
f) {x—4<x
—4
g x<6}
6
h) {x: 100 < x}
100



072

[eXele]

073

[eXole}

074

[eXole}

075

000

076

[eXole}

077

Qoo

SOLUCIONARIO

Escribe el intervalo que corresponde a estas desigualdades.
a) 1<x<3 b) 6 <x<7 ) 5<x<9 d) 10<x<12

a) (1,3) b) (6,71 c 59 d) [10,12]

Escribe el intervalo que corresponde a:

a) x<-=2 o x>-3 e) x<—9

b) x<5 d x>7 f) x>—6
a) (—oo, —2] Q (=3, +400) e) (—oo,—9)
b) (—o0,5) d) [7, +0) f) [—6, +0)

Representa, mediante intervalos, los nimeros:

a) Mayores oiguales que 5. d) Mayores que 2y menores que 4.
b) Menores o iguales que —8. e) Mayores que —5 y menores que —2.
c) Mayores que —2. f) Comprendidos entre 0y 10, incluidos estos.
[5, 4-00) 2,4
2) d — 20
5 2 4
(=00, —8] 5,
b) e) (=5,-2)
-8 -5 -2
(=2, +o0) [0,10]
@) f) ——
-2 0 10

Representa (—o0, 8) y [2, +c0) en la misma recta, y sefiala mediante un intervalo
los puntos que estan en ambos.
(—00,8)

<
<

[2, +0)

[
2 8
Elintervalo es [2, 8).

Representa los intervalos (0, 5) y (—2, 3) en la misma recta, y sefala el intervalo
interseccion.

©,5)

-2 0 3 5
Elintervalo es (0, 3).

Escribe dos intervalos cuya interseccién sea el intervalo [—1, 1].

Respuesta abierta: (—3, 11y [—1,5)




24

Numeros reales

078

[elese)

079

20C

080

e0C

081

e0C

082

[eXele)

Opera y redondea el resultado a las décimas.

a) 3,253+845 e) 135.27

b) 52,32 —18,93 f) 40,92:53

c) 4,72+ 153,879 g) 62,3 —24,95

d) 78-129 h) 100,45:8,3
a) Redondeo: 11,7 e) Redondeo: 36,5
b) Redondeo: 33,4 f) Redondeo:7,7
c) Redondeo: 158,6 g) Redondeo: 37,4
d) Redondeo: 100,6 h) Redondeo: 12,1

Halla la aproximacion por redondeo hasta las diezmilésimas para cada caso.
6 4
a) V2 +43 b)7+\/7 o5 -3 d)E-I-\/E

a) 3,463 b) 3,5029 c) 05040 d) 3,0951

;Qué error absoluto cometemos al aproximar el resultado de 45,96 + 203,7 + 0,823
por el nimero 250,49?

45,96 + 203,7 + 0,823 = 250,483
El error absoluto cometido es: £, = 250,483 — 250,49 | = 0,007

Si aproximamos 10,469 por 10,5; ;qué error absoluto se comete?
¢Y silo aproximamos por 10,4? ;Cual es la mejor aproximacion? Razénalo.

El error absoluto cometido es: £, = 10,469 — 10,5 | = 0,031
Si se aproxima por 10,4; el error absoluto es: £, = | 10,469 — 10,4 | = 0,069
Es mejor aproximacion 10,5; porque el error absoluto cometido es menor.

Desde la antigliedad aparece con frecuencia, el nUmero de oro, ®, en proporciones
de la naturaleza, asi como en las medidas de construcciones, o en obras de arte
como la Gioconda.

145

2

a) Escribe la aproximacion por redondeo hasta
las centésimas del nimero de oro.

b) ;Puedes hallar los errores absoluto
y relativo?

P = =1,61803...

a) Laaproximacion por redondeo a las
centésimas es 1,62.

b) No se pueden hallar los errores absoluto
y relativo, ya que el nimero de oro
es un numero irracional y, por tanto,
tiene infinitas cifras decimales no
periédicas.




SOLUCIONARIO

083 | Un truncamiento de 8,56792 es 8,56. Calcula el error absoluto y el error relativo.

Qoo
El error absoluto cometido es: £, = |8,56792 — 8,56 | = 0,00792
0,00792

= 0,00092
8,56792

El error relativo cometido es: £, =

: . 1 -
084 | Aproxima el nimero 7 para que el error sea menor que una centésima.
00

Para que el error absoluto cometido sea menor que una centésima, hay
que calcular el cociente con dos cifras decimales. La aproximacion pedida es 0,14.

085 | Aproxima el nimero 12,3456 de forma que el error absoluto sea menor que 0,001.

[oR 2o

Para que el error absoluto sea menor que una milésima, se escribe el nimero
con tres cifras decimales. Por tanto, la aproximacion pedida es 12,345.

086 | Escribe los 5 primeros intervalos encajados dentro de los cuales se halla+/32,
[efeXe] . . . L.
e indica qué error maximo cometes en cada uno.

32 = 565685. ..

(5,6) Error<6—5=1

5,5;5,6) Error< 56 —55=0,1
5,65; 5,66) Error < 5,66 — 5,65 = 0,01

(
(
(5,656; 5,657) Error< 5,657 — 5,656 = 0,001

(5,6568; 5,6569)  Error< 56569 — 5,6568 = 0,0001

355
087 | ;Se puede escribir ™= E? Justifica la respuesta y di cuél es el orden de error
00

cometido.

Al ser un numero irracional es imposible escribirlo con una fraccién,
ya que todas las fracciones son nimeros racionales.

™= 3,1415926... %:3,1415929...

El error cometido es menor que una millonésima.

088 | ;Para qué numero seria 5.432,723 una aproximacion a las milésimas por defecto?
°©2 | ;Es la respuesta tnica? ;Cuantas respuestas hay?

Respuesta abierta.

Una aproximacion a las milésimas es 5.432,7231.

La respuesta no es Unica, ya que hay infinitos nimeros.

089 | Indica cudles de los nimeros estan escritos en notacion cientifica.

Q@00
a) 54-10" ) 243.000.000 e) 7,2-1072 g) 0,01-10°%®
b) 0,75-10°" d) 0,00001 f) 0,5-10" h) 18,32 -10*

El nimero 7,2 - 1072 estd escrito en notacion cientifica.



Numeros reales

090

[ehexe]

091

oo

092

[ehexe]

093

[ehexe]

26

Escribe en notacion cientifica los siguientes nimeros, e indica su mantisa
y su orden de magnitud.

a) 5.000.000.000 ¢) 31.940.000 e) 4.598.000.000 g) 329.000.000

b) 0,00000051 d) 0,0000000009 f) 0,0967254 h) 111.000
a) 5.000.000.000 =5-10° Mantisa: 5 Orden de magnitud: 9
b) 0,00000051 =5,1-10" Mantisa: 5,1 Orden de magnitud: —7
C) 31.940.000 = 3,194 - 10’ Mantisa: 3,194 Orden de magnitud: 7
d) 0,0000000009 =9-107"° Mantisa: 9 Orden de magnitud: —10
e) 4.598.000.000 =4,598-10° Mantisa: 4,598 Orden de magnitud: 9
f) 00967254 =9,67254-107*  Mantisa: 9,67254 Orden de magnitud: —2
g) 329.000.000 = 3,29 10° Mantisa: 3,29 Orden de magnitud: 8
h) 111.000=1,11-10° Mantisa: 1,11 Orden de magnitud: 5

Desarrolla estos nimeros escritos en notacién cientifica.
a) 48-108 b) 8,32-107" c) 6,23-10°'® d) 3,5-10°"2

a) 438 -10°=480.000.000 0 6,23 -107'®=0,00000000000000000623
b) 832-107""=0,0000000000832 d) 3,5- 10~ '?=0,0000000000035

Realiza las operaciones.

a) 1,32-10*+2,57-10*

b) 8,75-10>+9,46-10°

¢ 362-10°+585-107°

d) 23-10°4+35-107"4+4,75-10?
e) 346-102+59-10*+3,83-10?

) 132-10"4257-10*=3,89-10*

) 875-10°49,46-10°=1,0335 - 10

) 3,62-10*4585-107° = 3,620000585 - 10"

) 23-10°4+3,5-107"+4,75- 1072 =2,303975 - 10’

) 346-1072459- 10"+ 3,83 - 10> = 593830346 - 10*

Q 0O T L

e

Halla el resultado de estas operaciones.
a) 9,5-10*—-3,72-.10*

b) 86-10° —5,45.10°

¢ 79-107"—-13-10"°

d) 46-10°+53-10*—3,9-10°

e 5.10°—3-10"+7-102

a) 95-10"—372-10"=578-10*

b) 86-10°—545-10*=8,055- 10°

Q 79-10"—=13-10°=7887-10"

d) 46-10°+53-10"—39-10>=4,652610-10°
)

e) 5-10°=3-10""+7-107?=4997 - 10°



094

Qoo

095

Qo0

098

[<X"Yeo}

SOLUCIONARIO

Efectua las siguientes operaciones.

a) 73-10*.525.107° ¢ 83-10°:537.10°

b) 891-10°.5,7-10" d) 95-107%:3,2-10°
a) 73-10"-525-107%=3,8325-10° 0 83-10°537-10°= 1545623836 - 10*
b) 891-107°-57-10“=50787-10° d) 95-107°:3,2-10°=296875-10"7

Simplifica el resultado de estas operaciones.
6,147-107% - 4,6 -10° b 3,92.10*.5,86-107°
7,9-10% .6,57-10~° 7-107%.9,2.10"

6,147 -107 - 46 -10° 2,82762 -10° 5
= = 5447893185 - 10

79-10° - 6,57 107 51903 -10*

3,92-10% - 586-107° 229712 107

710 .92.10%  644-10°

= 3,566956522 - 1078

Halla el valor numérico de estos radicales.

a) V81 b) ¥—27 ¢ JY—100000 d) I—216 e Y625 f) Y—128

) 481 = +3 o /=100000 = —10 o) 4625 =45
b) —27 =3 d) =216 = -6 fy ¥-128 =2

Indica los radicales equivalentes.

3/2_3 %:%:\/2_9 826:2%:2%:2%:20/215
2 2 8
dF =35 —30 — 95 I7 =75 =7 =7

Simplifica los siguientes radicales.

) Y16 b)Ysa o Y32 d) V27 e V75 ) Y128 g) 27 h) Y625
4 1
a) 16 =Y =25 =2 2?—2f
#3372—33 25 3.5 =347

%

o
-
w
o
||

o
a
ﬁ ﬁ
(2] ~
I
.
o] YW N
s,
I
w
»
I
w
w
r\)‘g
I
w
ey

_h
=
o
N
®©
Il



Numeros reales

099 | Escribe como potencias de exponente fraccionario estos radicales.

jeXeXe)
a 1 3
a) Vava q |— e) —— 9) (Va
i : Wa)
b) Javava d) Ya fy ] hy 3
Ya a
1 a1
12 3)2 3
a) a\/gz(a-a?) :(az) =qg*
1 1
[ 1]? [ ;]? 1 1
12 312 33 73 A
b) Javava = a(a 02) = a(az) =(a-a4) :(04) =qgn
1
2 1\3 1 -
a a - — 1 1 —
Q |— =|— :(a2):a4 f) = =qg*
Vo |2 9a 1
a? a4
-5 3
d) Ya® =at g) (\/2)3:02
o o
o 1 _ 11202 h>i/Taa
a 5 a
a
100 | Expresa mediante un solo radical.
000

WV @ |- 9z
J2

a) Y35 b /:\g 0

st ) o

a) V35
J2

28




SOLUCIONARIO

101 | Extrae los factores que puedas de la raiz.

[cRexe]

a) V8 o V50 e) V12 g Y1000
b) V18 d) Vo8 f) V75 h) /40
a) V8 =v2 =242 o V12 =322 =243
b) V18 =23 =32 ) N75 =35 =53
9 V50 =v2.52 =512 g 1000 =275 =2.5=10
d Vo =272 =72 h a0 =32* 5 =235

(1)0(2 Extrae factores de los radicales.
o) Y8 9 V2Fat e Yabe
b) 416a” d) Ya*b5c° f) 315625x%y?
a) M:W:Zcﬁ/? d) Yab°c® = abc? ¥ a’bc
o) $16a ={2'a =20¥a o Yab" =ab?Ya
9 J2°ab® = 2a’b* f) 156255t y> =350 x*yP = 52xylx

103 | Simplifica las siguientes expresiones.

[CX- Yol

12 4
a) 3 aw Q 3 881‘:)3 e) ¥729a’b7?
a
L Y
b) ¥32a°b8c " d) _37 V8a’b*c™* f) a:
3/_3206b4 3

3 \3/\/ 01: =IVa?® = (0%6)3 =g _
a a

b) ¥320°0 ¢ =2 abPc? =2ab7c*Y2a

C)380“ _J2a* _2a |a
81b° ENGY 30 V3
s P _i/ b 1\/ b

3/_3206b4 _3/2506b4

o) Y7906 =306 =3ab2¢a

d)

29
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Numeros reales

104 | Introduce los factores bajo el radical.

eCo

a) 2%/? Q) 3% e) %(‘/E q) 23/7 i) %3%
3
b) 4420 9 32 p Ll h) sf y LB
5 2 2 5 7 4
1 1 1 1
a3 235 =225 =40 ) di: L
2\ 2 \ 24.2 3
b) 4420 = 4[4*.20 = 5120 q 237 =327 =56
3
9 3375 = 375 = V3 " Si/j_si_@_325

2.7 3%.2
Q9 2v2 = - 18 R _ 18
5 52 25 5 5.3 125

3
3
e)i(‘/g:471'6:4i:4i J) ].\E—i/ 3 :i/ 3
2 2! 16 8 7 4 7343 21952

105 | Introduce los factores dentro del radical, si es posible.

eeC

a) a- 4a -1 o) 2. |3a e) 542
2a a 8
4ab )
D .4 ; d) —2ab> Yab f) —a?¥a
c a

\/40—1 \/02(40—1) \/402—0
a) a- = =
2a 2a 2
4ab \/czb \/44a4b“czb \/2804b5C2 \/2503b5
b) .4 = 4 = 4 = 4
c 8a c*8a 2%ac* c?

2 [3a _ [23a _ [3
a 8 2’a’ 2a
d) —2ab?lab =(-22a*bab = Y-2%a*b’
e) No es posible introducir factores, puesto que 5 no es factor.

) —a*¥a ={—aa =I=a

106 | Operay simplifica.

eCo

a) (3v2 —5). (442 —3) e) (7v/5 +4)-(5v5 —36)
b) (247 +3v2)-(5-2v2) f) (7v2 =3)-(5v/3 +2)

o W3 +v2)-(V3 =2) g) (687 ++5)-(6v7 —/5)
d) (52 —3).(5v2 +3) h) (245 —=v10)- (245 +10)



107

108

SOLUCIONARIO

3 (342 =5)-(4v2 —=3) = 12(2) —9v2 —20V2 +15=—29v2 + 39

b) (287 +32)-(5-2v2) = 10v7 — 414 +15v2 —6(J2) =
=10v7 =414 +1542 - 12

9 (V3+42) (3-v2)=(3) =6 +v6 —(V2) =3-2—1
B (5v2 =3)-(5v2 +3) = 25(s2) +15¢2 —15v2 —9 = 50— 9 = 41

& (745 +4)-(5v5 —3J6) = 35(y5) — 21430 + 2045 — 1246 =
=175- 2130 + 205 —12v6

f) (7v2 =3)-(5v3 +2) =356 +14v2 —15V3 —6
9 (637 +5)-(657 —=v5) =36(7)" —6435 + 6435 —(J5) =

=252-5=247

h (V5 =410)- (245 +10) = 4(V5)" + 250 — 250 —(10) =

=20—-10=10

Calcula.
a) Ya* Ya® -¥Ya* c) J2a°b* 13 4ab?
b) Y3a%b -\2ab? N N

5 4 9 20

8 27
a Yoo -Ya & at-dv=a2.gn-ge=qn=VYa" =a¥a
3
) [3a’b-N2ab’® =(3a b Zab3)2 = (3¢’ b) (2ab*)s =

_\/32 a‘b? 2’ a*b’ = \/2332 a’ b"
5
) 20 3 4ap? = 20%4 4abz)3 = (20%4) (4ab?)s =

2’a’b" 2°a’b" a‘b?
=1 =1 =19
450%"° 21045410 57
1

1

Efecttay simplifica.

a 2+v3) —(2+43).2=43)

b) (3++/5)-(3=5)+(2—45)-(2+45)

o (V3 +5 —4av7)-(V3 =5 + 47)
9 2+v3) —2+v3)-2-V3)=4+4V3 +3-4+3=6+43
b) 3++5)-3-V5)+(2-4v5).-2+4V5)=9-5+4-80=-72

9 W3 +V5-47)-(V3 =5 +447) =
=3-15 + 421 + 15 =5+ 435 — 421 +4+/35 —112 =109+ 8+/35

31



Numeros reales

109 | Halla el resultado.

o a) V7—2V6 \J7+2V6
b) A543 —1.3543 +1
Q) {‘/\/?-I—\E‘\‘/\E—\/?

A N7—2v6 J7+2¥6 =7 —2V6)7+2J6) =Ja9—24 =25 =5
b) Y53 —1- Y53 +1=(V3 +1)6V3 +1) = ¥75—1= 372
9 Y3 +¥2 4B -2 =3 +2) 3 —V2) =43-2 =1

110 | Efectuay simplifica.
i 1

4/43 —4 3 —
a)u c)(14+ 7—#5)2
22.2.22

] —2
— 1 1 a
b) 814~4/-]:\/§ d [ +]
[ 3 3 ) 9 16

13 RE]

3 ]
3 .03 24.2*4.23 725 _2n :W

I
2727 2000 27
AR R R
b) 814 - i/i V3 =13-34.38[:37 =383 =38 =43
3 3

o (Va7 ) (V1417 3) _(ag2)ioar= L]

-2 -2
| [16a+9a
144

a a
7+7
9 16

d)

111 | Expresa el resultado como potencia.
@0

a) (¥5.J5) 9 V22 V2
b) I3 .33243 d) IY8¥s1

1o1)\® 5\°
a) (%/;\/E)G:(SLSZ) :(56) =5

1 o2 oo 2
b) /3333 :35.(32-32) =35.35.310 =30

1
1

o T T -] F)
d) 38\@:<2S(34) ) :2-315



Racionaliza y simplifica.

SOLUCIONARIO

) 66 —6 f 7445
J6 43
-5 636 —6
b) N ) Ve
o) -2 h) 2
J2 5355
d) 5\/57_4 i) 55—4
332 %/3—2
e) —6 ) 72
247 E
676 —6 _ (636 —6lNe _ 6-6-6v6 _ 6l6—6) PN
Jo (Ve ) 6 0

-5 _ =55 _ —s¥5 s
N NG 10 2

1-v2 _(-VaV2 _V2-2

b)

) 2

0 sV3 -4 _ (53 -4 1593 +4d3 1593 433
=3 =3 .3 -3 3

g =6 _ 3 _ 37 37

27 7 hdr 7
0 7445 _ G+s)Y3 743 +ers

I3 Y343 3

6vo -6 (6o —6)i6?  sled6 —e?) .=
9) e e _ =66 — Y6t
o _ oz oz
555 55 s 25

sV3 -4 _ (53 -4)i3 _ s¢3 —433
I3 NEEEE) 3
72 74 7y

g 3343 9
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Numeros reales

113 | Elimina las raices del denominador.
[SReXe]

1 —5 7

a)

J2 41 J3 -2 J11 =3
b 3 " a2 fH =0
J2 +43 3J2 =5 J6 +7
1 W2 V-1 s
) 41 202 -) 21 =2
30 3(V2 = V3) 32 -3 e
R R N7 By Ny A B
-5 (342 —sy3—10
G T W W e P
| a2 432 +V5) a+adio 4+ ad10
32 -5 (3v2 =5)(3V2 +45) 185 13
g 7 _ W3 e 7
Jii-3 0 (11 =311 +3) -9 2
-5 —s(J6 —V7) _—5\/5-1-5\/7:5\/5_5\/7

Ve T We il 17) - 6-7

114 | Racionaliza las siguientes expresiones.
X ke

-1 5 8 -7
VBB 3T 5o e 9.6 +43)
) - _ VNG _ V543
25 =v3) 25 —V3)5 +4/3) 4
) 5 _ sr=vay o sW7-2) T -2
3.(V7 +42) 37 +V2)W7 =V2) 15 3
9 8 _ 8(\10 +6) _8(10-6) _2(J10-e)
5-(V10 =v6)  5(v10 —v/6)(N10 ++/6) 20 5
0 -7 _ We-v3) 76 -3)
9-(W6 +43) 9l +V3)(6 —/3) 27
115 Racionaliza y simplifica el resultado.
2 1 S B 9 576 —v2 " 43 +\7
3+6 1-5 +7 NIT) J12
i 3++6 3tV 3+Ve 3-6)

) \/3+\/€ :\/3+\/€.\/3+\/€ B 3+\/€ a (3+\/g)(3—\/g) a
33446 —Visrevs 3346 —Visreve

9—-6 3




SOLUCIONARIO

) T 145 -7 _
1—vV5+v7  (1=V54+7) (145 -47)
B 14457 V5T
VST V55435 4T 4357 142435
(V5 —V7)(1-2435) -5 17 —24/35 2175 42245
EIPN SN 121-140 -
NS 17 2435 2175+ 24245
~19
5 svV6 —v2 _ (sV6 —VaVis _ 5327 —6 _
ie (Vig)’ 18
C5.3.2d3 -6 6(53—1)  5¢3 -1
18 63 3
9 a3 47 _ (a3 +TN12 _ 2a4a _ 2024421) _ 124421
Ji2 (Ji2) 12 6:2 6
116 | Racionaliza las siguientes expresiones.
- ) 3 9 2
(3v2 —5)-(av2 —3) Y2 -(V125 +2)
b 2 ) —
Ya (543 =) 43 .32
3 3 3
g (32 =5).(4v2 =3)  24—9v2 —20v2 +15 39-29V2
B 3(39 + 20v2) Cn7+48742 117487V2
© (39-20v2)(3042942)  1521—1682  —16l
2 —2(543 +1) N

K a1 a3 -3 +1)  7ad4

sz o1 (53 oWar s¢f3 et a7

3734 3734 .42 148
2 2125 -2) _ V20 +2V2 _

BB G e Is D o
7(—%4-2\/5)%/2_277?}59.27 +2Q/2_77,5,2§/ﬁ+229/?:

12132 327 12192 322 242
C2-s¥5 242 ¢0)  —s¢5 2 4280
B 242 B 121
9 e R R S L -y
332 TR R R Es
—az . p N
6 3

35



Numeros reales

117 | Realiza estas operaciones.

g L] b Y6
V2o 2 Yo Y2
) 1o o 0 1 Vo _2+¥e
2o ¢/ Je 2 Je.2°
118 | Efectua las operaciones.
jeXsYel
1 1
2 é_ 1 b) oz 3
Bs+s5 U5 SERD)
5 1 555 s 55
Js+s5 5 (5 +5) U5 4535
11 -3
NN
119 Calcula, mediante la definicion, los logaritmos.
a) log; 243 e) Inée?
b) log, 81 f) Ine™
¢) log 1.000.000 g) log; 343
d) log 0,00001 h) log, 0,0625
a) logs243 =5 e) Ine*=2
b) logs 81 =2 f) Ine“=—-14
c) log 1.000.000 =6 g) log;343=3
d) log 0,00001 = -5 h) log,0,0625 = —2

120 | Sabiendo que logs; 2 = 0,63; halla log; 24 mediante las propiedades de los logaritmos.

®L0
log; 24 = log; (2°-3) =log; 2° + logs 3 =31logs 2 +log;3=3-063+ 1 =
=189+1=289

121 | Calculalog, 128, utilizando las propiedades de los logaritmos, e intenta dar un
?°% | resultado exacto.

log, 128 4°=128 2%=128 27 =72 le
2

122 | Halla el resultado de las expresiones, mediante las propiedades de los logaritmos.

[CReye]

a) 2log, 16 + log, 32 — 3 log; 49
b) log, 8 + logs 27 + logs 125
c) logs 625 —log, 81 + logs 64

a) 2log,16+10g,32 —-3log,;49=2-2+5-3-2=3
b) log, 8+ logs 27 +logs 125=34+3+3=9
Q) logs625 —1loge81 +1logs64=4—2+2=4

36



123 | Desarrolla las siguientes expresiones.
[ X ke
a) lo & d lo i
93 e Jio W
3, 5/p6 3,4 6
b) log, a b d) In e -Na
¢ 1.000
2 . 5 .
a) logs a bz < =log; (@’ -b° -¢)—log; d* =
=log; a* +log; b° +logs ¢ —log; d* =
=2log; a+5log; b+logs c—2log; d
3. 5/46
b) log, aNb log, (@* - 3/b6° ) —log, 3" =
3/C7
5 z
=log, a® +log, b5 —log, c3 =
:3logza+%logzb+1logzc
7 o \/% = log (X : \/;) —log/y* - 7°
5
yo-z
( i) 2 3
=logo \X - X2 flogm(yS -zf):
1 2 3
=logy, x +logyy X2 —log;y y5 —logy, z5 =
= log X+ilog x—glog y—ilog z
10 2 10 5 10 5 10
3.4/ 6 6
) nf Y9 _ |n<e3 -at )fln 1.000 =
1.000

3
=Ine’+Inag? —In10° =

:3Ine+%|na—3|n10

124 | Determina, utilizando la calculadora.
[ Xeke]
a) logs 367

b) log, v/31 ) logs 100 d) log,31°
log 36
3) 10g;36” = 2109536 = 2. 220 _ 44531
log 5
log 31
b) logy V3T = - log, 31 = . 2921 _ 54771
2 2 log2
log 10
0 loge 100 = loge 10° = 2- o9 P _ 2,5701
log
log 31
d) 10g. 3 = 5log, 31= 5. 2> _ 123855

SOLUCIONARIO

37
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Numeros reales

125

eeC

126

| Jolke)

127

| Jolke)

128

eCo

Silog e = 0,4343; jcuanto vale In 10? ;Y In 0,17

In

log10 1 log 01

10 = = = 23025 In01=
log e 04343

-1
loge 04343

= —2,3025

Halla el valor de los logaritmos decimales, teniendo en cuenta que log 2 = 0,3010.

a) log 1.250 c) log5 e) log 1,6
b) log 0,125 d) log 0,04 f) log0,2
10.000

a) log 1.250 = log Y = log 10.000 —log 2* = 4 —3-0,3010 = 3,097

b) log 0,125 = log é =log1—log2*> =0—3-03010 = 0,903

q) log5=log % =log 10 —log 2 =1-0,3010 = 0,6990

2
d) log 0,04 = log ]200 =2log2—2log 10 =2-03010—2 = —1,398
24

e) |og1,6:|ogW:4log2flog1O:4~O/301Of1:O,204

f) log 0,2 =log % =log 2 —1log 10 =0,3010 — 1= —0,699
Calcula el valor de x.
a) log;x=5 q) log,x=—1 e) log;(x—2)=5 g) log, (2 —x)= -1
b) logsx=3 d) log, x = 4 f) logs(x+2)=3 h) log,;(3+x) =4

a

(e

)

)
-

—

Q

>
=

3
logsx =5—3 =x = x =243
logsx =3 =5 =x > x=125
log,x=—-1—-2"=x—>x=05

[2]“ 16
log, x=4—>|—| =x > x=—
3 3 81

logs(x —2)=5—-3 =x—2—>x=243+2 =245
logs(x +2)=3—>5 =x+2—>x=125-2=123
log, (2—x)=—1—>2"=2-x—>x=-05+2=1,5

logy (3+ x) =4 — 23" =34 x - x = 279.841— 3 = 279.838

Halla cuanto vale x.

a) log,3=—1 b) log,5=2 c) log,3= -2

a) log,3=-1-x"

'=3 5 x=

x
3

b) IogX5:2—>x2=5—>x:\/§

d) log,2=5—-x"=2—>x=12

d) log,2=5



129

eeC

Calcula el valor de x.

SOLUCIONARIO

a) log;9* =2 e) log;9*3 =3
3 3

b) log2* = = f) log2= =
) log 5 ) log 2
o In3=—1 g) In3**=3

d) log, 4 = —2

h) log; 27> = -2

a) log;9* =2 > xlog;9=2—->2x=2—>x=1

3 3
b) log2* == > xlog2=——x= — x = 49829
2 2 2log 2
—1
0 InN3¥=-1-2xIn3=-1—2x=—— x=-09102
In3
d) log, 4™ = -2 =27 =4 527 =2 5 _D=Ix+8 > x=

e) logs 9 =3— 3’

< 3 X 3
f) log2? == > —log2=——>x=
7 2 2 ? 2

— 9x+3 RN 33

=3¥" 53=3%+9 o> x=-2

— x = 9,9658
log 2

9) |n3“6:3—>(X+6)|n3:3—>x:i—6—>><:—3,2693

In3
h logs 27>+ :—2%(3X+4)|ogg27:—2—>3x+4:_?2
—2-12 —14
— 33X = - X =
9
Determina el valor de x.
a) 8=1.024 e) 82=1024
b) 3¥ =27 f) (3) =27
q 3" 5=27 g) 3 +18=27
d) 10" =10° h) 2X-2+ =1
X 3x 10 10
a) 8 =104 -2 =2 %x:?

b) 37 =27 —» 3" :33—>x:%

Q) 3 =2753"9=3 5x—6=3>x=+9 =3
d) 107 =10 5 x—1=3—>x=4

o 16

877 =1024 -2 =2" 53x-6=10>x=—
3
(3*)2:27e3”+33—>2x:3—>x:%

3 418=27 53" =953" =3 5x? =25 x=12

2= 2 =2 5 X =+ 1=0 x =1

=5

39



40

Numeros reales

131

[ehexe]

132

OO0

133

°00

Indica si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Razona tu respuesta.

FZeealge

=

Todos los nUmeros decimales se pueden escribir en forma de fraccion.
Todos los numeros reales son racionales.

Cualquier nimero irracional es real.

Hay nimeros enteros que son irracionales.

Existen numeros reales que son racionales.

Todo nimero decimal es racional.

Cada numero irracional tiene infinitas cifras decimales.

Todos los nimeros racionales tienen infinitas cifras decimales que se repiten.
Todos los numeros racionales se pueden escribir mediante fracciones.

a) Falsa, pues los nimeros irracionales tienen infinitas cifras decimales
no periédicas y no se pueden escribir como fraccion.

b) Falsa, porque hay nimeros reales que son irracionales.

c) Verdadera, ya que los nimeros racionales y los irracionales forman el conjunto
de los nimeros reales.

d) Falsa, porque si son enteros no pueden tener infinitas cifras decimales no
periddicas.

e) Verdadero, pues todos los nimeros que se pueden expresar como fraccion,
son numeros reales, que ademas son racionales.

f) Falsa, porque los nimeros decimales con infinitas cifras decimales no
periédicas son irracionales.

g) Verdadero, ya que tienen infinitas cifras decimales no periddicas.
h) Falsa, pues los decimales exactos también son racionales.
i) Verdadero, por definicion.

{Por qué la raiz cuadrada de cualquier niUmero terminado en 2 es un nimero
irracional? ;Existe otro conjunto de nimeros con esta caracteristica?

Porque no hay ningln nimero que, al multiplicarlo por s mismo, dé un nimero
terminado en 2.

Todas las familias de nimeros terminadas en 3, 7 y 8 tienen esta caracteristica.

Escribe en notacion cientifica las siguientes cantidades.

ctgoge

f)

ze

Distancia Tierra-Luna: 384.000 km

Distancia Tierra-Sol: 150.000.000 km

Didmetro de un dtomo: 0,0000000001 m

Superficie de la Tierra: 500 millones de km?

Longitud de un virus (gripe): 0,0000000022 m

Peso de un estafilococo: 0,0000001 g

Un afo luz: 9.500.000.000.000 km

Distancia a la galaxia mas lejana: 13.000 millones de aios luz

a) 384.000=3,84-10° e) 0,0000000022 =22-107°

b) 150.000.000 =1,5-10° f) 0,0000001 =1-10""

¢) 0,0000000001 =1-107"° g) 9.400.000.000.000 = 9,4 - 10"
d) 500.000.000 =5 - 10° h) 13.000.000.000 = 1,3-10"



SOLUCIONARIO

134 | Con ayuda de las propiedades de los numeros reales, prueba que el producto
de cero por cualquier nimero real da como resultado cero. En cada caso, indica
la propiedad que estas utilizando.

Por la unicidad de los elementos neutros para la suma y la multiplicacion
se tiene que:

Propiedad distributiva

0-a+a=a-0+1)=a-1=a

Como0-a+a=a—>0-a=0

e . . ., a
135 | ;Qué tipo de decimal se obtiene de la fraccion P
°?® | siendo a un nimero entero? 2°:5

Como nuestro sistema de numeracién es decimal, al dividir un nimero entero
entre un numero que sea potencia de 2 0 5,0 de ambos, se obtiene

un decimal exacto. Si el numerador es multiplo del denominador, se obtiene un
ndmero entero.

136 | ;Existe algun caso en que la aproximacién por exceso y por defecto coincidan?

Y si consideramos el redondeo, ;puede coincidir con la aproximacién por exceso
o por defecto?

No pueden coincidir, ya que para aproximar por defecto se eliminan las cifras

a partir del orden considerado, y para aproximar por exceso se eliminan

las cifras a partir del orden considerado, pero se aumenta en una unidad la Ultima
cifra que queda.

La aproximacion por redondeo coincide con la aproximacion por defecto sila cifra
anterior al orden considerado es menor que cinco, y coincide con la aproximacion
por exceso en el resto de casos.

. . . . . 1
137 | Razona como se racionalizan las fracciones del tipo: S e
200 /a _ /b

Multiplicamos el denominador por el conjugado:
Ya +3b _ Na+4b
o —%b)¥a +46)  “Va -V
Xa +36)0Va +7Vb)  Xa +36)Va +7Yb)

(Vg —"Uo)(Va +7b) “Ja -0
Por tanto, multiplicando por el conjugado n veces:

*/a +2/b)Va +7Ib)--(Na +b)

a—>b

1



Numeros reales

138 | Racionaliza las siguientes expresiones.

Qoo 2 2 %/E
D 2z iva Vo 3Bziva QU6 Zsds —el3
2 22 =3 -2)

N PN N N S SN S R
22 -V3-2) _ 22 -3 -2)(-5+2V12) _

—5-2J12 (=5—= 2312 (=54 2312)
1082 + 424 +1043 =24 — 20812 _

10(—8@—10%ﬁ+16£ _10V2 —8V6 +4+6V3
23 23
o 2 _ 2072 433 - 2)
W2 33444 (V2 =33 +2)0V2 4343 = 2)
2V2 +3v3-2)  200V2 +3V3 —2)(=23-124/3)

341243 (c34+1243)(=23-1243)
—022 — 4846 —138v/3 —216 + 02+ 48v/3

97
—2\2 — 486 — 903 —124

97
I 26 +5v5 +643)

@

J6 =545 —6v3 (V6 =545 —6v3)6 +5v5 + 643)
P26 +5v5 +6v3)  Y2(V6 +5v5 + 63 )(—137—604/15)

—227 - 6015 2471
26 +5V5 +643)(=137 + 60415
—2471

139 | Indica un procedimiento general para racionalizar expresiones del tipo:

o000 1
Jo +b, +...+b,

teniendo en cuenta que b, b,, ..., b, son numeros reales.

Se multiplica el denominador por una expresién que resulta al cambiar de signo
a todos los elementos del denominador menos a uno.

Al realizar la operacion el nimero de raices disminuye, se repite este proceso
tantas veces como sea necesario hasta que la expresion quede racionalizada.

140 | Considera que A, B, Cy D son cuatro pueblos. La distancia medida entre Ay B
®®% | hasido de 48 km, con un error de 200 m, y la distancia entre Cy D ha sido de 300 m,
con un error de 2,5 m. ;Qué medida es mejor? ;Por qué?

0.2 = 000416 E = 2,5
8 300

Se calcula el error relativo: E, = = 0,00833

Es mejor la medida tomada entre las ciudades Ay B, ya que el error relativo
cometido es menor.

42



SOLUCIONARIO

141 | Comprueba las siguientes igualdades.

eeC

a) Ya - b ="Wab
b) ¥a -Yb ="a-b
o) Va+ =a +Ub
d) a¥b" = ¥(a-b)"

a) Falso: /4 .38 = 4

e) Va -Ja-Ja -Jb =ava-b
f) a\/b+c :\/ab+ac

g Ya** =avb

hy Ja? +b" =a+b

e) Verdadero: g -a -a -b=Ja b=

4.8 # 4 —aja-b
b) Falso: 4 .3/8 =4 f) Falso: 24/154+1 = 8

J4-8 #4 \J2:-154+2-1#38

18 2 il

) Falso: 3/5+3 =2 g) Falso: ¥a®b? :(agbz)“ =qg'b* =a’b? =

Us +33 #2 —aJb #a'b
d) Falso: 23/3° =18 h) Falso: /32 +42 =5

3(2-3) 18 3+4%#5

142 | Escribe 2°° en notacién cientifica.
[eXeRe)

a) Sabiendo quelog2=0,3010y quev10 = 3,1622.
b) ;Podrias hacerlo con una calculadora cientifica?

5500

c) Expresa en notacion cientifica, teniendo en cuenta el primer apartado.

a) Llamamos x al nimero: 2°%° = x

Tenemos que encontrar y tal que 107 = x.

log x

20 =x 500 = log, x =
log2

Por otro lado, como log x = y:
y=1500-log 2 =150,5
10105 = 10% - 10 = 3,1622 - 10"

b) No se puede hallar con calculadora, ya que es un nimero demasiado grande.

¢) Llamamos x al nimero: 5°% = x

Tenemos que encontrar y tal que 107 = x:

log x

550 = x 500 = logs x =
log5

Por otro lado, como log x = y:
y=500-log5=3495
10799 = 10° - 10 = 3,1622 - 10**

43



Numeros reales

143 | Las unidades de medida con que se mide la cantidad de informacion son:
o Byte = 28 bits Megabyte = 2'°Kilobytes
Kilobyte = 2'° bytes Gigabyte = 2'° Megabytes
Expresa, en forma de potencia y en notacion cientifica, las siguientes cantidades
de informacion en bits y bytes.
a) Disco duro de 120 Gb. c) Disquete de 1,44 Mb.
b) Tarjeta de memoria de 512 Mb. d) CD-Rom de 550 Mb.
a) 120Gb=120-2"-2""- 2" pytes = 15 - 2* bytes = 15 - 2*' bits
120 Gb = 1,2885 - 10" bytes = 3,2985 - 10" bits
b) 512 Mb =27-2"". 2" bytes = 2% bytes = 2* bits
512 Mb = 5,3687 - 10° bytes = 1,3743 - 10" bits
Q) 144Mb=144-2"°2""pytes = 1,44 - 2% bytes = 1,44 - 2% bits
1,44 Mb = 1,5099 - 10° bytes = 3,8655 - 10° bits
d) 550 Mb =550-2'- 2" bytes = 550 - 2%° bytes = 550 - 2% bits
550 Mb = 5,7672 - 10° bytes = 1,4764 - 10" bits

PARA FINALIZAR...

144 | Si a es una fraccién irreducible:

1 . . .
a) ;Cuando es at equivalente a %? b) ;Y cuando es atb equivalente a %?

a+1_a b at+b _a
b+1 b b+b b
ab+b=ab+a ab+b*=ab+ab—b*=ab
a=b Como b es distinto de cero:b =a
145 | Siuna fraccion % es irreducible, json las fracciones a +bb y a _: irreducibles?
a - a -

Como los divisores de a + b son los divisores comunes de a y b:

(a+ b)ya-bnotienen divisores comunes, y la fraccion
es irreducible.
Como los divisores de a — b son los divisores comunes de ay b:

a-b

(@ —b)ya-bno tienen divisores comunes, y la fraccion

es irreducible. a-b
- . 1+ k
146 | Demuestra la siguiente igualdad: Zlog — =1
k=1
99 99 'I 'I 99 1+k
_ — |Og - =
3 N
1& 1
= ; (Iog (1+ k) —log k) 5 (Iog 100 —log 1) =



147

148

149

150

SOLUCIONARIO

Demuestra estas igualdades.

a) log,(b-c)=log,b+ log,c b) log, [EJ =log,b —log, c
C
a) Por la definicion de logaritmos:
log, (b-0)=x log, b=y log,c=7
a’=b-c a’=b a‘’=c
a’-at=b-c a+z=b-c log, (b 0)=y+2z

Es decir: log, (b - ¢) = log, b + log, ¢

b) Por la definicién de logaritmos:

Ioga[g] =X log, b=y log,c =2z
c
axzﬁ a’=b a’=c
c
a’ b ., b b
—=— ai=— logs| —|=y—2
a c c c

Es decir: Iogg[g] =log, b —log,c
c

Demuestra la siguiente igualdad: log (a*> — b = log (a + b) + log (a — b)
log (@ + b) 4+ log (a — b) = log [(a + b)(a — b)] = log (@* — b?)

Si el 4rea de esta figura es 10 cm?, ;jcudl es su altura? D

La longitud de la base mide: 1 + J2 em

Calculamos la altura: 10 :(1 + \E) -h

J— “ \“\
p=_10 _10 105:—1o+1oﬁ cm )

71—1—\/5_ -1 A "8

Dos piezas méviles de una maquina se desplazan
a la misma velocidad. La primera pieza describe

una circunferencia de radio 5 cmy la segunda
se desplaza de un extremo al otro del diametro
de esa circunferencia. A B

Si ambas piezas parten del mismo punto, ;jcoincidirdn

en algun momento?
Suponemos que ambas piezas parten de A. /

Llamamos v a la velocidad que llevan los dos moviles.

La distancia recorrida por el movil que se desplaza por la circunferencia

enlos puntos Ay Bes: 5n(k — 1), siendo k un nimero natural. La distancia recorrida
por el mévil que se desplaza por el didmetro en los puntos Ay Bes: 10(k — 1),
siendo k un numero natural. Las distancias recorridas por el mévil que se desplaza
por la circunferencia son nimeros irracionales, mientras que las distancias
recorridas por el movil que se desplaza por el didmetro son nimeros naturales.
Por tanto, nunca coincidirdn ambos méviles.
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El ultimo Caton

El calor era infernal, apenas quedaba aire y ya casi no veia, y no sélo
por las gotas de sudor que me caian en los ojos, sino porque estaba
destallecida. Notaba un dulce sopor, un sueto ardiente que se apode-
raba de mi, dejandome sin fuerza. El suelo, aquella fria plancha de
hierro que nos habia recibido al llegar, era un lago de fuego que des-
lumbraba. Todo tenia un resplandor anaranjado y rojizo, incluso no-
sotros. [...]
Pero, entonces, lo comprendi. {Era tan facil! Me basto echar una ulti-
ma mirada a las manos que Farag y yo teniamos entrelazadas: en aquel
| amasijo, humedo por el sudor y brillante por la luz, los dedos se ha-
bian multiplicado... A mi cabeza volvié, como en un sueno, un juego
infantil, un truco que mi hermano Cesare me habia enseniado cuando
era pequena para no tener que aprender de memoria las tablas de
multiplicar. Para la tabla del nueve, me habia explicado Cesare, solo
habia que extender las dos manos, contar desde el dedo menique de la
mano izquierda hasta llegar al nimero multiplicador y doblar ese de-
. do. La cantidad de dedos que quedaba a la izquierda, era la primera
' cifra del resultado, y la que quedaba a la derecha, la segunda.
Me desasi del apreton de Farag, que no abrio los ojos, y regresé frente
al angel. Por un momento crei que perderia el equilibrio, pero me sos-
tuvo la esperanza. {No eran seis y tres los eslabones que habia que de-
jar colgando! Eran sesenta y tres. Pero sesenta y tres no era una com-
binacion que pudiera marcarse en aquella caja fuerte. Sesenta y tres
era el producto, el resultado de multiplicar otros dos numeros, como
en el truco de Cesare, jy eran tan faciles de adivinar!: jlos numeros de
Dante, el nueve y el siete! Nueve por siete, sesenta y tres; siete por
nueve, sesenta y tres, seis y tres. No habia mas posibilidades. Solté un
grito de alegria y empecé a tirar de las cadenas. Es cierto que desvaria-
ba, que mi mente sufria de una euforia que no era otra cosa que el re-
sultado de la falta de oxigeno. Pero aquella euforia me habia propor-
cionado la solucion: jSiete y nueve! O nueve y siete, que fue la clave
que funciono. [...] La losa con la figura del angel se hundi6 lentamen-
' teen la tierra, dejando a la vista un nuevo y fresco corredor.

MATILDE ASENSI

e
= il

Justifica algebraicamente por qué funciona el truco para la tabla
de multiplicar por 9 y demuestra que no existe un truco parecido
para multiplicar por un nimero distinto de 9.

En la tabla del nueve, a medida que vamos multiplicando

por un nimero mayor, sumamos una unidad en las decenas

y restamos otra unidad en las unidades:
9-n=n(10—-1)=10n—n

Por este motivo funciona el truco.

En las tablas de multiplicar, desde la tabla del uno hasta la tabla
del ocho, a medida que vamos multiplicando por un nimero
mayor no siempre sumamos una unidad en las decenas.
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SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

Pon un ejemplo de polinomio de grado 4 y con término independiente —5.
Determina sus términos y su valor numérico parax =2y x = —1.

Respuesta abierta.

PX) =x* — x> 4 5x — 5

PQ)=2"-2"+5-2-5=13

P=1)=(=1)" = (=1’ +5-(=1)—5=-8

Saca factor comun a las siguientes expresiones.
a) 4x%yz® —12xz*> —20xy‘z
b) 2x(3x* —1) —8(3x* — 1) —(3x* — 1)

a) AXyz — 12x7 — 20xy'z = dxz(xy’Z — 3z — 5y

b) 2x3x* — 1) =8B -1 =03 —-1)=03*—-1)2x—-8—-1)=
=3 = 1)2x—=9)

Realiza esta division por la regla de Ruffini.
(4x° —12x* —20x 4+ 2): (x + 2)

4 0 =12 0 -20 2
-2 -8 16 -8 16 8
|4 -8 4 -8 —4 [

o

Indica los elementos de esta ecuacion.
(x+2) - x—=5+4+2=7—x
Términos: x% —3x; —8; 7; —x°
Primer miembro: (x + 2) - (x — 5) + 2
Multiplicando el primer miembro: x> — 3x — 8
Segundo miembro: 7 — x°
Incoégnita: x
Grado: 2
Soluciones: x; = —2,09; x, = 3,59

. - . .o x+4 1 5—x
;Cudles de los siguientes valores son soluciones de la ecuacién - = ?

La solucién de la ecuacion es la del apartado d), x = 2.
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006 | Resuelve las siguientes ecuaciones.

%=1 x—=1_x 4x —3) 5k +8)

) _ 9 = 6(x +3)—2
3 7 2 2 6
b) g_(z)(_nzo d) 3[x—§]+4(2x—1)= X+4—2(x+4)
g Xl Xl X g 14— x4 6=21x - x =8
3 72
b) @*(kf]):O—>3x7674x+2:O—>X:74
o =3 _SH8 43— 1 —36—5x—40=
2 6 172
= 36x+108—12 > x = ———
29
d
) 3[X—§]+4<2x—1)—X+4—2(x+4>+21x—14+56x—28—
:x+4—14x—56—>)<:—%
ACTIVIDADES

001 | Calcula estos nimeros combinatorios.

o el ef

’ 76 | 11
3) [7]: no_76_ 9 [12]: 21121110
2) 25t 24 3)7 390 3.2
! |
b) [ — =21 d) 8| _ 8! —3
5/ 5.2 7)) 70
002 | Desarrolla las siguientes potencias, utilizando el binomio de Newton.
a) (2x—5y b) (¢ + 2x°

a) (2x —5)°=8x> — 60x> + 150x — 125
b) (X 4+ 2x)° = x"> 4+ 10x" + 40x"" 4 80x° + 80x” 4 32x°

003 | Comprueba si los siguientes nimeros son raices del polinomio
P(x) = x* + 3x> — 2x* 4+ 6x — 8.

a) x=1 b) x=2 o x=-—1 d x=-4
a) P)=1"+3-1"-2-1"4+6-1-8=0
Por tanto, x = 1 es una raiz del polinomio.
b) PRQ)=2"+3-2°-2-2+6-2-8=36
Q) PN = (=143 (=1 =2- (=1 +6-(~1) —8=—18
d) P(—4)=(—4"+3- (-4’ -2 (-4’ +6- (-4 —-8=0
Por tanto, x = —4 es una raiz del polinomio.
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004 | Calcula las raices enteras de estos polinomios.

a) PX)=x"—1 b) Q) =x>* —9x* —x + 105
b) |1 -9 —1 105
7 7 =14 =105
1 =2 =15 0
5| 5 15
1 3 0
La raiz entera del polinomio es: 1 Las raices enteras del polinomio son: {—3, 5, 7}

005 | Factoriza estos polinomios.
a) 2 —8x*+2x+ 12 b) 3x* —8x* —20x+ 16 ) 2x*+ 15 +31x* + 12x

a) 2¢ =8+ 2x+ 12=20x+ Nx — 2)(x — 3)
b) 3x° —8x* — 20x+ 16 = (x + 2)(x — 4)(3x — 2)
A 22X+ 15+ 31 + 12X =x(x+ ) +4H02x+ 1)

006 | Encuentra las raices enteras de los polinomios.

a) 12x4+ 2 4+ 4 4+ 9x* b) x* —8x* —9 €) 2 + 10x* +28x% + 32x%
a) 2 9 12 4
2| -4 —10 —4
25 210 La Unica raiz entera es; —2
2| -4
2 1 0
2X4+1=0—> x = ' Estaraiz no es entera.

b) 1T 0 -8 0 -9

-3 -3 9 =3 9
1 =3 1T =3 & Las raices enteras son: {—3, 3}
3 3 0 3

1 0 1 0

€) Sacamos factor comun: 2x*(¢ 4+ 5x* + 14x + 16)

1 5 14 16
-2 -2 -6 -16 Las raices enteras son: {—2, 0}
I 0

007 | Simplifica estas fracciones algebraicas.
3x? —5x 20 —8x + 4x?
3x 12 4+ 8x
3x*—5x  3x—5 b 20— 8x +4x? x*—2x+5

a)

3x 3 12 4+ 8x 2X+3
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Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

008 | Realiza esta operacion y simplifica el resultado.

3 v 2-x
3x24+6x  x  6x+12
3 1 2—x x>+ 4x +18
L At

I+ 6x  x 6x+12  6x(x+2)

009 | Clasificay resuelve estas ecuaciones de segundo grado.

a) X*—10x+21=0 f) 3x*—18x=0
b) 3x*4+20x+12=0 g) 4x*—36=0
) 3xX%+9%—4=0 h) —8x*+40=0
d) 4’ —12x+9=0 i) —5x*+30x=0
e) 2 +5x—8=0 ) 3x=2¢

a) Ecuacion completa:

X =1 +21=0—> x =

2]
10+ 4 {x1:7

= -
2 X, =3

b) Ecuacién completa:

—204/20°—4-3-12

2-3

42X 4+12=0—> x =

¢) Ecuacion completa:

949 —4-3-(-4)

N+ K—4=0—>x=

23
_ 9129 o
Lo —9EN129 = 6 -
6 —9-+/129
o= =339

d) Ecuacion completa:

4 12X +9=0—>x =

e) Ecuacion completa:

—5+45 —4:(—=2)-(-8) —5++-39
—>x=

=2 +5x—8=0—>x=

2:(-2) —4
No tiene soluciones reales.
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f) Ecuacién incompleta:
3 —18x=0—-3xx—6)=0— x;, =0 X, =6
g) Ecuacion incompleta:
40 —36=0-x=v9 5x=-3 x=3
h) Ecuacién incompleta:
—8¢ +40=0-x=1/5
i) Ecuacién incompleta:
5 4+30x=0-=5x(—x+6)=0—>x=0 X, =6
j)  Ecuacion incompleta:

N =2 >3x¥=0->x=0

010 | Resuelve estas ecuaciones.
a) 36*—1)+2x—5)—20=0
b) 2—x)0Bx+1)—@B+x)(x—1)+8x*—15x+3=0
o (X+2)x—3)—x(2x+1)+6x=0
d) 3x(x —2) +2(1 +9x) —2 =3x(x + 4)
)

e) 2—x(2x+2) —4(x—3)—5x=0

a) 3¢ =1 +2x—5—-20=0—-3+2x—33=0

_ 22 -43:(33) _ 2220 |x, -

X = =
2-3 6 3

X, =3
b) 2—=Xx)GBx+1)—CB+X)x—1)4+8"—15x+3=0

8+Je4—64
4

% —8x+8=0— 2

Q) X+ —3)—xX+1N+6x=0—> X +4—6=0

() xJ(-4 —416 _a+J-8
21 2

X =

No tiene solucién real.
d) 3x(x—2)+2(14+9%) —2=3x(x+4)

0 =0 — No es una ecuacion, es una identidad.
) R—X2x+2) —4x—3)—5x=0——-2¢—7x+16=0
_ N EJ7r -4 (=206 744177

X
2-(=2) —4
X, = _7% V177 =1,58
%
% = *7% VI77 _ 508
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011 | Determina, sin resolver la ecuacion, el nimero de soluciones que tiene.

a) —2x*4+5x—8=0 d 2*—x—3=0

b) 9x*+30x+25=0 e) x*+9x—2=0

) =54+ 9% —6=0 f) 0,34x*4+0,5x—1=0
Calculamos el discriminante:
a) A=b’—4ac=5 —4-(-2)-(—8) = —39 < 0.No tiene solucion real.
b) A=0b>—4ac=30°—4-9.25=0.Tiene una solucion.
Q) A=b'—4ac=9"—4-(-5)-(—6) = —39 < 0. No tiene solucion real.
d) A=b’—4ac= (1) —4-2-(-3) = 25> 0.Tiene dos soluciones.
e) A=b'—4ac=9"—4-(-1)-(—2) =73 > 0. Tiene dos soluciones.
f) A=b"—4ac=05"—4-034-(—1)= 161> 0.Tiene dos soluciones.

012 | ;Cudntas soluciones pueden tener estas ecuaciones bicuadradas? Resuélvelas.
a) " —37x*+9=0
b) X*(* —1)=16(x*—1)
Q) 25x%0¢ —1)+11x*+1)—7=0

Como las ecuaciones son de cuarto grado, pueden tener un maximo de cuatro
soluciones.

a)

— 2
4¢ — 37 +9=0-"542—-377+9=0

(=37) £ (=37 —4-4.9 37435 |[4=9
= _— %
2.4 8 7 =—
4
Z7=9 —>x,=-3 X, =3
1 1 1
= — X3 = —— X4 = —
2 2
R — 1) =160 — 1) 5 — 174+ 16 =025 2~ 1724 16 =0
—(=17)£ (=17 —4-1-16 17415 {;:1
7= = -
2-1 2 z, =16
Zi=1—x=-1 X, =1

2, =16—>x3=—4 X, =4

250 =N+ 11X+ 1) —7=0
536 — 25¢ + 4=0-2=5362 — 2574+ 4=0

—(=25) k(=257 —4-36:4 257 |97

1
7= j
2-36 72 =4
9
1 1 1
7= — X =—— X, = —
4 2 2
2 2
= — X3 = —— X, = =
9 3 3
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013 | Halla la solucidn de las siguientes ecuaciones con fracciones algebraicas
1 x+7
a) X+ —— +
x+1 X+1
4 3—x?
by —+———=0
) x* x?
2 7
a) X+7] =2 e —x—6=0
X4+ 1 X +1
—(=NEJ(=1) =4-1-(=6) 1£5 {x1:3
X = = -
21 2 X7 =2
2 _
b) i4+37;(:0—>7x F3 4= 2 43244=0
X X

—3+£3*—4-(=1)-4 345 {ZW:—1
7= = -

2-(=1 -2 z, =4
z; = —1 — No tiene solucion real.

=4—-x=2 Xy = —2

014 | Resuelve estas ecuaciones con radicales.
) Vx+4 +V2x—1=6
) x2 —3x* —2 =4
) Vx +x+12 =Bx + 4
) 2x+1-3Vax—3 +5=0

X+4 +yX—-1=060->%—-1=x+4-120/x+4 +36
— (X =417 = (—12/x+4) = x* = 226x +1.105 =0
—(=226) £ \[(=226) —4-1-1.105
X =

_ 226£216 {x] =5
21

5 X, = 221
La soluciéon es x = 5.

b) x? —{3x’—=2 =4 > x"—8+16=3x>-2 > x"—11x>+18=0

2 2 117418=0

—(=1)E£J(=11)° —4-118  11£7 {21:9
= -
2.1 2 Z; =2
21=9->x=-3 X, =3
22:2%)(3:\/5 X4:_\/?

Las soluciones son x; = =3y x, = 3.

7 =
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Q Jx +x+12 = Jex+4 SXH2YXPHI12X +x+12=8x+4

S 4x? +48x =36x7 —96x +64 > 22 =9 +4=0

—(-N£J(-9P 424 947 |y =
= -
22 4

X =

1
2
X, =4
La solucién es x = 4.

d) 2dx+1=3J4x =3 +5=0—> QJx+ 1) =(3J4x —3 —5)*
— (6 —32%)> = (=304/4x —3)? > 64x> —249x +171=10

- —(—249) £ \[(—249Y — 464171 _ 2494135 N _2

64
264 256 X, =3
La solucién es x = 3.
015 | Estas ecuaciones aparecen factorizadas. Encuentra su solucion.
a) 3x —1)(x+2)x —4) =0 d) 2x*(x —3)*3x+4)=0
b) x(x —2)(x+3)(x —12) =0 e) 5x(x —1)*2x+7)%=0
o 2x—1)4x+3)x—2)=0
a) xp =1 X, =—2 x3=4 d))Q:O X, =3 Xs:,i
3
7
b) ;=0 xx=2 x3=-3 x,=12 e)x;=0 xx=1 x3= ——
2
@] xwzi xz:fi X3 =2
2 4

016 | Factoriza las ecuaciones y resuélvelas.
a) x* —2x* —13x +38x —24=0
b) x¥* —6x*+ 10X —6x>+9x =0
A X*+8C+17x*+8x+16=0

a) (k— Nx—2)x—=3)x+4)=0
xi=1 x=2 x3=3 x,=-4

b) x(x —3)*x*+ 1) =0

=0 x,=3
A K+40¢+1)=0
xX=—4

017 | Escribe una ecuacion que tenga como soluciones: x =3, x=2yx= —7.
{Cudl es el minimo grado que puede tener?

Respuesta abierta.
X—=3)x—-2K+7)=0
El minimo grado que puede tener es 3.



018 | Resuelve estos sistemas de ecuaciones.

a) 4x+6y=0 b) 5p+ 2g=1
6x —9y = —6 15p —10g = 11

Escoge el método que consideres mdas adecuado.

a) Resolvemos el sistema por sustitucion:
= 3
4x+6y =0 } Y

6x —9y = —6 2
_3.—
-3
6~—yf9y:f6—>y:i—>x: 3 -~
2 3 2

b) Resolvemos el sistema por reduccion:

Sp4 2g=1]—> —15p— 6g=—3
150 —10g = 11 150 —10g = 11

Sumamos las ecuaciones:
—15p — 69 = —3}

150 —10g = 1 .
—l6g = 8—>q:—;

Sustituimos en una de las ecuaciones:

sp+2. o1 p=2
2 5

019 | Halla las soluciones de estos sistemas.

a) 32x+y—1)—6@x —y) =15
—X+y+3x—-2y+6)=4

X =5 n 2y —1 -5

3 5
32—X)+4y+1)=36

b)

a) Resolvemos el sistema por sustitucion:

32x4+y—1)—6@x—y) =15 _>72X+y:2
—X+y+3x—2y+6)=4 2X—5y=-14

Resolvemos por reduccion:

22X+ y= 2
2Xx—=5=-14
—4y=-12—>y=3

Sustituimos en una de las ecuaciones:

1
—2X+3:2%X:3

!

SOLUCIONARIO
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by x=5 , ¥=1_, 5% + 6y = 58 }

3 5 T 344y =26
30— X+ 4y +1) =36

Resolvemos por reduccion:

5+ 6y = 58] —=>  15x + 18y = 174
—3x + 4y = 26] —2> —15x 4+ 20y = 130
38y =304—>y=38

Sustituimos en una de las ecuaciones:

5X4+ 6:-8=58—>x=2

020 | Clasifica estos sistemas de ecuaciones, y resuélvelos por el método mas adecuado.

a) 8 —2y =4 b) p+2g=1
—12x+3y =—6 3p— g=11
a) 8x—2y=4 Ly 4y
Sty =—6] 7

Sistema compatible indeterminado: y = 4x — 2.

b) Resolvemos el sistema por reduccion:
p+29=1 ﬂ>—3p—6q:—3
3p—qg=11 3p— qg= 11

—_ 8
_7q = 8— q= 77

Sustituimos en una de las ecuaciones:

7 7

Sistema compatible determinado.

021 | Decide de qué tipo son estos sistemas de ecuaciones y representa graficamente

su solucién.
a) —12x+9y = -2 b) 21a—14b=35
8 —6y =0 —12a+ 8b=-20
a) Sistema incompatible. b) Sistema compatible determinado.
Y Y
03 I
‘|..
—+———t——— —+——t—t——t—t—T7t+—t—t—t
03 X I X
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022 | Resuelve los sistemas.

a) x? +y? =202 b) x2 +xy =24
X +y =20 x +2y=13

a) Resolvemos el sistema por sustitucion:
2 2
=202 g,
x+y=20

=1

(ZO—y)2+y2:202—>y2—20y+99:O—>ly 9
L=

Sustituimos en la ecuacion:
x;=20—11=9
X, =20—9=11

b) Resolvemos el sistema por sustitucion:

2 _

Xy =24 139

X+ 2y =13

=5
29

(13—20)'+ (13— 2))y=24—>27— 3% + 145=0—

Hy =

Sustituimos en la ecuacion:

9
X =13-2.5=3 6=13-2-—=-16

023 | Calcula dos nimeros, sabiendo que su suma es 42 y la suma de sus inversos es 5

Planteamos el sistema de ecuaciones:

X+y=42

R I SR
f-f—fzz 72y +72x =T7xy

X oy
Resolvemos el sistema por sustitucion:
=18
T+ 7242 —y)=T7@2 —y)y >y — 42y +432=0— ‘H] Y
L, =

X =42 —18=24
X, =42 — 24 =18
Los nuimeros pedidos son 18y 24.

1
024 | Resuelve la siguiente inecuacion: ?X —4<3x+1
Razona los pasos realizados para resolverla.
, ]
+ Resolvemos la ecuacion: Ex —4=3+1-ox==-2

« Tomamos un punto cualquiera de cada intervalo:
X = —4de (—o0, —2) x=0de (-2, +x)
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025

026

- Comprobamos si esos puntos son soluciones:
—4
Six=—4— —6= 7—4 <3 (=4)+1=—11 = (=00, —2) es solucion.

Six=0——4>1-(—2,+00) no es solucién:
« Comprobamos si el extremo es solucién.

-2
Six:—2—>75=774§3~(72)+1:75 — x = —2 es solucién.

Por tanto, la solucién de la inecuacion es el intervalo (—oo, —2].

Encuentra el error cometido en la resolucién de esta inecuacion.
2x <8x—12
—6x<—12 - 6x<12 - x<2 — (—x0,2)
Al pasar del segundo al tercer paso, se ha multiplicado la ecuacién por —1,

y se deberia haber cambiado el sentido de la desigualdad, por las relaciones
de orden que cumplen los numeros reales.

Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado con una incégnita.

a) x*—=3x+2<0 f) x—=3)x+4)>0
b) x? —=3x+2>0 g) x+3)x<4

) x*—9% >0 h) x* —30 >x

d) x¥*-9<0 ) xX*+x+3<0
e) xX>+2<0 j) 4x*—4x+1<0

X, =1

X, =2

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=0 x=1,5 X=3

Six=0—=0"—-3-0+2>0—(—o0, 1) no es solucion de la inecuacion.

a) Resolvemos la ecuacion: x> — 3x +2 =0 —>{

Six=15—15"—3-15+2<0-(1,2) es solucion de la inecuacion.
Six=3—>32—3-342>0— (2, 4) no es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacién lo son también de la inecuacion.

Por tanto, la soluciéon es [1, 2].

b) Se deduce del apartado anterior que las soluciones de la inecuacion son:

(=00, TTU [2, +00)
=0
c) Resolvemos la ecuacion: x> — 9x =0 — lf —9
L, =
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
Xx=—1 x=1 x=10
Six=—1—=(=1?—=9-(=1)>0— (—o0,0) es solucién de la inecuacion.

Six=1-12-9.1<0-(0,9) no es solucion de la inecuacion.
Six=10—10"—=9-10> 0—> (9, +o0) es solucién de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucion es (—oo, 0) U (9, +o0).
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X, = —3

X, =3

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—=10 x=0 x=10

Resolvemos la ecuacion: x> — 9 =0— {

Six=—=10—(=10)> — 9 > 0 — (—o0, —3) no es solucion de la inecuacion.

Six=0—-0"—9<0—=(=3,3) es solucién de la inecuacion.

Six=10—10°— 9 > 0 — (3, +0) no es solucion de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—3, 3).

El primer miembro de la inecuacion siempre serd positivo.

Por tanto, la inecuacién no tiene solucién.

=4

L, =

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10

Six=—=10—> (=10 = 3)(—10 + 4) > 0 — (—o0, —4) es solucion

de la inecuacion.

Resolvemos la ecuacion: (x — 3)(x +4) =0— i

Six=0—(0 — 3)(0+4) <0—(—4,3) no es solucién de la inecuacién.

Six=10— (10 — 3)(10 +4) > 0 — (3, +0) es solucién de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion lo son también de la inecuacion.

Por tanto, la soluciéon es (—oo, —4] U [3, +00).

Resolvemos la ecuacion: (x + 3)x =4 — {? i —4

, =

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10

Six=—=10—>(=10+3) - (—10) — 4 > 0 — (—o0, —4) no es solucién

de la inecuacion.

Six=0—(0—-3)-0—-4<0—(—4,1)essolucién de la inecuacién.

Six=10—(10—3)-104+4 >0 — (1, +0) no es solucién de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la soluciéon es (—4, 1).
., X, = =5
Resolvemos la ecuacion: x> — x — 30 =0 — {XW B
L, =
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10
Six=—10—= (=10’ — 10 — 30 > 0 = (—o0, —5) no es solucion
de la inecuacion.

Six=0—0"—0—30<0—(=5,6) es solucion de la inecuacion.

Six=10—10>—= 10— 30 > 0 — (6, +20) no es solucion de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la solucién es (=5, 6).

El primer miembro de la inecuacion es siempre mayor o igual que cero.
Por tanto, la inecuacién no tiene solucion.

El primer miembro de la inecuacién es siempre mayor o igual que cero.
Por tanto, la inecuacién no tiene solucion.
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027

Resuelve estas inecuaciones de grado superior, siguiendo el método utilizado
para las inecuaciones de segundo grado.

a) (x—2)x—3)x*—2)>0 Q) X*+2x*+3x—6<0
b) x(x —4)x+ 1)x* —1) <0 d) x*—=5x>4+4x24+ 9 —9>0

x =2

a) Resolvemos la ecuacion: (x — 2)(x — 3)(xX* —2) =0 — 1%2 = ;/5
X3 =

Xs =3

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:

x=-10 x=0 x=15 X=25 x=10
Six=—10- (=10 — 2)(~10 — 3)((= 10 — 2) > 0 — (—o0, —/2 ) es solucion.
Six=0—-(0—2)(0-3)(0*-2<0 —>(\F —\5) no es solucion.
Six=15-(1,5— 2)(1,5 — 3)(1,5” = 2) > 0> (~/2, 2) es solucién.
Six=25—025-2)25-3)25 —2) <0— (2, 3) no es solucion.
Six=10-— (10 — 2)(10 — 3)(10° — 2) > 0 — (3, +00) es solucion.
Las soluciones de la ecuacién lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—oo, —\/E] [\F 2} [3,400).

X = —1
X, =0

o

Resolvemos la ecuacion: x(x — 4)(x +1)0¢ — 1) =0—>

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-10 x=-0,5 x=05 xX=2 x=10

Six=—10—->—=10- (=10 =4 (=10 4+ D(=10° = 1) >0 — (—o0, —1)
no es solucion.

Six=—-05——-05-(—05—4)(—0,5+ N(=05°—1)<0—(—1,0)
es solucion.

Six=05—0,5-(05—4) 0,5+ 10,5 — 1) >0—(0, 1) no es solucion.
Six=2—2-2—-4Q2+1)(2°-1)<0—(1,4) es solucion.
Six=10—10-(10 — H(10+ 1)(10* — 1) > 0 — (4, +00) no es solucion.
Las soluciones de la ecuacion lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucion es [—1,0] U [1, 4].

€) Resolvemos la ecuacion: x> + 2 +3x —6=0—>x=1
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=0 x=10
Six=0—0"+2-0"4+3-0—6<0—>(—o00, 1) es solucion.
Six=10—10°+2-10°+3-10 — 6 > 0 — (1, +00) no es solucion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—oo, 1).
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-3
1 2
d) Resolvemos la ecuacion: x' — 5+ 4x* + 9x — 9=0— X =1
1++13
Xy = ————
2
Xy =3

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—10 x=0 X=2 xX=25 x=10
Six=—-10= (=10 = 5- (=101 +4-(—=10>+9- (=100 = 9>0

[—oo, 1_13] es solucion.
2

1—+13
Six:O—)O“—5~O3+4~02+9-O—9<O—>[2,1] no es solucién.

14+ 13
Six:2—>24—5-23+4-22+9-2—9>O—>[1,+2]essolucién.

14+ 13

SiX:2,5—>2,54—5~2,53+4-2,52+9-2,5—9<O—>[+2,3]

no es solucion.
Six=10—=10"=5-10°+4-10°4+9-10 — 9> 0 — (3, +00) es solucion.

Las soluciones de la ecuacién no lo son de la inecuacion.

1—@] 14413
2

2

U1

Por tanto, la solucién es [—oo, U (3, +).

Representa en el plano la regién solucién de estas inecuaciones.

a) x+y<o0 o 2x—y>1
b) x —y <0 d y—22>0
a) Y 0 Y
X X
b) 4 d) Y
X X
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029 | Dibuja las siguientes regiones del plano.
a) Los puntos del plano con abscisa positiva.
b) Los puntos del plano con ordenada mayor o igual que cero.

Encuentra una inecuacién que tenga cada una de esas regiones como conjunto
solucién.

a) x>0 b) y>0

030 | Calculalas soluciones de estos sistemas de inecuaciones.

a) x+3>5 b) 154+7x>8
2x—1>11 3x <14x + 6

a x+3>5 X >2
2x—=1>11 X>6

Elegimos el intervalo que cumple las dos inecuaciones: (2, +o).

6
X>——

x> —1
b) 15+7x >8 }_}
1

3x < 14x+6

) ) ) ) 6
Elegimos el intervalo que cumple las dos inecuaciones: [_F +00].

031 | Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones con una incégnita.

a) x*—3x<6 b) 2x + x* <3x*> + 4
6x? + 4x >3 7x* 4+ Xx>2x—6

3—+/33 34++/33
a) x2—3x<6 SX<

2 2
6X2+4X23} —2—22 <X<—2+\/22
6 o 6

—2-J2 2422
p ]

Elegimos el intervalo que cumple las dos inecuaciones: p

b) 2x + x* <3x* + 4
X4+ Xx>2x—6
Son ciertas para todos los nimeros reales.

} — Siempre se cumplen.
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SOLUCIONARIO 2

Calcula las soluciones de estos sistemas de inecuaciones.

a) x+2y<4 b) 12x —3y >7
-2+ y >3 —x+2y <12
a) 14 b) 1
/
/
X ) /I
X
Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones con dos incognitas.
a) 2x—3y+6>0 b) 4x —y >0
x+2y < x <2
a) YA b) Y
N /
™ /
N
5 N
— /
> X 2
X
I

Calcula 31, 4!, 5, 6!y 7!, y comprueba si son ciertas las siguientes expresiones.
a) 2!-31=6! b) 31+ 41=7! c) 6! —21=4l

31=6 41 =24 5/=120 6l =720 71'=5.040
a) 21-31=12 6/=720 b) 314+41=30 71=5040 c 6l—21=718 41=24
Por tanto, ninguna expresion es cierta.

Simplifica las expresiones sin hallar previamente el valor de los factoriales.

1 ] 1 1 1 !
a8 g2 g ekt g By 0y X
41 6! al 41 7131 (x —3)!
|
9 & _6.5-3
41
9]
b) —=9-8-7 =504
|
Q (a+|2)':(a+2)(a+1):az+3a+2
at
8l
d = =8.7-6-5=1680
41
| .
100 _10-9-8
7030 3-2-1
x!
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036 Calcula las incégnitas y comprueba estas igualdades.

1 H i E I R H

a) No consideramos la solucién trivial x = 6.

8 8l (8
6 o6l |2

10 100 (10
2 7]73!.7!7[3]

a
5

_ al :[ a ]
@—5)-5 a—=5

037 | Completa los siguientes desarrollos.
U a) Bx+2f =81 + [ + [+ 9601+ 16
b) (3 —4y)P’ =27 —[y+ 1441+
o (2p —qg)*=16p* —32p8qE + 24 pBgB +[] + g0
d) 3mn —p??=[m*nE —27mBnCp0 4+ [Imnp* — pU
(Bx+ 2" =81x" + 216> + 216x° + 96x + 16
b) (3 — 4y =27 — 108y + 144y* — 64y°
(2p — g =16p* = 32p°q" + 24p’q" — 8pq° + q°
Bmn — p?* =27m’n* — 27m’n’p* + 9Imnp” — p°

038 | Sabiendo que 5,1 =5+ 0,1y que 0,99 =1 —0,01; calcula el valor de 5,1°y 0,99
“®® | empleando la férmula del binomio de Newton.

5P°=(5+017°=5+3-5".01+3-5-01°+0,1°=
=125+75+0,15+ 0,001 = 132,651

099°=(1-001)=1"=2-1-001+001"=1— 002+ 00001 = 0,9801

039 | Determina los términos que se indican en estos desarrollos.

Qo

a) Séptimo término de (x 4+ 2y)". ¢) Decimosexto término de (2p + g»)*.
b) Décimo término de (x> —3)". d) Decimocuarto término de (—a + 2)*".
a) 13.440x%° Q) 306.726.174.720p"°q*°
b) —98513.415x" d) 1.666.990.080a°

040 | Halla las potencias cuyo desarrollo da lugar a estas expresiones.
- a) 4x>+20x+ 25

b) 27x* —54x* 4 36x —8

o) 81p*+216p>+216p° + 96p + 16

a) (2x+ 5y b) Bx—2) 0 Bp+2*
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SOLUCIONARIO

Encuentra los términos indicados de los siguientes desarrollos.
a) Eltérmino central de (3p* —2qg)".

b) Eltérmino que contiene x'?en (2x* + 1)°.
10
) ) 2
¢) Eltérmino que contiene x'' en [ — XZ] .
X

a) 43.110.144p"q° b) 5376x" o —960x"

El séptimo y el octavo términos del desarrollo de una potencia son 1.792x? y'2

y 1.024x y', respectivamente. Intenta descubrir de qué binomio hemos calculado
una potencia.

X+ 2y°°

Comprueba si M(x) = 2x*> — 5x* + 4x — 4 es divisible por x — 2y, en caso
afirmativo, encuentra un polinomio N(x) que permita escribir M(x) de la forma
M(x) = (x —2) - N(x).

Dividimos el polinomio entre x — 2:

2 -5 4 —4
2 4 =2

4
7o 2 o
El polinomio N(x) es el cociente:
NOX) =2 —x+2

Determina las raices de los siguientes polinomios.

a) (x —=3)x+5)x—2) e) X*+8x*+17x+ 10
b) x(x —2(2x+ 1) f) 3x*+7x*—22x—8
) (2x —1(@Bx+ 2)(x + 3)? g) 2x* =113 +21x* —16x+ 4
d) x*—3x*—6x+8 h) x* —4x* —12x* + 32x + 64
a) xx=-5  x=2 X3=3
b) )<1=7i X, =0 X3 =2
2
Q x,=-3 xzzf3 ><3=l
3 2
d) 1 -3 -6 8
1 1 =2
1 -2 -8 0
-2 -2 8
1 -4 0
4 4
1 0
X, =—2 X, =1 X;=4
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1 7 10 0

f) 3 7 -2 -8

2 6 26 8
3 13 4 |0
—4 —12 —4

9 |2 =11 21 —16 4
1 2 -9 12 —4
2 -9 12 —4 |0

2 4 —10 4
2 -5 210
2 4 -2
2 -1 ] 0
2Xx—=1=0
.l
2
1
Xi=— Xx=1 x3=2
2
h) 1 -4 —12 32 64
-2 -2 12 0 —64
1T -6 0 32 [0
-2 -2 16 —32
1 -8 16 0
4 4 —16
1 —4 0
4 4
K 0
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SOLUCIONARIO

De un polinomio de segundo grado, P(x), se sabe que P(1) = —6, P(0) = —3
y una de sus raices es 3. Determinalo.

Obtén el valor de m para que el polinomio mx® — 6x*> — 4x + 8 tenga 2 por raiz.

x—=3)ax+b)=0

Como P(1) = —6:
—2a—2b=-6
Como P(0) = —3:
—3b=-3

Por tanto, resultaquea=2yb=1.
El polinomio pedido es 2x* — 5x — 3.

Y como 2 es raiz:
m-22—6.-22-4.248=0->m=3

Obtén el valor de n para que el polinomio 2x* + 2x*> 4+ nx + 3 tenga —3 por raiz.

Como —3 esraiz
2-(=3P+2-(=3°+n-(-3)+3=0->n=-11

;Qué valor debe tomar a para que el resto de dividir x> + ax*> —3x —a entre x — 4
sea 677

Dividimos el polinomio entre x — 4:
1 a -3 —a
4 4 164+ 4a 52+16a
|1 4+a 13+4a [52+15a
Igualamos el resto a 67:
524+ 15a=67 =a=1

Determina a y b de manera que el polinomio x* + ax? + bx — 6 sea divisible por x —2
y por x + 3.

Dividimos el polinomio entre x — 2:
1 a b —6
2 2 4+ 2a 8+ 4a+2b

\1 24a 4+2a+b [24+4a+2b

Dividimos el polinomio entre x + 3:

1 a b —6
-3 9—3a —27+9a —3b

|1 —3+a 9-3a+b [-33+9a-3b

Resolvemos el sistema:

24+4a+2b=0
—334+9a—-3b=0

-3

}—)(J:Z b=-5
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049 | Escribe un polinomio de tercer grado cuyas raices sean las que se indican
[ Jele)
en cada caso.

a) 2,3y5 b) —2,—-1y4 c 2,2y—4

Respuesta abierta, por ejemplo:
a) PX)=((x—2)x—3)x—05)

b) Qb)) = (x — Dl + 2)(x+ 1)

Q RK) =Kx+4Dx—2)7°

050 | Encuentra un polinomio P(x) de segundo grado cuyas raices sean 1y —2
“?" | ytal que P(3) = 30.
=(x-1 2
Q) = —1)x +2) PO = 30— x4 2)
Q3)=10

051 | Escribe un polinomio de tercer grado cuyas raices sean 3, —1y —1,
“" | ytal que Q(2) = —18.

Px) = (x —3)(x + 1)
PQ2) = -9

= Q) = 2x = 3)(x +1)°

052 | Operay simplifica.

eCo

3 1 2 3—2 1 3
a+2 2a+4 3a+6 p+2 p+3 2a—6

g3 1 2 __m

a+2 2a+4 3a+6 6(a+2)

3—2 1 11— p?
o) P TP P

p+2 p+3  (p+2p+3

3 1 1

+
2a—6 3—a 2@ —3)

053 | Realiza las operaciones y simplifica el resultado.

| Jole)

3x —1 _ X+ 2 9 4 _ 5
Ax +12 4x —12 a+b a—b
_ _y2? _y2

2—x _ 1 n 5 d 4 —x 9—x
x> —3x 4x—12 6x—18 X4+ 2 x+3
3 -1 x+2 o2 =15 -3

Ix+12 4x—12 4x + 3)x —3)

2—x 1 5 5x — 24
b) - + =

X2 —=3x 4 —12 6x—18 12xX(3—x)

4 5 a-+ 9%
Q) =

a+b a—b (a+bb-a
4—x*  9—x?

X+2 X+3

=5-2

1
3—a




SOLUCIONARIO

054 | Comprueba si el numero indicado en cada apartado es solucion de la ecuacion.
Yele!
a) 2x* —x—-2)+6(3 —x) —2(x —3) —8=0

X=-2
b) 2(—x—=2)(1 —=x) =2(x+1)=0
x=+3
Q) R4+Xx5x—03Bx—4)+3x—1) —x>4+2x+4) =0
x=—3
2

d) 3x(x —2)+2(14+9%)+11=0

X=—
2

a) No, las soluciones son x; =2y x, = 3.
b) Si,las soluciones son x, = —v/3 y X, = J3.

, - 3
c) Si,lasoluciéones x = —5.

d) No, esta ecuacidén no tiene solucion real.

055 | Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado con denominadores.

eCo

_y?2 _ _ 2 2
a)2X+3 x+§:0 c)x2x:1_3x+x
3 4 12 2 4
2—x  3x? —2x 19 X2+ x  (x+2x
b) + + 1% o g XEX WX,
2 3 6 5 2
— 2 —
a) ZTX+¥+§:O%874X2+973X+23:O%74X273x+4O:O
3649
(DI 4440 T
X =
2-(—4) . —3+e
’ 8
_ 2 _ _ 2
oy 22X I P 673 O T TN eyt 1=0
2 3 6 6 6 6
222 411
X = - x=-1
2.1
92 2
g X ZZX :173X:X A4 =43 X 53 K+ 4=0
—(B) £ (-5 —4-3-4 54+4-23
= 23 TrE T

No tiene solucion real.
xX° + x X + 2
Kix, bt

=02 + %A+ +1x =027 +12x =0

12
x(7x+12):0%x1:77 X, =0
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056

| Jolke)

057

[ X Je)

Busca las soluciones de las siguientes ecuaciones con fracciones algebraicas
y comprueba, al menos, una de las soluciones.

1—x? 3x+1 1

a —+ +—=0
X 4 6
2 p—
b)X+4+1 4x+i:0
X 3 15
2—x 5  3x? —2x
Q ==—
x 6 3x
_2
g 12X +3X:1+é:O%12—12X2+9X2+3X+2X:O+—3X2+5x+12:0
X
545 —4-(=3)-12 5413 | =-2
X = D= 3
2.(=3) 6 =3
-3 3:341 1 -8 10 1
S L . AL A )
3 4 6 3 4 6
2 1—4
p X4 X 05 15K 4 60 + 5% — 20x? + 8x = 0
X 3 5
— —5x> +13x+60 =0
134137 —4-(-5)- 60 13437 |x =-12
X = — X = 4 5
2.(=5) ~10 Y =5
5244 1—-4.5 8 29 19 8
———== - =
5 3 15 5 3 15
J— 27
Q) 2ox 5 X 2X—)6—3X:5X—6X2+4X—>X2—2X+1:O
2X 6 3x
(DS 411
X = > x=1
2.1
2-1 5 3.P—-2.1 1 5 1
- =4+ =———4+—=0
2.1 6 3.1 2 6 3

Resuelve las ecuaciones de segundo grado sin utilizar la férmula correspondiente.
a) x(x+3)—2(x>—4)—8=0 b) 2x+3)>—8(2x+1)=0

a) x(x+3)—20—4)—-8=0

Operamos: —x*+4 3x =0

Es una ecuacion incompleta cuyas soluciones son x; =0y x;, = 3.
b) (2x43) —8(2x+1)=0

Operamos: 4x* — 4x+1=0

Factorizamos el primer miembro de la ecuacion utilizando las igualdades notables:
2x—1y =0

- 1
La solucién es x = E
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SOLUCIONARIO

La suma de las soluciones de una ecuacién de segundo grado es 4 y su producto
es —21.

a) Escribe la ecuacion correspondiente.
b) Determina dichas soluciones.

a) x(4—x)=-21

b) —x*+4x+21=0—x=

—4 (4 —4. (1) 20 a{X* -3

2.(=1) X, =7
Las soluciones son =3y 7.

Calcula k en cada caso.

a) x>+ kx + 25 = 0 tiene una solucion.
b) x* —4x + k =0 no tiene soluciones.
c) kx*+ 8x + 5 = 0tiene dos soluciones.

a) KK—4-1-25=0—k=10
b) (—4 —4-1-k<0—>(48)
o} 82—4~k~5>0—>[—oo,]56]

Resuelve la ecuacién de segundo grado utilizando las igualdades notables.
Relaciona el resultado con el nUmero de soluciones.

ax2+bx+c:0—>x2+b—x+£20
a a
, . bx c , bx b’ b’ ¢
B e b G e R
a a a 40 4a’*  a
bY 0 b b c
X+—| = - X+ — == -
2a 40> a 2a 40°  a
—b b? — 4ac —b+~b?—4ac
X=—=+,|—"TF 5 x=—-—°- "
2a 4q° 2a

SiNb? —4ac < 0 — No tiene solucion.
SiNb?* —4ac = 0 — Tiene una solucion.
Sinb? —4ac > 0 — Tiene dos soluciones.

;Qué valor debe tomar k para que los nimeros indicados sean soluciones
de las ecuaciones?

a) 2¢+5x+k=0 b) k(x> —5x+ 1) —6(x+2) + 4(k —x) —65=0
x:i X=-—-2
2

2
a) 2-[3] +5-i+k:O—>k:f12
2 2

b) KI(=2) —5-(=2)+11—-6-((—2)+2)+4-(k—(=2)—65=0—k=3
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062 | ;Qué valores deben tomar ay b para que la ecuacion ax® + bx —30 =0tenga
°®= | dos soluciones, x; =5y x, = —3?

Sustituimos las dos soluciones en la ecuacién y formamos un sistema donde
las incégnitas son ay b:

2Sa+5bao:o}'—3> 750 4+ 15b = 90}

9a—3b—30=0[ — 45a—15b =150
120a =240—>a=2
—9.2-3b-30=0—>b=—4

063 | Di, sin resolverlas, cudl es la suma y el producto de las raices de las siguientes
ecuaciones, y luego calculalas para comprobarlo.

a) xX>’+5x—14=0 ) IX*+9x—10=0
b) x>+ x=0 d) 4> —4x+1=0

Partimos de una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sonay b:
x—akx—-0b=0

Después, multiplicamos: x* — ax — bx +ab=0-x’ — (@ + b)x +ab=0

Por tanto, el producto de las raices es el término independiente y la suma
de las raices es el opuesto al coeficiente del término de primer grado.

a) El producto de las raices es —14 y la suma es —5.
Lasrafcessonx; = =7y x, = 2.
b) El producto de las raiceses Oy la sumaes —1.

Lasrafcessonx; = =1y x, =0.

c) Elproducto de las raices es _10 ylasumaes —1.

. 5
Las raices son x; = f; y X, = g
1
d) El producto de las raices es " ylasumaes 1.

Laraizesx = ;

064 | Escribe ecuaciones de segundo grado cuyas soluciones sean:

eCo

a) x;=—4yx,=2 o x;=3yx,=-3
3 1
b) x;,=0yx,=—7 d) x1:?yx2:?
Respuesta abierta.
a) X+4k—-2)=0
b) xx+7)=0
0 K=3)Kx+3)=0

o =3l=3-
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065 | Resuelve las ecuaciones.

| Jeolke)

a) 2x—3_3—x:0
x2 =1  x+1
b) 3 _5—x:0
X+ 2 X+1
9 —X+3_9-x _,
x—1 x* —1
d) X x—1: 3 >
x2—4 x+4+2 x-=2
o) x+4_ 1—2x -0

x—3 x> —x—6

g XT3 3T o 3 —ax43=0— X — =0
x2 =1 x4+1
=0 xx=2
b) 3 —57)(:O%3x+3+x2—3x—10:0%x2—7:0
X+ 2 X+ 1
X =—~7  x, =7
0 X3 X g e 44394 x=0x —H+6=0
x—1 x? =1
X_—(—S)i\/(—3)2—4-1-6 3415
2.1 2
No tiene solucion real.
X x—1 3 ) 5
d) = — 29X+ X =3X+2=3x+6—-2x +8
x> =4  x+42 x—=2
—3x? =5x—12=0
(5 £ (=57 —4-3-(412) 5413 [N =3
* 2.3 T Tle=-2
’ 3
o XA 172X 48 - T+ =0 X 4847 =0
x—3 x'—x—-6
848 —4.1.7 _g46 1x1:—1
X = = -
2.1 2 X, = =7

73



74

Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Qg@ Estas ecuaciones tienen menos de cuatro soluciones. Determinalas.
o a) 8x*+26x2+15=0

b) 9x*+80x>2—9=0

Q6 —Xiz + xi“ =0

d) 901 —x)(1 +x?) +80x2=0

Q) 8¢* +26x2 +15=0 225872 + 267 +15=0

3
—264./26°—4-8-15  _26+14 asTy
zZ = = N :
2-8 16 2 =5
No tiene solucion real.
b) o' +80° —9=0-"""5972 +87-9=0
—80+./80°—4-9-(-9) 8048 |z =
7 = = — 9
2-9 18 2, =9
1 1
n=l=2Xx=—— X =—
3 3
7z, = —9 — No tiene solucién real.
5 02 P 2=x.
Q) 6——2+—4:O%6x —5*+2=0—>62"—-52+2=0
X X

—(5)EJ(H) —4-6-2  5+-23
26 12
No tiene solucion real.

7 =

d) 91— x2)(1+ x2) +80x> =0 — —9x* +80x2 +9=0 -2 972 + 807+ 9=0

—80+./80%> —4-(—9)-9 —80+ 82 2 =9
7 =

= - 1
2-(—9 —18 Z; :75
zZ=9->x=-3 x,=3
1
Z,= _§_> No tiene solucion real.

067 | Obtén las soluciones de las ecuaciones.

L X 2]

203 —7.
a) M:6
2x2 —12
2_
b) 3x*(x? —2) = X =2
3
C) Sx_i,_E:&
X x3
d) 2 =1—3x?
2x?



a)

SOLUCIONARIO

2x 377 — 2
U et 13 43620225 22— 13743620
%0 —12
—(—13) £ (=13 —=4-1-36 1345 {2129
z= = -
21 2 =4
z71=9->x=-3 x=3

=4>x3=—2 Xx,=2

2_2 2
(=)= XL o 19 +2=0222502 19742 =0
(19 +J(-19°—4.9.2  19+17 |2 =?
A = — 1
2.9 18 7, =—
9
21:2—>x1=7\/5 xzzx/?
1 1
Ly=— > X3=—— X4=—
9 3 3
8x+£:2—2—>2x4+3x2—5:oz—:$2z2+3z—5:0
X X
—34+/3’—4-2-(-5 —3+7 a=1
z= = - 5
2.2 4 7, =—=
2
Zi=1-5x=-1 X, =1
5 . »
7z, = —— — No tiene solucion real.
%:1—3)(2—>6x“—2x2+9:OZ—:£>622—22+9:O
()£ (=2 =4-6-9 2+£+-212
zZ = =

2-6 12

No tiene solucion real.

068 | Completa las siguientes ecuaciones escribiendo un nimero en el segundo miembro,

eeC

de manera que tengan estas soluciones.

& Jx+7 —2Jan 1 =[]

xX=2

SR I N
\/; NX+5 \ 4x
x=4
a) VXx+7 —2Ndx+1=-3
b) e = 2 ]

I Sxts 12 Iax
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069 | Resuelve y comprueba las soluciones.

L X 2]

a) x+J2x+3 =6 o) 2X7_52=1
X_
b) 24/3x+1—-2x+2=0 d) Vx+2 —Vx—6 —-2=0
A X+FVUA+3 =6 +3=x>—12%4+36—> x>—14x+33=0
—(—14) £ (1474133  14+38 {x1:3
X = = -
21 2 X, =11

X=3->33+,2-343 =6
X=M1T=>11+42-11+3 #6

b) 2J3x+1—-2x+2=0— 4x*—20x =0
X=5—232y3:-5+1-2-542=2-4-10+2=0
Xx=0—22y3-04+1-2-042=2-14+2#0

9 Y2 e qxi7=0
x—=5
—(—=120 £ (=122 —4-1-27 12+6 {x1:9
X = = -
2.1 2 X, =3
2:9-2
o N29-2 4
9-5 4
232
x=3-3 2 ° £
3-5 -2

d) Vx+2 —Vx—6 -2=0—=x+2=x—6+4JXx—-6+4—>1=x—-6
x=7-J742-V7-6-2=3-1-2=0

070 | Estas ecuaciones tienen cero, una o dos soluciones. Determinalas.

o0 3 5_
a) 2Jx+1—-3V4x—3 —5=0 d) = x
1+ Vx 3

b) V3x —2 —Vx—2 =2 e) V2x—2 —Jx—-5+1=0
A Vx*+3x —Jx+8 =0

a) No tiene solucion.

b) Tiene dos soluciones:x; =2 x,=6

c) Tienedos soluciones:x; =2 x, = —4

d) Tiene una solucién: x =4
)

e) No tiene solucion.
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071 | Las ecuaciones tienen tres soluciones. Dada una solucién, calcula las otras
| dos soluciones.

a) x+3)x*—2x—3)=0 b) (2a —1)(4a®+ 20a +25)=0
xX= -3 a:l
2

a) Resolvemos la ecuacion X’ — 2x — 3 =0:
(= £(=2"~4-1-(-3) 244 _){X1:—1
2-1 2 X, =3

b) Resolvemos la ecuacion 4a’ 4+ 20a + 25 = 0:

_fZOj:\l20274~4~25 _ 20 5

a= —>a=—=
2-4 8 2

X =

072 | Halla la solucién de estas ecuaciones.

a) X +4*4+x—6=0 A X+ 1) +2x+36=12x(x+1)
b) x*(x 4+ 6) =32 d) 2x> —5x> —14x+8=0
a) 1 4 1 —6
1 1 5
15 6 [0
-2 -2 -6
5 oo
-3 -3
S h o
Xi=-3 x=—2 x3=1

b) x(x+6)=32—>x>*+6x*—32=0

16 0 -32
2 2 16 3
18 16 [ 0
—4| -4 16
T4 [0
4| -4
1 [o

Xp=—4 x,=2

A XNPH+HN+2C+36=12xK+1) > x*+2 —11x2—12x+36 =0

12 -1 =12 36
2 2 8 6 -36
1 4 3 -18 [ 0
2 2 12 18
16 9]0
-3 -3 -9
1 3]0
-3 -3
o

Xi=-3 XxX,=2
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d) 2 =5 —14 8
-2 —4 18 -8
2 -9 4 0
4 8 —4
2 -1 0
2x—1=0
1
X=—
2
1
X =—  Xx==2 x3=4
2

073 | Escribe ecuaciones factorizadas que tengan las soluciones y el grado indicados.
o0

a) Grado 3y soluciones5, —2y?7. b) Grado 4y soluciones 1, =3y —4.
Respuesta abierta.
a) (K+2k—5K—7)=0 b) (x — 1) ’(x+3)x+4) =0

074 Halla las soluciones de estas ecuaciones.
 la) 6 —7x*—x+2=0
b) 4x3(x —3) + 2x* +30(x + 1) = 23x(x — 1)
A x*4+3¢ —-11x*+2x=0
a) 6 —7 =1 2
1 6 -1 =2
6 -1 =2 |0

Resolvemos la ecuacion 6x> — x — 2 =0:

(D12 —46-(=2)  1+7 x=
= -

X = 2
2.6 12 —_
3
1 2
X=—— X;=— XxX3=1
2 3
b) 4x(x —3)4+ 2 +30(x +1) = 23x(x = 1) = 4x* — 12> = 21x* +53x +30 =0
4 —12 =21 53 30
-2 -8 40 -38 -30
4 -20 19 15 0
3 12 =24 —15
4 -8 -5 0

Resolvemos la ecuacion 4x> — 8x — 5= 0:

—(—8) k(8> —4-4-(=5  8+12 n=-=
= N .
2.4 8 WS
2

X =

Xj=—— X, =-2 )(3:i X4 =3
2 2
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A X 4+3¢ =11+ 2x=0-x(+3¢—-11x+2)=0

T 3 =1 2
2 2 10 =2
5 -1 |0
Resolvemos la ecuacion x> + 5x — 1 =0;
545 —=4-1-(=1) —54++29
X = =
2-1 2
—5—-+429 5429
X, = ) = X3=0 Xx4=2
2 2
075 | Resuelve estas ecuaciones.
[SX<ke}
3 2
a) X’ + x +XX+1:X+1 d) 3 " 2 _izi
3 6 X+1 x—1 X 2
p— 2 J—
b 3X2[4+7]=6(17x 4) o 2 =2+4x _
X ' X241
X2
g —

xX+7)+x+1=0
16

X+ x? X+ 1

a) + X =x+1-2243*=5x—6=0
3 6
2 3 =5 -6
—1 -2 =1 6
2 1 —6 0
2| 4 6
2 =3 0
2Xx—3=0
3
X ==
2
Xi==2 X;=-1 )(37i
2
b) 3x2[4+7 U= a7 —3ax 8 =0
X X
4 7 =34 8
2 8 30 -8
4 15 -4 0
4| —16 4
4 1o
4x —1=0
1
X:7
4
1
X=—4 X=— Xz3=2
4
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2
9 %(x+7)+x—H:O%X3+7X2+16X+16:O

17 16 16
—4| -4 -12 -16
13 4 [0

Resolvemos la ecuacion x> + 3x + 4 = 0:

L 3EVY 44 34V
2

— No tiene solucion real.

2-1
X=—4
d) & + 2 Sl e yed e 42=0
X+ 1 x—=1 X 2
-5 8 3 2
2 —-10 -4 =2
|-5 -2 -1 [0
Resolvemos la ecuacion —5x> — 2x — 1 =0
—_— — 27 P - o (— -\/7
X = ( 2)i\/( A —4-(=5)- =N = 2+ 16 — No tiene solucion real.
2-(=5) -10
X=2
Ay —
g ZUWZDFH 5 e ia—3=0
X2+ 1
2 —7 4 -3
3 6 —3 3
2 -1 1 ]0

Resolvemos la ecuacion 2x> — x 4+ 1 =0:

—(DENEY—4-2-1 1T
2:2 4

X = — No tiene solucion real.

X=73

076 | Del siguiente sistema de ecuaciones se sabe que x = —1 forma parte de su solucién.
““" | Determina el valor dey.
32x4y —1)—6(@x —y) =15
—X+y+3x—20+6=4

xty=2 —-y=0
2X =5y = =2

077 | Resuelve los siguientes sistemas.

a) 2 +4)+3B—-2)—-1=12
5+y)—4x+1)—2y+10=0
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6(x —2y —3)—32x+y—3)+x+7=0
3x —6y) —2x —y)+y =0
243 y+l g
3 5
x—5 2y-—1 -0
2 3
X+3 _y7—5:0
9 8
X—y+1 x+2y-3 -0

2 5

—@2x+3y—2)—6x —y+1)=—15

Ax +3) =12 —y +3) = —32}

6(x +2y —3)—5(—2x+3y—1)+3=6

a)

3y
x—1

16 =

—2x+4)+363-2)—-1=12 —2X—6y =12
S5+ —4x+1)—-2y+10=0 X+3y+6=0
Sistema compatible indeterminado.

6(x—2y—3)—3(2x+y—3)+x+7:0} X—15y:2}

}—>x=f3yf6

3x—6y)—2x—y)+y =0 x—15 =0
Sistema incompatible.

2x+3+y+17
3 5 10x + 3y = 27] —=25 —30x— 9y = —81
x=5 y-1_, 3x— 4y =13] =% 30x— 40y =130
2 3
S>y==—1->3x—-4-(-1)=13-5x=3
x=3 y=-1
X+37y—5_0
9 s _)8)(—9)/2—69
2x—y+1_x+2y—370 8 — 9y = —11
2 5
Sistema incompatible.
—(X+3y -2 -6k —y+1)=—15
Ax+3)—12—y+3)=-32
—8x + 3y =—11 ?—8x+3y:—11 —>y:l—>8x—4:8—>x:é
=8 +12y=-8|—> 8 —12y=38 3 2
X—i y—i
2 3

6(x +2y —3)—=5(-2x+3y—-1+3=6
16x —3y =16
16:37)/ =y
x—1
Sistema compatible indeterminado.
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078

L X 2]

079

L X 2]

080

L X 2]

081

®00

Dada la ecuacién 2x — 5y = 14, encuentra otra ecuacion para que juntas formen
un sistema de dos ecuaciones que:

a) Tenga una sola solucion. b) No tenga soluciones. c¢) Tenga infinitas soluciones.

Respuesta abierta.
a) x—7y=1 b) 2x—5y=0 ) 4x—10y=28

Halla, si es posible, un valor de a para que el sistema:
6x —4y =12 }
—9% +ay =—18
a) Seaincompatible.
b) Sea compatible indeterminado.
c) Sea compatible determinado.

6 -4

-9 a

6a=36—>a=056

a) No es posible. b) a=6 c) a#6

Encuentra, si es posible, un valor de b para que el sistema:
8x —12y = 20}
4x+ 9y =0b

a) Seaincompatible.

b) Sea compatible indeterminado.

c) Sea compatible determinado.

8 —12
" * 5 — El sistema es siempre compatible determinado.

Resuelve los siguientes sistemas con tres ecuaciones y dos incégnitas,
y representa las soluciones.

a) 2xX+y=-1 o 22X+ y=0
—X+y=—4 —3x =2y =1
—A4x —y = —1 x—=3y=7

b) x4+ y=7 d —4x+2y=0
X—y=2 6x —3y =2
3x—2y=0 3x =2y = -2

a) XxX+y=-1

—X+y=—-4t—> _X+y:_4}—>x:1%—1+y:—4—>y:—3
—A4x —y = —1
—A4x —y = —1
x=1 y=-3
b) x+ y=7
X— y=2
X—=2y=0

Las soluciones de las dos primeras ecuaciones sonx =3 ey =4,
que no verifican la tercera ecuacion. Por tanto, el sistema es incompatible.
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g 2x+y=0 _
a—oy =122y MEY=0L o ity —0sy =2
—3x -2y =1
X—=3y=7
x=1 y==2
d) —4x+2y=0
ox —3y =2
X—=2y=-2

) . 10
Las soluciones de la segunda y tercera ecuacionessonx =—-ey =26,
que no verifican la primera ecuacion. Por tanto, el sistema es incompatible.

Determina las soluciones de estos sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas.

a) xX+3y+ z=11 b) 2x— y+ z=4
X—2y+3z2=6 —X+3y—2z=1
—X+ y— z=-2 X+2y+ z=1

a X434+ z=11

X—2y+3z2=6

X=2-3+6 7y—5z——1}'—2> 14y—102:—2}
%
X+ y— z=-2

—y+22=4 | 5 -5y+10z=20
> y=2—>-2+4+2=4—-7z=3
x=2-2—3-34+6=]
x=1 y=2 z=3

b) X—y+ z=4 c _>
43y —27=1 X=*2y_72+1>—5y—z:2}_>Z:,2_>5y,(,2):2_>y:o
X+2+ z=1 Vo=

Xx=-2-0—(-2)+1=3
x=3 y=0 z=-2

Resuelve las inecuaciones.
a) x+15<3 —7x o —x—13<3+7x
b) x+11>3 —4x d 2x+11>6+ 5x
a) X+ 15<3-7x—=>6x<—-12—>x<2
(=00, =2]

8
b) x+ 11 23—4x—>5x2—8%xzfg

8
——, 4+
5
Q) x—13<34+7x—>—-16<8x— —2<x
[—2, +o0)
d) 2x+11 26+5x—>523x9§2x
[ 5
o0, 2
3
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084 | Halla la solucion de las siguientes inecuaciones.
Yele!
a) x—2(x+2)—32—4x) <9
b) 4(10 —2x) —3(2x+ 1) > —-3(x+ 1) —(2 —3x)
x+2 2x+4+4
Q —
3 2

>1

A X—2+2—-32-40<9—->x—2xX—-4—-6+12x<9

[ 19
Co, 2
11

b) 4(1072X)73(2X+1)Z*3(X~|»W)*(2*3X)—>714X2742—>X§£=3

—>H><§19—>x§B
11

14
(—o0,3]
) X;rz —”;4 >W—>2X+4—6x—12>6—>—4x>14—>X<—%

085 | Encuentra la solucion de las inecuaciones.

eCo

a) 1—5x _24+3x Si
4 5 2
b) —2+3x+6—4x+120
5 3 2
9 1_2x—5+1—4x_x—1<0
6 2 3
g X AN T s 30— <10
4 5 2
37
— 4% <37 5> x> —
49
5]
—— 400
49
b) %ﬁ-%-ﬁ-%ZO%—12+18X+60—4OX+1520
%—22)(2—63—>x§§
2
[ 63
o0 O3
2
q W—2X675+]724X—X;1<O%6—2x+5+3—12x—2x+2<0
- —-lx < =16 > x >1
(1, 4o0)



086 | Resuelve estas inecuaciones.

| Jeolke)

a)

b)

2k —5)—3R2—-2x) <0
—X+3Q2+x >3

42x —5)+28—-2x)+7 >0
31—2x) =32x—=1)+1>0
X—2 1—x

4
5 3

2—3x _ 3—3x
6 2

<0

>0

24 5x 1
3

—3Kk+1)-2—

2x —1 1
+;<0

2

a) 2x—5-32—2<0 8 <16
—X+32+x>3 2x > -3

X <2
3
- 3 —>[,2]
X>——= 2
2
b) 42x =5 +28—-2)+7>0 4x+3>0
31—2)—-32x—=1)+1>0 —12x+72>0
x>
- 74 —>[—3,
X< — 4
12
X—2 1—x
o} - + 3 <0 % —1<0
2—3x 3—3x ox—7>0
— >0
6 2
X >—
2 7
- —|—, 400
/ [6 ]
X >—
6
2+ 5x
d) —3x+1-2— ] > 1 723x720>3}
2_2x—1+i<0 4 —-24+1<0
5
X <=1
- 1+ — (=00, —1)
X< —
4

2

1

SOLUCIONARIO
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087 | ;Cudl es la solucién de estas inecuaciones?

L X 2]

a) xX>’—x—6<0 ) 2X°4+5x4+6<0 e) 2x*+5x—3>0
b) —x*—2x+8<0 d —x*+3x—4<0 f) 6x2+31x+18<0
.z 2 X1:72
a) Resolvemos la ecuacion: x*—x —6 =0 — =3
=

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—10 x=0 x=10
Six=—10—(=10)4+10 — 6 > 0 — (—o0, —2) no es solucién de la inecuacion.
Six=0—-0>"—0—6<0— (=2, 3)es solucién de la inecuacion.
Six=10—10°—10 — 6 > 0 — (3, +00) no es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la solucion es (—2, 3).
b) Resolvemos la ecuacion: —x* —2x +8 = 0 — {i‘ i ;4
=
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-=10 x=0 x=10
Six=—10— —(=10)* — 2+ (—10) + 8 < 0 = (—o0, —4) es solucién
de lainecuacion.
Six=0-——-0"—2-0+8>0— (=4, 2) no es solucién de la inecuacion.
Six=10—>—=10°=2-104+8 < 0 — (2, +) es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la solucién es (—oo, —4) U (2, +00).

c) Resolvemos la ecuacion: 2x* +5x + 6 = 0 — No tiene solucion real.
El primer miembro de la ecuacion siempre toma valores positivos.
No tiene solucién.

d) Resolvemos la ecuacion: —x* + 3x — 4 = 0 — No tiene solucion real.
El primer miembro de la ecuaciéon siempre toma valores negativos.
Es una identidad.
X, = -3
e) Resolvemos la ecuacion: 2x* +5x —3 =0 — 1
X, = —
2
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:

x=—10 x=0 x=10
Six=—-10—=2-(=10°45-(=10) — 3 > 0 = (—o0, —3) es solucion
de la inecuacion.

1
Six=0-2-0°+5-0-3<0— [—3, ;] no es solucion de la inecuacion.

1
Six=10—-2-10°+5-10-3>0— [E +00] es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—eo, —3) U

1 ]
—, T
2
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)
f) Resolvemos la ecuacion: 6x” 4+ 31x +18 =0 — 22
Xy = ——
3
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-=10 X=—1 x=0
9
Six=—10—=6(—10°+31-(—10)+ 18 > O—>[—00, ——| no es soluciéon
de la inecuacion. 2

9 2
Six=—1—-6-(=124+31-(-1)+18< O—)[——, ——] es soluciéon
de la inecuacion. 2 3

2
Six=0—-6-0"4+31-0+ 18>O—>[7—, +00]noesso|ucic’>n
de la inecuacion. 3

Las soluciones de la ecuacién lo son de la inecuacion.

2

- ——

Por tanto, la solucion es 3|

088 | Resuelve estas inecuaciones que contienen fracciones algebraicas.

Qo

a) X+3<0 e} _X+1>0
X —5 2—3x
b 2= <o g 2=% _1>0
x+3 2X+5
2 x+3<0_>x+3>0 x>-3
X—5 x—5<0 x <5
(=3,5)
2X—3 2Xx—3<0 x<i
2 0= +3>0} 2
X+3 X x>_3

x>1
9 —X+1 >0 —x+1<0}

- 2
2 —3x 2—3x>0 X<§
[—oo, 3 U (1, +o0)
3
X < —1
d) 2—x i —3x—3 N 5
2X+5 2X+5 X>—5

87



Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

089 | Determina las soluciones de estas inecuaciones.

[ X Je)
2 —1
X+2 Xk =1)
3 5

a) >0

3x—1 X —x?

2 3
1= _2X2+1
3 4

_ 2
d) 3_2x 3+16x+x >0
2 3
_ 2 2
X 1_12x X ZZX +1_
4 3 3

b) +1<0

>5

Q x

X

XTH+Q>O—>5x+10+3x2—3x>0%3X2—|—2x+10>0

El primer miembro de la inecuacién es siempre positivo, por lo que siempre
se cumple. Es cierta para todos los nimeros reales.

a)

-1 x—x 5 5
b) T—T+1<O%9X—3—ZX+2X +6<0—->2%+7x+3<0

Resolvemos la ecuacion:
20 +7x+3=0—> 1

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 X=—1 x=0

Six=—-10=2-(=10°47-(=10) 4+ 3 > 0 = (—o0, —3) no es solucion
de la inecuacion.

1
Six=—-1-22-(=1)+7-(-1)4+3<0 —>[—3, ——] es solucion
de la inecuacion. 2

1
Six=0—-2-0°+7-0+3>0— [—5 +00] no es solucion de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacién no lo son de la inecuacion.

L 1
Por tanto, la solucién es [—3, —2].

T—2x 2?41
X_i_i
3
Resolvemos la ecuacion:
—6x° +20x — 67 =0

>512x—4+8—6x"—3>60— —6x"+20x —67 >0

No tiene solucién real. Como el primer miembro de la ecuacion toma siempre
valores negativos, la inecuacion no tiene solucion.
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2X—3  16x4 x*

d) 3—7+f20%18—6x+9+32x+2%20

2
S 2P H+26x4+27>0

Resolvemos la ecuacion:

—13—+/115
2
—13++115

2
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 xX=-5 x=0

X =
224 26x+27=0 >

X, =

—13— x/T]

SiX-—]O—)Z-(—WO)2+26-(—1O)+27>O—>[— 5

es solucion de la inecuacion.
3115 —13+\/115]
2 ' 2

Six:5—>~2~(5)2+26~(5)+27<0—>[_]

no es solucion de la inecuacion.
—134+115
Six—O%-2-02+26-O+27>0e[+2

, +00] es solucion
de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacién lo son de la inecuacion.

Portanto,Iasoluciénes[—oo, _13_2 1> U _13—’_2 1> , +
_ 2 2

X1 02X X 4T A 331730

4 3

Resolvemos la ecuacion:

_—3B- \/97
3 733+v977

=
8
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 xX= -5 x=0

A7 +33x+7=0—

—33—-+977
Six=—10—4- (=107 433 - (10)+7>0—>[—oo, W]
es solucion de la inecuacion. 8
—33—+977 —=33++977
Six——5—>4~(—5)2—0—33-(—5)+7<0—>{ ; , +8 ]

no es solucion de la inecuacion.

Six=0—4-0"4+33-0+7>0—
de la inecuacion.

oo | es solucion

[33+v977 N ]
—

Las soluciones de la ecuacién lo son de la inecuacion.

—33—~977 U —33+V977 n

8 8

Por tanto, la solucion es [—00,
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090 | Obtén las soluciones de estos sistemas.

[“Xeke]
a) x>=3x—4>0| b) x>-3x—4<0| o x*—3x—4>0| d) x*—3x—4<0
2x—3<0 2x—3<0 2x—3>0 2x—3>0

a xX2=3x—4>0
2x—3<0
Resolvemos cada una de las inecuaciones:
Xp = —1
X, =4
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10
Six=—-10= (=10 —=3-(=10) =4 > 0 — (—o0, —1) es solucion
de la inecuacion.

x2—3x—4:O—>{

Six=0—-0>-3-0—4<0—(—1,4) no es solucion de la inecuacion.
Six=10—10>=3-10 — 4 > 0 — (4, +00) es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—oo, —1) U (4, +o0).

3
X —3<0->x<—
2
3
—oo, 2.
2
La solucién del sistema es la interseccion de las soluciones de cada una
de las inecuaciones: (—oo, —1).

Por tanto, la solucion es

3
b) Repitiendo el proceso del apartado anterior, la solucion es [1, 2].

c) Repitiendo el proceso del apartado anterior, la solucién es (4, 4+0).

d) Repitiendo el proceso del apartado anterior, la solucién es [; 4].

091 | Resuelve estos sistemas de inecuaciones.
L ORe)

a) 10—-3x—x2<0 o x*+4x—-5>0
3x+5>-16 3x —2<10
b) 10 —3x — x> <0 d) x?4+4x—-5<0
2x—3>13 3x —2>10

a) Resolvemos cada una de las inecuaciones.

X, =—5

X, =2

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—10 x=0 x=10

Six=—10— —(=10)> =3 - (=10) + 10 < 0 = (—o0, —5) es solucion.

Six=0-——-0"—=3-0+10>0— (=5,2) no es solucién.

Six=10——10°=3-10+ 10 < 0 — (2, +o0) es solucion

7X273X+1O=O—)<[

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
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Por tanto, la solucién es (—oo, —5) U (2, +0).
3X+5>—-16—>x>—7
Por tanto, la solucién es (—7, +o0).
La solucioén del sistema es la interseccién de las soluciones de cada una
de las inecuaciones: (—7, —5) U (2, 4+-0).
b) Lainecuacion de segundo grado es la misma que en el apartado anterior.
Por tanto, la solucién es (—oo, —5) U (2, +o0):
2X—=3>13—>5x>8
Por tanto, la solucion es (8, +oo)
La solucion del sistema es la interseccion de las soluciones de cada una
de las inecuaciones: (8, 4+o0).
¢) Resolvemos cada una de las inecuaciones:
X;=—5
X, =1
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:

x=—10 x=0 x=10

Six=—-10—= (=10 +4-(=10) = 5> 0 — (—o0, —5) es solucién
de la inecuacion.

x2+4x—5:0—>{

Six=0—0"+4-0-5<0—(=5,1) no es solucion de la inecuacion.
Six=10—10"+4-10 — 5> 0— (1, +00) es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la solucién es (—oo, —5) U (1, +).

3Xx—2<10—>x<4
Por tanto, la solucion es (—oo, 4).
La solucion del sistema es la interseccién de las soluciones de cada una
de las inecuaciones: (—oo, —5) U (1, 4).

d) Repitiendo el proceso del apartado anterior, vemos que el sistema
no tiene solucion.

Obtén gréficamente las soluciones de los siguientes sistemas de inecuaciones.

a) 2Xx—3y+6<0 b) 2x —3y+6 >0
x+2y >11 x+2y >11
a) Lasolucion es la regidon mas oscura. b) La solucion es la regidon mas oscura.
14 14
N N
N N
N N
N N R N
N
X ~ X
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093 | Calcula las soluciones de estos sistemas.
®0CT

a) x—y+6<0| b) 2x—y+6<0

—4x +2y <2 —4x 42y >2

a) No tiene solucion.
YA

b) La solucién es la regién més oscura.
14

X
094 | Resuelve los sistemas.
se®
2 6
a Xty _y+6 9
3 5
4— 2—
7)( + 7}/ < 2
3 5
b) 1 x=2+3 > x—y+1
2 3 2
1— 2X—4—y " 2x + 3y >0
3 2
a) Lasolucion es la region mas oscura.
14
\
A
X
N
\

b) La solucién es la regién mas oscura.

0 2x—y+6>0} d) 2X—y+6>0}

—4x +2y <2 —4x + 2y >2

c) Lasolucion es la regidon mas oscura.

YA

d) Lasolucion es la region mas oscura.

Y
X
1,6 3—
X+ + X+y< y
2 25 5
X+l x+y—3 341
3 2 4

) Lasolucion es la region mas oscura.
Y

A\
\
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095 | Determina la sumay el producto de las soluciones de la ecuacion.
[ X Je)
x> —9%+14=0

Halla las soluciones. ;Puedes explicar lo que sucede?

El producto de las raices es 14y la suma es 9.
Lasraicessonx; =2yx, =7.

Siel coeficiente del término de segundo grado es 1, el producto de las raices
es el término independiente y la suma de las raices es el opuesto al coeficiente
del término de primer grado.

096 | Estudia el valor de los coeficientes de la ecuacién bicuadrada ax* 4+ bx> + ¢ =0,
oo H 1A
para que tenga cuatro, tres, dos, una o ninguna solucién.

Analizamos el nimero de raices de la ecuacion bicuadrada ax* + bx> + ¢ =0
a partir de las raices obtenidas en la ecuacion de segundo grado asociada,
az?+bz+c=0.

Si A =+b*—4ac <0 — No tiene solucion.

Si A =+/b—4ac :O%z:;—b%Sig—b<O—>Notienesolucién.
a a

—Si ;—b =0(b =0, c=0) — Tiene una soluciéon: x = 0.
a

. —b ) )
— Si—— > 0 — Tiene dos soluciones opuestas.
2a

Si A =+/b? — 4ac >0 — La ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones.

Silas dos soluciones son negativas, la ecuacion bicuadrada no tiene solucion.

—b—~b’—4ac —b —~b%—4ac ) -
2— <0y T <0 — No tiene solucion.
a

Si'una solucién es negativa y la otra es cero:
—b . -

¢ =0y — <0 — Tiene una solucién: x = 0.
a

Siuna solucion es positiva y la otra es cero:

c=0y =t > 0 — Tiene tres soluciones: x = 0, x = + =t
a a

Silas dos soluciones son positivas, la ecuacion bicuadrada tiene cuatro

soluciones.
—b—~b’ —4ac —b—b*—4ac ) )
—————— >0y ——— >0 — Tiene cuatro soluciones.
2a 2a

Lo+ b’ — 4ac
= 2a

" —b—~b”—4ac

2a
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097 | Utiliza el método de sustitucion para resolver estos sistemas de ecuaciones
[ X Je) .
no lineales.

a) y=x o) 10 = xy
xX+y—2=0 x+2=y+5

b) y—x*—5x+3=0 d y+x*—5x+6=0
y=6x—1 XxX—y+9=0
a) Resolvemos el sistema por sustitucion:
y=x
x+y—2=0
X4+x—-2=0
—1£JP—4-1(=2) 143 {XW:—2
X = = -

2-1 2 X, =1
Las solucionesson:x;=—2 x, =1

Sixy=—2->y,=4
Sixo=1->y,=1

b) Resolvemos el sistema por sustitucion:
y—x>—5+3=0
y=06x—1
—X*+x+2=0
—1£JP—4-(=1)-2 —143 [x]zz
= -

B 2-(=1) 2 X =—1
Las solucionesson:x; =2  x, = —1
Sixy=2->y=6-2-1=11

Six,=—1>y,=6-(-1)—1=-7

c) Resolvemos el sistema por sustitucion:
10 = Xy}
X+2=y+5
X —3x—10=0

(-3 —4-1-(-10) _ 3£7 {m —_—
2-1 2 X, =5
Las soluciones son:x; = —2  x, =5

10
Sixj==-2—>y=—-=-5
-2
10
Six2:5—>y2:?:2

X =

d) Resolvemos el sistema por sustitucion:
y+x2—5x+6:0}
x—y+9=0
X —4x4+15=0
Esta ecuacion no tiene solucion real, por lo que el sistema no tiene solucion.
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Resuelve la ecuacion.
2
2 x—i -3 x—l =0
X X

. L 1 . -
Trata de hacerlo sustituyendo en la expresién x —— =t y obtendras una ecuacién
X

de segundo grado. Calcula las soluciones para la incégnita t y luego sustituye
para hallar el valor de x.

S RER

o 1
Sustituimos: X — — =1t

X
Resolvemos la ecuacion: 2t — 3t =0
3
t=— t,=0
2
Sustituimos para calcular x:
_1_3
X 2
1
Xi=—— X;=2
2
X3 =—1 X, =1

Determina la solucién de estas ecuaciones realizando las sustituciones de variable
necesarias.

2
a) 2[x+1] —9[X+1]+10=0
X X

2
b) X _ % i8¢
x2—6x+9 x-—3
i 1
a) Sustituimos:t=x——=0
X
Resolvemos la ecuacion: 2t — 9t 4+ 10 =0
h=> =2
2
Sustituimos para calcular x:
1 5
X+—==
X 2
X, = i X, =2
1
X+—=2
X
X3 =1
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b) Factorizamos el denominador de segundo grado:

x? 6x

k-3 x-3
Lo expresamos como una identidad notable:

2
[ al —3] —1=0
x—3

Sustituimos: t =

+8=0

-3
X—3
Resolvemos la ecuacion: 2 — 1 =0
L=-1 L=1
Sustituimos para calcular x:
X
X—3

1=

1= —3->x=4

—3->5x,=6
X—3

Si Max sube de tres en tres los escalones de una torre, tiene que dar 30 pasos menos
que si los sube de dos en dos. ;Cuantos escalones tiene la torre?

Llamamos x al nimero de escalones:
%+30:§—>2x+180:3x%x:180

La torre tiene 180 escalones.

El jeque Omar tiene dispuesto en su testamento que la tercera parte de sus camellos
se entregue a su primogénito, Ali; la tercera parte del rebafio sea para su segundo
hijo, Casim, y el resto vaya a parar a su esposa Fatima. A la muerte de Omary, una vez
hecho el reparto, a Fatima le corresponden 140 camellos. ;Cuantos componian
el rebano del jeque?

Llamamos x al nimero de camellos del jeque:

X X
Xf?f§:140—>3xf2)<:420—>x:420

El rebafo del jeque estaba compuesto por 420 camellos.

En una bodega venden dos tipos de vino: crianza
y reserva. Averigua cudl es su precio si sabemos
que Juan compré 3 botellas de reserva

y 12 botellas de crianza y pag6 69 €,

mientras que Belén compré 6 botellas de crianza
y 8 botellas de reserva, pago6 80 €.

Llamamos x al precio de la botella de crianza
e yal precio de la botella de reserva:
12x+3y:69}—> 12+ 3y =69

(= > —13y=-91—>y=7
6x + 8y = 80 i)%2xf16y:7160} Y Y
6x+8-7=80—x=4

El precio de la botella de crianza es de 4 € y el precio de la botella de reserva
esde7 €.
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SOLUCIONARIO 2

Un comerciante compra melones a 40 céntimos/kg y los vende a 60 céntimos. Halla
cudntos kilogramos de melones comprd si se le estropearon 10 kg y obtuvo 42 €.

Llamamos x al nimero de kilogramos de melones que compré:
020(x — 10) =42

x =220

El comerciante compré 220 kg de melones.

Carmen se dispone a invertir 100.000 €.

En el banco le ofrecen dos productos: Fondo Tipo A,
al 4% de interés anual, y Fondo Riesgo B, al 6 %

de interés anual. Invierte una parte en cada tipo

de fondo y al cabo del afio obtiene 4.500 € de
intereses. ;Cuanto adquirié de cada producto?

Llamamos x al dinero invertido en el Fondo Tipo A
e yal dinero invertido en el Fondo B:
X + y = 100,000
0,04x + 0,06y = 4.500 }
— 4.000 — 0,04y + 0,06y = 4.500
— 0,02y =500 — y = 25.000
x = 100.000 — 25.000 = 75.000

Adquirié 75.000 € del Fondo Tipo A, y 25.000 € del Fondo Riesgo B.

Un ciclista y un coche parten uno al encuentro del otro desde dos ciudades separadas
por 180 km. Sabiendo que el ciclista avanza cuatro veces mas despacio que el coche
y que tardan 1 h 48 min en encontrarse, ;cual es la velocidad de cada uno?

Planteamos un sistema de ecuaciones, teniendo en cuentaque e =v - t.

Llamamos x a la distancia recorrida por el ciclista e y a la velocidad del mismo:

1h48min=18h

X=181 180 1,8y =72 = y=20

180 — x = 7,2y =0T =Y

x=18-20=36

La velocidad del ciclista es 20 km/h, y la velocidad del coche es 80 km/h.

Un camidn sale de una ciudad a 80 km/h y dos horas después parte en la misma
direccion un coche a 100 km/h. ;Cuanto tardara en alcanzarlo y cuanta distancia
habran recorrido habra recorrido hasta ese momento?
Planteamos un sistema de ecuaciones, teniendo en cuenta quee =v - t.
Llamamos x a la distancia recorrida por el camién e y al tiempo que tarda en alcanzarlo:
x = 80y
x + 160 = 100y
x=280-8=0640
Tardara 8 horas en alcanzarlo y habrd recorrido 800 kilémetros.

]—)80y+160:100y—>y:8
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Los lados de un rectangulo se diferencian en 2 m. Si aumentaramos 2 m cada lado,
el 4rea se incrementaria en 40 m Halla las dimensiones del poligono.
Llamamos x al lado menor del poligono e y a su area:
xXx+2) =y
X +2x+4)=y+40
y=8(@8+2) =80
Los lados del poligono original miden 8 y 10 m, respectivamente.

}—>x2+6x+8=X2+2X+4O—>4X=32—>X:8

Calcula un nimero, sabiendo que la suma de sus cifras es 14, y que si se invierte
el orden en que estan colocadas, el nimero disminuye en 18 unidades.

Llamamos x a la cifra de las decenas e y a la de las unidades:
X+y:14}% y:14—x}
10y +x+18=10x + y Y —-%+18=0
21260 -H%-—K%+18=0-218 =14 -5 x =8
y=14-8=6
El nimero es 86.

El alquiler de una tienda de campafa cuesta 80 € al dia. Inés estd preparando una
excursion con sus amigos y hace la siguiente reflexion: «Si fuéramos tres amigos mas,
tendriamos que pagar 6 € menos cada uno». ;Cuantos amigos van de excursién?

Llamamos x al numero de amigos de Inés, e y al dinero que tiene que pagar cada uno:
Xy = 80} 80 480
—->|—4+3|(y—6=80—->80—-—-+4+3y—18=280
—y’—6y—160=0

S —(-6)£ /(=6 —4-1-(-160) _ 6£26 _ 1% = —10 - Solucién no valida

21 2 v, =16
Siy2:16—>x2:@:5
16

Van de excursién 5 amigos.

Jacinto esté cercando un terreno de forma rectangular. Cuando lleva puesto alambre
a dos lados consecutivos de la tierra, se da cuenta que ha gastado 170 m de alambre.
Si sabe que la diagonal del rectangulo mide 130 m, ;cuales son las dimensiones

y el rea del terreno?

Llamamos x e y a las dimensiones del terreno:
x+y=170

X2+y2:1302}—>y2470y+6.ooo:o

_ 170+ V(1707 —4-1-6000 _ 170470 _ {y1 =120
a 2-1 2 ¥, =50
Siyi=120—>x, =170 — 120 =50
Siy,=50—->x,=170—-50=120
Las dimensiones del terreno son 120y 50 m, respectivamente.

El 4rea del terreno mide 6.000 m?.



SOLUCIONARIO

La apotema de un hexédgono regular mide 8 cm. Determina la medida de su lado
y de su drea.

o —
O -
O —

Llamamos x al lado del hexdgono, y aplicamos el teorema de Pitdgoras al triangulo
rectdngulo que tiene por catetos de la apotema y la mitad del lado, y por

hipotenusa, la longitud del lado:
256 1673 1673

2
x282+[;]%4x2256+>(2—>x ?—nq:— X, =

3 3
1643
cm.
3
El drea de un poligono regular es: A =

La longitud del lado es

P-a,

Por tanto, el rea mide: A = 128+/3 cm?

112 | Averigua las dimensiones que tiene un pliego rectangular de papel, sabiendo

“®" | que si dejamos los margenes laterales de 1 cmy los verticales de 2,5 cm, el 4rea
es 360 cm?, y que si los margenes laterales son de 2 cm y los verticales son de 1,25 cm,
el drea es la misma.

Llamamos x e y a las dimensiones del pliego:
35042y

X
<X_2)(y_5):360}e Y5 Lo 15y 875=0

x =4y —2,5 =360 (o 30+
y—=25
2 35
, —(19) (1 —4-2 (<875 _ 158 |y =—
= - 5
2:2 4 J =25
35 350+ 27 350+2-25
Siy=—2 =2 =14 Sy, =25 x,= 22 50
2 —35 25—5
2

Las dimensiones del pliego son 20y 25 cm, respectivamente.

113 | Calcula un nimero entero, sabiendo que si al cuadrado del siguiente nimero
7 | le restamos ocho veces su inverso obtenemos 23.

Llamamos x al nimero:

(X+1)2—§:23—>X3+2X2+X—8:23X—>X3+2X2—22X—8:O
X

12 =22 -8

4 4 24 8

e 2 [0

XH6x+2=0-x=

—6£V62 412 _ —6£2/7 R X =—3-7

2.1 2 Xy = =347

X1=*3*\/7 X2=73+\/7 X;=4

El nimero entero es 4.
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Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Si aumentaramos en 4 cm la arista de un cubo, su volumen se multiplicaria por 8.
Halla la medida de la arista.

Llamamos x a la arista del cubo:

X+4P =8> -7 +12x*+48x+64=0
—7 12 48 64

4 —28 —64 —64

|-7 =16 =16 [ 0

xX=4

7 —=16x—16=0— 7+ 16x+ 16 =0

—16£V16°—4-7-16  —16£~—192
14

2-7
La longitud de la arista es de 4 cm.

— No tiene solucion.

Dos vacas y tres terneros valen lo mismo que dieciséis ovejas. Una vaca y cuatro
ovejas valen igual que tres terneros. Tres terneros y ocho ovejas cuestan lo mismo
que cuatro vacas. Averigua el precio de cada animal.

Llamamos x al precio de las vacas, y al precio de los terneros y z al precio
de las ovejas:
2+ 3y =16z x = 4z
X+4z=3y > 8
y=—=z
Sy + 82 = 4x 3

Una vaca vale lo mismo que cuatro ovejas, y un ternero cuesta igual que ocho
terceras partes del precio de una oveja.

Un nimero que tiene tres cifras lo representamos en la forma abc. Determinalo,
sabiendo que si escribes cab, el nimero disminuye 459 unidades; si escribes bac,
el numero disminuye 360 unidades, y que bca es 45 unidades menor que bac.

A la cifra de las centenas la llamamos g, a la de las decenas by a la de las unidades c:

100a + 106 + ¢ = 100c + 10a + b + 459 90a + 9b — 99¢ = 459
100a + 10b + ¢ = 100b 4 10a + c + 360} — 90a — 90b = 360

1006 4 10¢ 4+ @ = 100b + 100 + ¢ — 45 —90 4+ 9c = —45
100+b-11c=51] b
—  10a—10b =40} 2=F0 o=

—10b 4 10c = —10

—a+c=-5
a=c+5yb=c+1
Para determinar la solucién sabemos que los tres nimeros son enteros y,

por tanto, ¢ es un numero de 0a 9. Como a= c + 5, ¢ solo puede valer 0, 1,2, 3y 4.
Para cada uno de estos valores de cresultan ay b.

Sic=0,entonces:a=>5yb=1.Elndmeroes 510.
Sic=1,entonces:a =6y b =2 Elndmero es 621.
Sic=2,entonces:a =7y b =3.Elnimero es 732.
Sic=3,entonces:a =8y b =4.El nimero es 843.
Sic=4, entonces:a=9yb=>5.Elnimero es 954.
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SOLUCIONARIO

El triple de un nimero menos su mitad es siempre mayor que 3.
;Qué numeros cumplen esta propiedad?

Llamamos x al nimero:
3x;>3—>6xx>6—>x>§—>[§,+oo]

. . . 6
Los numeros que cumplen esta propiedad son los nimeros mayores que —.
5

De un numero se sabe que si a su cuadrado le restamos su mitad,
se obtiene un nimero menor que 1. ;Qué nimero puede ser?

, X
Llamamos x al nimero: x* —3 <l->2X%*—x—-2<0

1—~N17
X} = T
Resolvemos la ecuacion: 2> — x —2 =0 —
N7
’ 4
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10
) 5 1—~17 .,
Six=—=10—>2-(=10)" — (=10) — 1 > 0 —|—00, —— | no es solucién
de la inecuacion. 4
, , 1=V17 14417 y _ y
Six=0—-2-00-0-1<0— PR 4 es solucién de la inecuacion.
Six=10—-2-10°—=10—1> O—>[H_17, +oo] no es solucion de la inecuacion.
4

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacién.
[1\/17 1+\/17]
4 '

4

Por tanto, la solucién es

, ) , 1—~17 1
Los nimeros pedidos son los niimeros mayores que Ty menores que

;{Es cierto que la suma de un nimero y de su cuadrado es siempre positiva?
;Qué numeros cumplen esa condicion?

Llamamos x al nimero:

. 1 ’
Vemos que no se verifica que: 75 + ; =——
x+x>0

., X =—1
Resolvemos la ecuacion: x* + x = 0 — { !

X, =0

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—10 x=-05 x=10

Six=—10— (=10 — 10 > 0 = (=00, 0) es solucién de la inecuacion.

Six=—0,5-=(—05)"—0,5<0— (—1,0) no es solucién de la inecuacion.

Six=10— 10>+ 10 > 0 — (0, 4+0) es solucién de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucion es (—oo, —1) U (0, 400).

+V17
o
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120 | Encuentra todos los nimeros enteros que multiplicados por el siguiente nimero
[ X Je)
den un resultado menor que 24.

Llamamos x al nimero:
xXX+1)<245x4+x—-24<0

Resolvemos la ecuacion:

1=

X1 =

2
14

2

X+ x—24=0-

X2

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:

x=—10 x=0 x=10

—1—+97

Six=—-10—= (=10 =10 — 24 > O%[OO, ] no es solucion
de la inecuacion. 2

—1—+97 —=14++97
SiX_O%OZ+O—24<O%[ , + ]essoluc'c’m
de la inecuacion. 2 2

—1=-+97

Six=10— 10410 — 24>O%[29, 00| no es solucion

de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacién.

Jo7 1+\/§]’

- —1—
Por tanto, la soluciéon es[ ,

2 2
. ) , —1—-~97
Los nimeros pedidos son los nimeros mayores que E— y menores
—14++97
que —

121 | Determina para qué valores de x es posible realizar las operaciones indicadas.

a) v5—3x

b) Vvx—3

) V4 —3x—x?
d) log (2 —5x)

e) log (6 —x —x?)
f) log 0@ —2x+1)

a) 5—3)(20%>(§i

w

b) x—3>0—>x>3
[3, +00)
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SOLUCIONARIO 2

Q 4—-3x—x*>0
=—4

Resolvemos la ecuacion: —x* —3x +4 =0 — { _
X, =

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10

Six=—-10— —(=10)> = 3-(=10) + 4 < 0 = (—o0,—4) no es solucion
de la inecuacion.

Six=0——0>—=3-0+4>0—(—4,1)essolucion de la inecuacion.
Six=10—=—10°=3-10+4 < 0 — (1, +00) no es solucién de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion lo son de la inecuacion.

Por tanto, la soluciéon es [—4, 1].

d) 2—5X>O—>x<%

[ 2
oo, £
5

e 6—x—x>0

. X, = -3
Resolvemos la ecuacion: —x* —x +6 =0 — {X‘
=

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10

Six=—10— —(=10)* = (—=10) 4+ 6 < 0 = (—o0,—3) no es solucion
de la inecuacion.

Six=0——0>—0+6>0—(—3,2) es solucion de la inecuacion.
Six=10—= =10 =10+ 6 < 0 — (2, +00) no es solucién de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la soluciéon es (—3, 2).

f) X*=2x+1>0

La ecuacién solo se anula para x = 1,y en el resto de los valores el primer
miembro de la inecuacién es siempre positivo.
X #1

122 | Jesusy Beatriz quieren saber cudnto cuesta un bote de refresco, pero no recuerdan
°®® | exactamente lo que pagaron. Jests compré 8 botes y sabe que pag6 con un billete
de 5 €y que le devolvieron una moneda de 2 € y algo méas de dinero. Beatriz
compré 18 botes y recuerda que pagé la cantidad exacta con un billete de 5 €,
una moneda de 2 € y alguna moneda més. Con estos datos, ;qué podrias

decir del precio del bote de refresco?

Llamamos x al precio del bote de refresco:

3
5—8X>2} Xx<3
7

18x <7 <L

18 ‘

El precio del bote de refresco OO
es menor que 0,375 €.

103
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PARA FINALIZAR...

123 | Demuestra la siguiente propiedad que cumplen los nimeros combinatorios.
n n n n n
o+ )=+ (o)
2"=004+1)"= n 1"+ n | K (USSR n "= n + n N n
0 1 n 0 1 n

124 | Demuestra, utilizando el método de induccién, las siguientes igualdades.

a) 1+2+3+...+n:@

b) 12+22+32+"'+HZZW

2
) P+2 4+ 4. 4n’= "(”+”‘

2

a) Comprobamos que las igualdades se verifican para n = 1:M =1
2
Suponemos cierta la igualdad para n = ky la demostramos paran =k + 1:
ktk+1) K Hk+2k+2  k+DKk+2)

2 2

+k+1

La igualdad es cierta.

b) Comprobamos que las igualdades se verifican paran = 1;% =1

6
Suponemos cierta la igualdad para n = ky la demostramos paran =k + 1:

ktk+1)@k+1) Sk = k(k+1)(2/<+61)+6(k+1) _ (k+1)(/<+62)(2/<+3)

La igualdad es cierta.

104 7) r »
2
Suponemos cierta la igualdad para n = ky la demostramos paran =k + 1:

'k(k—H) (k+1>(k+z>r
2 2

¢) Comprobamos que las igualdades se verifican para n = 1:|

2

K6k 13+ 12k+ 4
4

+ (k41

La igualdad es cierta.

125 | Discute las soluciones de la siguiente ecuacién, segun los valores de m.
X —2x+logm=0
Por la definicién de logaritmo, m > 0: A = b — 4ac = (—2)* — 4 -1 -logm
Para que la ecuacion no tenga solucion: 4 —4logm < 0 — (10, +0)
Para que la ecuacién tenga una solucion: 4 —4logm=0—m =10
Para que la ecuacién tenga dos soluciones: 4 — 4 log m > 0 — (—oo, 10)
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SOLUCIONARIO

126 | Silas soluciones de la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0 son x; y x,, escribe ecuaciones

127

128

129

Tenemos un suelo rectangular, formado por baldosas enteras
cuadradas de color claro, que esta rodeado de baldosas
oscuras, también cuadradas. ;Qué dimensiones debe tener

el rectangulo claro para que el nUmero de baldosas

de la zona clara sea igual al de la franja oscura que lo rodea?

de segundo grado cuyas soluciones sean:

a) Loscuadradosdex;yx,. b) Losinversosdex;yx,. ¢) Losopuestosdex;y x,.

a) X—XxDX—x)=0—>x>— X +x)x+x{ - X3

b) [x—1][x—]]O—>x2—[1+]]x+1-]O
X X XX X1 X

O K+ X)X+ x) =0—=X +06+X) + X - X, =0

Halla la relacién entre los coeficientes de la ecuacion ax® + bx*> + cx+d =0
y la suma, el producto y la suma de los dobles productos de sus tres raices.

= =B —=0=x—(a+ B+~ + @B+ oy +ByYx —abfy=0

Dividiendo la ecuacion de tercer grado entre el coeficiente del monomio de mayor
grado, y comparando los coeficientes, se obtiene que:

El coeficiente de segundo grado es el opuesto a la suma de las tres raices.

El coeficiente de primer grado es la suma del resultado de multiplicar las raices
dos a dos.

El término independiente es el opuesto del producto de las tres raices.

Juany Luis suben en una escalera mecénica. Juan sube tres veces mds rapido que su
amigo, haciéndolo ambos de peldafio en peldafio. Al terminar de subir, Juan conté
75 escalones y Luis conté 50 escalones. Con esos datos, calcula los peldainos
«visibles» de la escalera.

Mientras Juan sube un escalén, la escalera mecanica ha subido x escalones,
y el nimero de escalones visibles es 75 + 75x.

Luis sube 50 escalones. Como lo hace tres veces mas despacio que Juan, mientras
que Luis sube un escaldn, la escalera sube 3x. El nimero de escalones visibles
es 50 4+ 150x.

1
Por tanto, resulta que: 75 4+ 75x = 50 + 150x - x = g

El nimero de peldafos «visibles» es 100.

Sean x e y el nUmero de baldosas claras que hay en el largo y el ancho.
(x 4+ 2)(y + 2) = 2xy — Esta ecuacién tiene infinitas soluciones.
Una solucion de esta ecuacion es:x=10ey =3

Es decir, el rectdngulo claro tendrd 10 baldosas de largo y 3 baldosas de ancho.

105



LITERATURA Y MATEMATICAS

La medicion del mundo

El cielo estaba encapotado, la tierra, embarrada. Trepo por encima de un seto y se
encontro, jadeante, sudado y cubierto de agujas de pino, delante de dos mucha-
chas. Al preguntarle qué hacia alli, explico, nervioso, la técnica de la triangulacion:
conociendo un lado y dos angulos de un triangulo, se podian determinar los otros
lados y el angulo desconocido. Asi que se escogia un triangulo en cualquier lugar
de aquella tierra de Dios, se media el lado de mas facil acceso, y se determinaban
los angulos para el tercer punto con ese aparato. Levanto el teodolito y lo giro, asi
asa, y fijense ustedes, asi, con dedos torpes, de un lado a otro, como si fuera la pri-
mera vez. Luego anadase una serie de tales triangulos uno junto a otro. [...]

Pero un paisaje, repuso la mayor de las dos, no era un plano.

El la mir6 fijamente. Habfa faltado la pausa. Como si ella no precisase reflexionar.
Desde luego que no, contesto ¢l sonriendo.

Los angulos de un triangulo, dijo ella, sumaban en un plano ciento ochenta grados,
pero no sobre una esfera. Con eso quedaba dicho todo.

El la observé como si la viera entonces por primera vez. Ella le devolvié la mirada enar-
cando las cejas. Si, dijo €l. Bien. Para compensarlo, habia que encoger en cierto modo
los triangulos después de la medicion hasta un tamario infinitamente pequeno. En prin-
cipio una sencilla operacion diferencial. Aunque de esa forma... Se sento en el suelo y
saco su bloc. De esa forma, murmuré mientras pergeriaba sus anotaciones, todavia no lo
habia realizado nadie. Cuando levanto la vista, se habia quedado solo. [...]

Pidi6 por carta la mano de Johanna y fue rechazado. No tenia nada contra él, escri-
bio ella, solo que dudaba que la existencia a su lado fuese saludable. Sospechaba
que €l extraia la vida y la energia de las personas de su entorno, igual que la tierra
del sol y el mar de los rios, de que cerca de él una estaria condenada a la palidez y a
la semirrealidad de una existencia de espectro.

[Pasado un tiempo, lo volvio a intentar y, esta vez, fue aceptado. «El», uno de los dos
protagonistas de esta novela, se llamaba Gauss y fue uno de los astronomos, fisicos y
matematicos mas importantes del siglo xix.]

DANIEL KEHLMANN

ENTUETW P P T LY
IR A=
En una superficie de tierra plana, hay tres arboles, A, By C, y no podemos acceder al arbol C.
La distancia entre Ay B es de 26 m, y con un teodolito, como el de Gauss, medimos los dngulos

N N
CABy CBA y obtenemos 48° y 60°, respectivamente. Con estos datos, ;qué otras distancias
o0 areas podemos calcular? Basandote en esto, explica la técnica de la triangulacion.

Podemos hallar el angulo desconocido, teniendo en cuenta que la suma de los dngulos de un
tridngulo es 180%

180° — 60° — 48° =72°
Aplicamos el teorema del seno:
a b _ c a b 26 {0:20,32m

= = — = =
sen ,’4\ sen E sen 6 sen 48° sen 60° sen 72° b=2368m
Para calcular el drea podemos aplicar la férmula de Herén.

Sillamamos p al semiperimetro, entonces:

A=p(p—a)p—bp—0 A = /3535 —2032)(35 — 23,68)(35 — 26) = 228,79 m’

La técnica de la triangulacion consiste en la aplicacion de la trigonometria para hallar distancias
desconocidas.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Halla el término que falta para que estos pares de razones formen una proporcion.

4 10 3 X X X

a) —y— b) —y— Q) —y—

7y X 10y2 3y2
a) x=175 b) x=06 c) x=6

002 | Calcula el angulo complementario y suplementario de:
a) 15° b) 47° c) 78° d) 89°
a) Eldngulo complementario de 15° es 75°y el suplementario es 165°.
b) Elangulo complementario de 47° es 43°y el suplementario es 133°.
c) Eldngulo complementario de 78° es 12°y el suplementario es 102°.
d) El'dngulo complementario de 89° es 1°y el suplementario es 91°.

003 | Estos triangulos son semejantes. ;Cuanto tiene que medir ¢?

10cm
Como los tridngulos son semejantes, las medidas de los lados son proporcionales.
Por tanto, ¢ tiene que medir 6 cm.

004 | Razona por qué son semejantes los tres triangulos rectdngulos que aparecen
al trazar la altura sobre la hipotenusa en un tridngulo recténgulo.

Para explicar que los tridngulos son semejantes, vamos a demostrar

que los tres dngulos son iguales:

1.° Los tres triangulos tienen un angulo recto.

2.° Eltridngulo mediano y el tridngulo menor comparten un dngulo agudo con el
tridngulo mayor.

3.° Dado que la suma de los d&ngulos de un tridngulo es un valor constante,
si coincide la medida de dos dngulos, el tercer angulo serd igual.

005 | Indica cudles de estas ternas de longitudes corresponden a los lados
de un tridngulo.
a) 3cm,4cmy5cm c) 5cm,15cmy30cm
b) Tcm,2cmy3cm d) 15cm,8cmy20cm

a) Pueden ser las longitudes de los lados de un tridangulo, ya que el lado mayor
es menor que la suma de los otros lados.

b) No pueden ser las longitudes de los lados de un tridngulo, puesto que el lado
mayor es igual que la suma de los otros lados.

c) No pueden ser las longitudes de los lados de un tridngulo, porque el lado
mayor es menor que la suma de los otros lados.

d) Pueden ser las longitudes de los lados de un tridngulo, ya que el lado mayor
es menor que la suma de los otros lados.
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Trigonometria

Py ~ ~ A
006 | En un tridngulo ABC, el angulo A = 105°. ;Cudnto suman By C?

Como la suma de los tres dngulos de un tridngulo es igual a 180°:
180° — 105°=75°
Por tanto, los angulos Eyfdeben sumar 75°.

007 | Construye triangulos con los siguientes datos.

a) a=5cm,b=4cmyc=3cm <) a:Scm,b:4cmyf:20°
b) a:Scm,§:60°y6:4S° d) a:Scm,§:50°yﬁ:85°
a) @ b
c

)

o)

ACTIVIDADES

001 | Expresa en grados los dangulos cuya amplitud es 1, 2, 3, 4, 5 y 6 radianes.

Como 2« rad son 360

Si 27 rad —=— 360° } 360 -1
- X =

ran = 570 1 7' 45"
Trad —s x grados ow

1rad =57°17"45"

2rad = 114°35' 30"
3rad =171°53" 14"
4rad =229°10' 59"
5rad = 286° 28" 44"
6 rad = 343°46' 29"

002 | Expresa en radianes la medida de los dngulos de los cuatro primeros poligonos
regulares.

Sillamamos n al nimero de lados del poligono regular, entonces la medida
180°(n —2)
n

de sus dngulos viene dada por la expresion:

Los angulos de un tridngulo equildtero miden: 60° = 3 rad
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SOLUCIONARIO

Los angulos de un cuadrado miden: 90° = % rad
Los &ngulos de un pentdgono regular miden: 108° = ?ﬁ rad

2
Los dngulos de un hexdgono regular miden: 120° = ?ﬂ rad

003 | Calcula las razones trigonométricas de los angulos agudos.

a) b)
53077
28 cm 5cm
45cm
6cm
a) LlamamosC al angulo opuesto al lado de 28 cm.
~ 2 ~
senC:—8:O,53 secC:5—3:1,89 c
53 28
~ 45 ~ 53
cosC=—=085 cosecC=—=1,18
53 45 B
~ 28 ~ 45
tgC =— =062 cotgC=—=1561
s 7" 8 8
Llamamos B al angulo opuesto al lado de 45 cm.
~ 45 ~ 53
sen B=—=1085 secB=—=1,18
53 45
~ 2 ~
cos B= 2 =053 cosec B= 23 =189
53 28
~ 4 ~ 2
th:—S:1,61 Coth:—8:O,62
28 45
b) Calculamos la diagonal del rectédngulo utilizando el teorema de Pitdgoras:
D=+5+6" =61 cm
Llamamos C al angulo opuesto al lado de 6 cm.
~ ~ 61
senC:L:O,ﬁ secC:£:1,3 A ¢
Je1 6J_
cosC = SEE = 064 cosecC = Yo =156
Je1 5
~ 6 ~ 5
tgC=—=12 cotgC=—=1083
5 6 8

Llamamos B al angulo opuesto al lado de 5 cm.

Je1

~ 5 ~

senB=— =064 secB=———=156
Jer 5

COSEIL:O,77 cosecgzﬁzw
Jer 6

~ 5 ~ 6
tgB=—=10383 cotgB=—=1.2
g 6 7 5

109



Trigonometria

004 | Demuestra que se cumplen las siguientes igualdades.
1

1 Cos o
a) seco= b) cosec o= Q cotlgo=——=
COs sen o tgo sen o
a 1 1
a) seca=—=—=
c < CoS
a
1 1
b) coseca="2=— =
b sena
a
1 1 1 cos o
Q ooiga=—=——= = =
b wa sen o sen a
C cos o
005 | Calcula las razones trigonométricas del angulo si:
1 2
a) sena= — b) tg a=0,49 Q) cosa= 3 d) sena=0,2
sen o = % 1Y
a) sen’ a4 cos’ =1 —| +cos’a=1
4
so— |12 =¥ g2 A
16 4 V15 15
1 e T 1
" sen o SN ¥ =g cosa= . 2 4 \/E
= o= = =
s o J15

=15
15
4
senu:Z—>coseCo<:4

1
b) cosa= |[—— = 0sa=09 — seca=1,11
T4+ tg° o

5 5 cosa=09
sen” o+ cos” o =1

sen” o+ 09% =1
tg> = 0,49 — cotg o = 2,04

sen o = 044 — cosec o = 2,29

-

2
s =—
Q sen’ a4 cos’ o =1 ——325 sen’ o +

senao = El 7—>COS€COL*L*£
9 3 Js s
5 Vs
sen o Seﬁ&—T,COSOL—g 3
ga= g o= =—— S ogoa=——
g 0s o g 2 2 9 Js
3
3 V15
seno =———> 0se oL = — = ——
3 15
110
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SOLUCIONARIO

sena=0,2
d) sen* a4+ cos*? a =1—— 02+ cos> o = 1

— cos o =098 — sec oo = 1,02
sen o sena=02; cos o =098 0

2
tgoa = fga=—""—-—=02— cotga =49
J CoS 7 0,98 7

1

sen o = 0,2 — cosec o = 5

006 | Razona si existe algun angulo para el que se verifique:

a) sena=0,3ycosa=0,8 c¢) cosa=0,1ysena=0,99
b) sena=0,72ytga=1,04

a) No existe, ya que no cumple las relaciones trigonométricas.
sen’ o+ cos’ aa = 1,03+ 082 =073 # 1

b) Siexiste, pues cumple las relaciones trigonométricas.
0,72
Calculamos el coseno:1,04 = ——— — cos o = 0,69 — 0,72° + 0,69” = 1
s «

c) Siexiste, porque cumple las relaciones trigonométricas.
0,17 +099° =1

007 | Calcula la altura de un triangulo equilatero de lado 5 cm, sin utilizar el teorema
de Pitagoras.

c0530°:§ﬁh:5~cos30°:4,33cm

La altura del tridangulo es 4,33 cm.

008 | Sila altura de un tridngulo equilatero mide 5,196 cm; calcula cudnto mide el lado
del triangulo, sin utilizar el teorema de Pitagoras.

519

cos 30° = —>l=6am

El lado del tridngulo mide 6 cm.

009 | Halla el valor de las siguientes expresiones.

a) cos 30° —sen 60° + tg 45° c) tg60°+ sen 45° — cos? 30°
b) cos?60° — sen? 45° d) tg30°+ tg 60° —sen 30° - cos 30°
3 3
a) c0530°—sen60°+tg45°:§f§+1:1
5 2
1 J2 1
b) cos®60° — sen’ 45° —[ ] - -
2 2 4

V2 (V3) | 314342
o) tg60°+sen45°—c05230°=\/§+ff NO | AN NS
2 2 4
d) t930°+tg60°fsen30°-cos30°:§+\/§—%~ \/3 = B]f
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010 | Indica el signo que tienen las razones trigonométricas de los angulos,
identificando el cuadrante en el que se encuentran.

a) 66° d) 135°
b) 18° e) 342°
c) 175° f) 120°

a) Esdel 1. cuadrante; todas las razones trigonométricas son positivas.
b) Esdel 1.° cuadrante; todas las razones trigonométricas son positivas.

c) Esdel2.°cuadrante; el senoy la cosecante son positivas, y el resto
de las razones trigonométricas son negativas.

d) Esdel2.°cuadrante; el senoy la cosecante son positivos, y el resto
de las razones trigonométricas son negativas.

e) Esdel4° cuadrante; el cosenoy la secante son positivos, y el resto
de las razones trigonométricas son negativas.

f) Esdel 2.2 cuadrante; el seno y la cosecante son positivos, y el resto
de las razones trigonométricas son negativas.

011 | Razona la respuesta.
a) ;Por qué no existe tg 90°?

b) Ocurre lo mismo con todos los dangulos que son multiplos de 90°?

a) No existe, porque cos 90° = 0.

b) Si multiplicamos 90° por un nuimero par, la tangente es cero,
ya que el seno vale 0y el coseno vale 1.

Si multiplicamos 90° por un nimero impar, la tangente no estd definida,
puesto que el coseno vale 0.

012 | Indica el signo de las razones trigonométricas de los angulos cuya amplitud
es multiplo de 90°.

Estudiamos los dngulos que son multiplos de 90°:

« Para 360° - k, siendo k un nimero natural.
El coseno y la secante son positivos, el seno y la tangente valen 0y la cosecante
y la cotangente no estan definidas.

Para 90° + 360° - k, siendo k un nimero natural.
El senoy la cosecante son positivos, el coseno y la cotangente valen 0
y la secante y la tangente no estan definidas.

o Para 180° + 360° - k, siendo k un nimero natural.
El coseno y la secante son negativos, el senoy la tangente valen 0y la cosecante
y la cotangente no estan definidas.

o Para 270° + 360° - k, siendo k un nimero natural.
El senoy la cosecante son negativos, el coseno y la cotangente valen 0
y la secante y la tangente no estan definidas.



SOLUCIONARIO

013 | Sabiendo que cos 50° = 0,6428; halla las razones trigonométricas de:
a) 130° b) 230° c) —50° d) 310°

Calculamos el seno de 50°:

sen” 50° 40,6428 = 1 sen 50° = 0,766
a) —cos 50° = cos 130° = —0,6428; sen 50° = sen 130° = 0,766; tg 130° = —1,1918
sec 130° = —1,5557; cosec 130° = 1,3054; cotg 130° = —0,8391

b) —cos 50° = cos 230° = —0,6428; —sen 50° = sen 230° = —0,766
tg 230°=1,1918; sec 230° = —1,5557; cosec 230° = —1,3054; cotg 230° = 0,8391

c) cos 50° = cos (—50°) = 0,6428; —sen 50° = sen (—50°) = —0,766
tg (—=50°) = —1,1918; sec (—50°) = 1,5557; cosec (—50°) = —1,3054
cotg (—50°) = —0,8391

d) cos 50° = cos 310° = 0,6428; —sen 50° = sen 310° = —0,766
tg 310°= —1,1918; sec 310° = 1,5557; cosec 310° = —1,3054
cotg 310° = —0,8391

014 | Calcula las razones trigonométricas en funcién de las razones de otros angulos
del 1.* cuadrante.

a) 475° b) 885° c) 1.130° d) 695° e) 1.215° f) 985°

a) sen475°=sen 115° = sen 65° = 0,9063
cos 475° = cos 115° = —sen 65° = —0,4226
tg475°=1tg 115° = —tg 65° = —2,1445

b) sen 885° = sen 165° = sen 15° = 0,2588
€0os 885° = cos 165° = —cos 15° = —0,9659
tg885°=1tg 165° = —tg 15° = —0,2679

c) sen 1.130° = sen 50° = 0,766
cos 1.130° = cos 50° = 0,6428
tg1.130°=1tg 50°=1,1917

d) sen 695° = sen 335° = —sen 25° = —0,4226
€05 695° = cos 335° = cos 25° = 0,9063
tg 695° = tg 335° = —tg 25° = 0,4663

2

e) sen 1.215° = sen 135° = sen 45° :T

2

cos 1.215° = cos 135° = —cos45° = ——
tg1.215°=1tg 135°= —tg45°= —1
f) sen 985° = sen 265° = —sen 85° = —0,9962

€05 985° = cos 265° = —cos 85° = —0,0872
tg 985° = tg 265° = tg 85° = 11,4301
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1
015 | Sabiendo que sen oo = —, calcula:
a) sen(90° — ) b) sen(180° — o) c) sen(—o)

a) i = sen o = cos (90° — o)
5

Sustituimos en la expresién para calcular sen (180° — «):

1 2J6
€0s* (90° — ) + sen”* (90° — o) = 1;5en (90° — o) = 4|1 — — = ——
25 5
b) sen (180° — o) = sen u:i
5
o) sen(—a) = —sena = —%
016 | Sisen 18°=0,309y cos 18° = 0,951; halla:
a) sen72° b) cos162° c tg(—72°)

a) sen72°=sen (90° — 18°) = cos 18°= 0,951
b) cos 162° = cos (180° — 18°) = —cos 18° = —0,951
Q) tg(—72°)=—tg72°= —tg(90° — 18°) =

1 cos 18 0951

= _ = = = —3,0777
tg18° sen 18° 0,309

017 | Indica cdmo son los dngulos vy 3 si cumplen las siguientes igualdades.
a) sena=cos(3 b) cosa=cos(3 c) sena=senf3

a) Los dngulos son complementarios.
b) Los dngulos son opuestos.
¢) Losangulos son suplementarios.

018 | A partir de las razones de 30°y 45°, calcula las razones trigonométricas de 75°y 22,5°.

sen 75° = sen (30° 4 45°) = sen 30° - cos 45° + cos 30° - sen 45° =

V2, 5T i+l
4

=097

2 2 2 2
cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° - cos 45° — sen 30° - sen 45° =

_3 V2 0 2 _Je-V2
2 2 2 2 4 ’
tg 30° — tg 45° By
tg75° = tg (30° + 45°) = —J g®H> __ 3 —373

141tg 30°-tg 45°

° [1— cos 45°
sen 22,5° = sen 425 =+ CZS =+
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SOLUCIONARIO

1+ 22
° 1+ cos 45°
c0s 225° = cos % 4 |1t 5 — 4 5 2 _ 40

+——" =4

° 1— cos 45°
tg225° =tg o
2 14 cos 45°

019 | Expresa, en funcién de tg o, las razones trigonométricas sen 2ay cos 2.

sen
oS o= «

s Jo = 2 5en o Cos & go  2sen’ o senPa=1-cos’a  2(1—cos’ o)
g o g o
2
2= | R —
2205 a T Tiiga 1+t 2tga
tg o g o 1+ 1tg° o
2oy =1— 2
05 20 = cos? o — sen? o LET TN 062 o — (1— cos? o) =
1
052 o =
1+ tg? 2
=142 cos’ o RN B
T+ tg* o

020 | Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0°, 360°].

a) 5senx=2 b) 7 cosx = —1 o) 5tgx=12 d) 2tgx=2
2 X, = 23° 34" 41,44"
a) S5senx=2->sen x =— —

X, = 156° 25' 18,56"

1 x; = 98°12' 47,56"
b) 7c0s x=—1>c0s x=———> o .
7 X, = 261° 47" 1244

12 [x =67 22" 4849"
S5tgx=12->tgx=——1"" '
O SYXZN D GX="2 20 o4 20 4849"

= 45°
d) 2igx=2—>tgx=1—-1"
) 2tgx=2tx=1o {20

021 | Resuelve estas ecuaciones trigonométricas y simplifica el resultado.

a) sen2x=1 b) cosx+ cos2x=0

a) sen2x =1— 2x =90°+ 360°- k — x = 45° 4+ 180°- k

b) cosx+ cos2x=0—cosx+ 2senxcosx=0—cosx(1 + 2senx) =0
05 X =0 —s x = 90° + 360° - k
x = 270° 4 360° - k

142 5en x =0 = sen x = —— — X:2100+3600'k
5 7 ]x = 330° 4 360° - k
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022

023

024

025

En un tridngulo rectangulo cuyo angulo recto es A, se sabe queb=30myc=25m.
Resuélvelo.

Aplicamos el teorema de Pitagoras para calcular la hipotenusa:

h=+/30"+25 =1525 =3905m

Utilizamos una de las razones trigonométricas para calcular uno de sus angulos
agudos:

~ b 30 ~
senB=—=——=10,7682 - B=50°11"'40"

’

Usamos la relacién de dngulos complementarios para hallar el tercer dngulo:
C=90°— 50°11' 40" = 39°48' 20"

Py ~
De un tridngulo rectdngulo ABC, conocemos que C = 62°y que la hipotenusa a

mide 1 m. Halla sus elementos.
Aplicamos la relacién de dngulos complementarios para calcular el tercer dngulo:
B=90° — 62°=28°

Utilizamos una de sus razones trigonométricas para hallar otro de sus lados:

sen§=£=%—>b:sen 28° = 04695 m
a

Usamos el teorema de Pitdgoras para determinar el tercer lado:

c=+T7—04695 =08829m

Calcula by c en estos triangulos.

a) C b) b
14 A
o m 44
b B 18cm
86°
55° ¢
C

A B

a) B=180°—88°—55°=37°

9 __ b ¢ , b _ M L, i09m
senA  senB  senC sen 37° sen 55°

C

aA: bA: CA% ¢ = 14 —c=1708 cm
senA  senB  senC ~ sen88°  sen 55°

b) C=180°— 44° — 86° = 50°
Aplicamos el teorema del seno como en el apartado anterior y resulta:
b=2585cm c=1985cm

Razona si es posible que en un tridngulo se cumplan estas igualdades.
b c

= a= =

senB senC

a=

Es posible si el tridangulo es rectdngulo, porque entonces A=90° y sen A=1.



026

027

028

029

SOLUCIONARIO

Un triangulo /@ es rectangulo y la longitud de su hipotenusa es a.

a) Aplica el teorema del coseno al angulo recto A.

b) ;En qué teorema se transforma el teorema del coseno en este caso?
a) a’=0b’+c’—2bc-cos 0° = b’ + ¢?
b) Se transforma en el teorema de Pitdgoras.

Decide si las siguientes medidas corresponden a las longitudes de lados
de un tridngulo, e indica si es acutdngulo, rectdngulo u obtuséngulo.

a) 12,11y9cm b) 23,14y 8cm c) 26,24y 10cm d) 40,30y20m

a) =0+ —2bc-coOsA—12=1124+9—2.11-9.cos A

— cos A=0,2929 — A =72°57'59,7" — El tridngulo es acutangulo.
b) Las medidas no forman un tridngulo, ya que la suma de los lados menores es

menor que el lado mayor.
Q) @=b"4C—2bc-cosA—26"=24+10"—2-24-10-cos A

S cosA=0-—A=90°"—El tridngulo es rectadngulo.

d) =0+ —2bc-cos A—s 40> =30% 4+ 20> — 2-30-20 - cos A

—cosA=—025—A=104°28" 39" - El tridngulo es obtusangulo.

En una construccion, dos vigas de 10 m estan soldadas por sus extremos y forman

un triangulo con otra viga de 15 m. Halla los angulos que forman entre si.

Llamamosa=15m,b=10myc=10m.

Utilizamos el teorema del coseno para obtener dos de sus dngulos:
@ =0+ —2bc-cosA—15=10°+10—2-10-10- cos A
A=97°10'50,7"

b'=a’+c —2ac-cosB—10°=15"4+10—2-15-10- cos B
B=41°24'346"

Usamos la propiedad de que la suma de los dangulos de un tridngulo mide 180°,

para calcular el tercer dngulo:
A+B+C=097°10'50,7" +41°24'34,6" + C = 180° — C = 41° 24' 34,6"

En un romboide, los lados miden 5 cm y 8 cm y una de sus diagonales mide 10 cm.

Calcula la medida de sus cuatro dngulos.

Llamamosa=5cm,b=8cmyc=10cm.
Utilizamos el teorema del coseno para obtener dos de sus angulos:
@=b"4+C—2bc-cosA—5=8+10"—2-8-10-cos A

A=29°41'10,7"
B’ =a+c—2ac-cosB—>8=54+10>—2-5-10-cos B
B=52°24'3738"

Usamos la propiedad de que la suma de los éngulos de un tridangulo mide 180°,

para calcular el tercer dngulo:
A+B+C=29°41'107"+52°24'378" +C=180° = C = 97°54' 11,5"
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030 | Resuelve el triangulo, sabiendo que dos de sus lados miden 14 cmy 18 cm,
respectivamente, y el 4ngulo opuesto a uno de ellos mide 70°. Dibuja el tridngulo.

Aplicamos el teorema del seno para calcular el angulo opuesto al lado conocido:

a __b ¢ 1% 18 B upsy34a

senA  senB  senC senB  sen70°

Utilizamos la propiedad de que la suma de los dngulos de un tridngulo mide 180°,
para calcular el tercer dngulo:
A+B+C=180"—A+46°57' 344" +70° = 180° > A = 63°2' 256"
Usamos el teorema del seno para calcular el tercer lado:
a b c a 18

<~ = <= - — = —a=1707 cm
senA  senB  senC sen 63° 2' 25,6" sen 70°

Al resolver el tridngulo cona=4m,c=6 myA = 25°, obtenemos como soluciones
dos tridngulos obtusangulos. Comprueba que esto es posible y dibuja las soluciones.

Aplicamos el teorema del seno para calcular el dngulo opuesto al lado conocido:
a b c 4 6 {6: 39°20' 257"
_)

— = — = —— = —
senA  senB  senC sen 25° senC

C=140°39'34"

Utilizamos la propiedad de que la suma de los dngulos de un tridngulo mide 180°,
para calcular el tercer dngulo:

12 s0lucién: A + B+ C = 180° — 25° + B+ 39°20' 25,7" = 180° — B= 115°39' 34"
22 solucion: A + B + C = 180° — 25° 4 B + 140° 39' 34" = 180° — B = 14°20' 26"

Usamos el teorema del seno para calcular el tercer lado:

4
1.7 solucion: GA: bA: CA—> b = —>b=853m
senA  senB  senC sen 115°39' 34" sen 25°
2.2 solucién: GA = b___¢ - b = 4 —b=234m

senA  senB  senC  sen14°20'26"  sen 25°




SOLUCIONARIO

032 | Transforma los siguientes dngulos en grados o radianes, segun corresponda.

| Jeolke)

a) 225° d) —1,5rad g) —270° j) 03rad m) 264° 25'
7T
b) 75° e) 2rad h) 140°40' k) 120° n) 7 rad
., T . —bTw
) 160° f) 540° oS rad ) 315° ) — rad
5“ 1 n T( B 1 n
a) e rad  d) 85°56'372" Q) - rad ) 17°11'1944"  m) 461 rad
57 27
b) E rad e) 114°35'30" h) 246rad K T rad n) 630°
8 7
9 Srad ) 3mrad ) 60° ) 5 rad f) 144°
9 4
033 | Dibuja tres dangulos agudos A, §ya tales que:
[ Jeke)
~ 1 ~ 4 ~
senA=— cosB=— tgC=34
3 5
17 cm
3cm 5cm
Tcm
A B
4cm 5¢cm
034 | Dibuja dos rectas perpendiculares a uno
°® | de los lados de este angulo, de modo
que se formen dos triangulos rectangulos.
Mide los lados de los dos tridngulos y verifica
que las razones del angulo A son idénticas .
en ambos. !
Respuesta abierta:
w?’&
< 4,5cm
3cm
A
4cm
6cm
~ 45 ~ 6 ~ 3 45
senA=—=——=06 cosA=—=——=08 tgA=—= =075
7,5 7,5 6
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035 | Comprueba si son ciertas o no las siguientes igualdades, sin usar la calculadora.

L X 2]

a) sen 30° + sen 45° = sen 75°
b) cos 90° — cos 30° = cos 60°
c) tg60°=2tg30°

d) sen 60° =2 sen 30° cos 30°
cos 90°

2
f) cos 60° = cos® 30° — sen®30°

e) cos 45° =

a) Falsa
sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° - cos 45° + cos 30° - sen 45° # sen 30° + sen 45°

b) Falsa
cos 60 ° = cos (90° — 30°) = cos 90° - cos 30° — sen 90° - sen 30° # cos 90° — cos 30°
c) Falsa
2tg 30°
1g60°=1tg(2-30°) =9 % 1g30°
1—1tg° 30°

d) Verdadera
sen 60° = sen (2 - 30°) = 2 sen 30° - cos 30°
e) Falsa
0 . 1— cos 90 " cos 90
1+ cos 90° 2

cos 45° = cos

f) Verdadera
cos 60° = cos (2 - 30°) = cos’ 30° — sen” 30°

036 | Los angulos A, §yfson agudos. Completa la siguiente tabla sin determinarlos.

Seno Coseno Tangente
sen A = 0,5602 cos A =0,8284 tgA=06763
senB=09828 cos B=0,1849 tgB=53151
senC = 06616 cosC = 03384 tgC = 2,7804

0,56022 4 cos?A=1— cos A=+/1—0,5602> = 0,8284
~ 05602
tgA= = 06763
0,8284

sen’B 40,1849 = 1 — sen B=+/1—10,1849? = 09828

~ 05602
tgB=—2%
08284

cosC = ; = 0,3384
\ 14 2,78042

sen’C 40,3384 =1 — senC=+/1— 033842 = 06616

= 06763
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| Jeolke)

038

| Jeolke)

Emplea la calculadora para determinar los angulos agudos que cumplen:

a) cosA=0,3453 e) tg E=03554
b) tgB=2,3688 f) senF=0,0968
) cosecC=1,9044 g) sen G =0,2494
d) cosD=0,9726 h) cotg H=25

a) cosA=03453 —>A=69°47'596"

O

)
)
)
)
f)
9)
h)

o 0O

D

tg B=2,3688 — B=67°6'45:84"

cosec C = 1,9044 — sen C = 0,5251 — C = 31°40' 299"
cosD=09726 -D=13°26'363"

tg E=03554 — E=19°33' 548"

sen F=0,0968 — F=5°33"17,75"

senG = 02494 —G=14°26'312"
cotgH=25->tgH=04—H=21°48"507"

Determina las siguientes razones.

a) sen19°22'37" e) sec54°28' ) tg %
b) cos 44°52' f) cosec ™ j) cos 0,845
c) cos1,03 g) tg83°41'57" k) cotg 35° 40'
d) sen 2n h) sen37°25" )] sec—~
5 6

a) sen19°22'37"=0,3318

b) cos44°52'=0,7088

c) cos1,03=05148

sen 2—“ = 09511
5

sec 54°28' = 1,7206
No esta definida.
tg83°41' 57" = 9,0567
sen 37°25" =0,6019

™
tg 5= 04142
€05 0,845 = 0,6637

cotg 35°40' = 1,3934

sec & =1,1547
6

SOLUCIONARIO
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039 | Resuelve los triangulos rectangulos correspondientes,
[ Jele) . < s
considerando que A es el angulo recto.

a) b:7m,§:48° d) a:6cm,6:42°12'
b) c:12m,§:28° e) b=3m,c=6m
¢) a=13m,c=5m f) b=8m,a=10m

a) Aplicamos la relacién de angulos complementarios para calcular el tercer
angulo:
C=090° —48°=42°
Usamos una de sus razones trigonométricas para hallar otro de sus lados:
b a 7
— = - =a—>a=942m
-~ O
senB  senA sen 48

Utilizamos el teorema de Pitdgoras para obtener el tercer lado:
c=+942°-7" =63m

b) Aplicamos la relacion de dngulos complementarios para hallar el tercer angulo:
C=90° - 28° = 62°
Usamos una de sus razones trigonométricas para obtener otro de sus lados:
b c b 12

== - = —b=638m
senB  senC sen 28° sen 62°

Utilizamos el teorema de Pitédgoras para hallar el tercer lado:
a=+/12°+638" =1359m

c) Aplicamos el teorema de Pitdgoras para calcular el tercer lado:

b=+13"=5 =12m

senB = %% B=67°22'485"

senf:%—>6:22°37' 115"

d) Aplicamos la relacién de angulos complementarios para obtener el tercer dngulo:
B=90°— 42°12' = 47° 48"
Usamos una de sus razones trigonométricas para hallar otro de sus lados:
b a b

— = —— -=6—>b=444m
senB  senA sen 47° 48

Utilizamos el teorema de Pitdgoras para obtener el tercer lado:
c=+6"—444> =404 m

e) Aplicamos el teorema de Pitdgoras para hallar el tercer lado:

a=+3*+62=671m

senBe—— B 26°33" 26,6"

d

senCe—2 =632 334"

d
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f) Utilizamos el teorema de Pitadgoras para calcular el tercer lado:
c=+10°-8> =6m

senB = % —B=153"7'4837"

senf:%efz 36°52'11,63"

Si nos situamos a 40 metros de la chimenea de una fabrica la vemos bajo un angulo
de 26°. ;Qué altura tiene? Considera que los ojos del observador estan situados
a 175 cm del suelo.

tg26°=-9 5 a=1951m
40

1951+ 1,75=2126m

La altura de la chimenea es 21,26 m.

Una barca esta atada a la orilla de
un canal con una cuerda que mide
8 metros. En cierto momento,

esta cuerda forma un angulo de 38°
con el borde. ;A qué distancia

de la orilla se encuentra

la barca?

sen38°:§—>b:4,93m

La barca se encuentra
a 4,93 mdelaorilla.

Las bases de un trapecio is6sceles miden 8 cmy 14 cm, y los lados iguales, 5 cm.
Calcula la medida de sus angulos.

senB= % —B=53"7'4837"
=090° — 53°7'4837" = 36°52' 11,63" 5

C
D=90°+36°52'11,6"=126°52'11,63"

{Qué angulo forman entre si las diagonales de un rectdngulo de 10 cm de base
y 6 cm de altura?

Hallamos la longitud de la diagonal utilizando el teorema de Pitdgoras:
d=110"+6 =136 = 1166 cm

Calculamos el dngulo opuesto al lado de 6 cm, en el tridangulo isdsceles que tiene
por lados iguales la mitad de la diagonal:

583’ =583 4+6"—2-583-6-cosA—A=591"5027"

El angulo que forman entre sf las diagonales del rectangulo es 59° 1' 50,27".
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044 | Un pentagono regular esta inscrito en una circunferencia de 20 cm de radio.
""" | Determina la medida de su lado.

El pentdgono regular se puede dividir en cinco tridngulos isdsceles.

o

=72

, 360
Calculamos el dngulo central:

El dngulo central mide 72°.

Hallamos los restantes dngulos del tridangulo:
180°=72°42A —A =54
Aplicamos el teorema del seno:

b a b 20

== —— = — b =2351cm
senB  senA sen 72° sen 54°

El lado mide 23,51 cm.

045 | Calcula la longitud del lado de un dodecdgono regular circunscrito a una
[ X Je) . o .
circunferencia de radio 6 cm

El dodecdgono regular se divide en 24 tridngulos rectdngulos.

Calculamos el dngulo central: 360 =15°
El dngulo central mide 15°.
Aplicamos el teorema del seno:
b -2 b =6—->b=155cm

senB  send  sen15°

El lado mide 3,1 cm.

046 | Latabla muestra razones trigonométricas de dngulos de distintos cuadrantes.
°“" | Sin determinarlos, complétala con las razones que faltan.

Cuadrante sen cos tg
Segundo 0,6702 —0,7422 —0,903
Tercero 08911 ~0,4539 ~1,9631
Cuarto 08016 —0,5979 —0,7459
Tercero —0,7822 —0,623 1,2555
Segundo 0,8849 —0,4657 —1,9004
Cuarto —0,7158 0,6983 —1,0251
067022 4+ cos?A=1— cos A= 1— 06702 = —0,7422
- 702
gh=_06702 _ —0,903
—0,7422
sen’ B+ (—0,4539)? = 1 — sen B =+/1— 04539 = 0,8911
gB=_981 _ 963
—04539
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cosC= S =0,8016
1+ (—0,7459)?

sen’C+0,8016° =1 — senC =+/1— 080167 = —0,5979
(—0,7822) + cos’D=1— cos D =+/1— 07822 = —0,623
1

D="0782 _ 15555 cosb=, | = 04657
—0623 T+ (—1,9004)
sen*E+ (—0,465772 =1 — sen E =+ 1— 04657° = 0,8849
sen’F4- 069832 = 1 — sen F=+/1— 069832 = —0,7158
tgF=—971%8 _ 4 551
06983
047 | Sin usar la calculadora, determina.
o0
37

™
a) senm—tgw+2cos ™ Q) t921r—sen?—2c057

b) cos T _sen 3 d) cos 2w —sen 2w

a) Senﬁ—fgﬂ+2COSTY=O—%+2-1=2

b) cosl—sen?:0—1:—1
Q thﬂ—sen%—Zcos3—ﬂ=%—1—2~0:—1
d) cos2m—sen2n=1-0=1

048 | Completa, sin usar la calculadora, los valores del seno de los siguientes dngulos.

[“Jeze]

—T —T ™ ™ ™
—T - - 0 - - - ™
2 6 4 3 2
o | | Lo |2 L]
2 2
3T 5T Vi 9T
T 2T T 3w T 4 T 57
-1 0 1 0 -1 0 1 0

049 | Completa, sin usar la calculadora, los valores del coseno de los siguientes angulos.

[ Jeie]

T e S PO . S I A .
T2 6 4 3 2 B
R e I R P I A
2 2 2
Eul 27 o 3w I 4T o 57
2 2 2 2
0 1 0 -1 0 1 0 -1
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050

| Jolke)

051

eCo

052

eCo

Completa, sin usar la calculadora, los valores de la tangente de los siguientes
angulos.

—60° | —45° | —30° | 0° | 30° | 45° | 60° 90°
J3 J3 No
3| - e B e V3| definido

120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° 270°

J3 J3 No
3| R U B B V3 | Gefinido

Utiliza la calculadora para hallar las razones.

a) sen319°12'52" e) cosec200° 16' i) tg”T“
b) cos 434°26' f) sec %K j) cos 3,845
) tg7,03 g) tg 183°13'53" k) cotg ”Tﬂ
d) sen 8?“ h) sen333°55" I) cosec5,24

a) sen319°12'52" = —0,6532 g) tg 183°13'53" =0,0565

b) cos434°26' =0,2684 h) sen 333°55" = —0,4538

) tg7,03=09257 ) tg T — 24142

8

d) sen 8—;‘ = 09511 j) cos 3,845 = —0,7626

€) cosec 200°16' = —2,8869 K corg”T“ — 17321

f) sec2®— 14142 ) cosec 524 =—1,1574

4

Reduce los angulos al 1. cuadrante y calcula estas razones.
a) sen131° e) sec 156°23'6" i) cotg 295°12' 45"
b) cos 334° 46' f) tg 238°24' j) sec203°36' 54"
c) tg 146° 22" g) sen302°15"
d) cosec 122°53' h) cos 192°21'32"

) sen 131° =sen 49° = 0,7547

) cos 334° 46" = cos 25° 14' = 0,9046

) tg146°22" = —tg33°59' 38" = —0,6744

) cosec 122° 53" = cosec 57°7' = 1,1908

) sec 156°23"' 6" = —sec 23°36' 54" = —1,0914

) 1 238°24' = tg58°24' = 1,6255

sen 302° 15" = —sen 57°45' = —0,8480

) cos192°21'32" = —cos 12°21' 32" = —0,9767
cotg 295°12' 45" = —cotg 64°47' 15" = —0,4708
sec 203°36' 54" = —sec 23°36' 54" = —1,0914

S0 o0 oW
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SOLUCIONARIO

053 | En la circunferencia goniométrica, dibuja y obtén con ayuda de la calculadora.
EYers!

a) Dos angulos cuyo seno valga 0,36.
b) Dos dngulos cuya tangente valga —3,54.

a) sena=0,36
o, =21°6"'0,706"
o, = 158°53' 592"

/-
2

b) tgB=—354
3, = 285°46' 27"
3, =105°46' 27"

8

oaWas
NZAN

054 | Halla los siguientes angulos.

[ Jele)

a) arccos 0,4539 d) arccos (—0,3996) g) arcsen 0,6862
b) arcsen 0,9284 e) arctg2,1618 h) arcsen (—0,3308)
¢) arctg (—0,5459) f) arc cos (—0,2926)
a) arc cos 04539 = 63°20,95" e) arctg2,1618 =65°10'32,9"
b) arcsen0,9284 =68°11'12,3" f) arc cos (—0,2926) = 107° 49,2"
C) arctg (—0,5459) = 331°22" 12" g) arcsen 06862 = 43°19'48,2"
d) arc cos (—0,3996) = 113°33' 11" h) arc sen (—0,3308) = 340° 40' 58"

055 | Conocidas las razones de 30°, 45°y 60°, obtén, sin usar la calculadora, las razones
°“7 | de 120°,225°, 240° y 300°.

sen 120° = sen 60° = g sen 240° = —sen 60° = —g
cos 120° = —cos 60° = —% cos 240° = —cos 60° = —%
tg120° = —tg 60° = —/3 19 240° = tg 60° = /3

sen 225° = —sen 45° = ,g sen 300° = —sen 60° = fg
€05 225° = —cos 45° = —Q cos 300° = cos 60° :%

19 225° =19 45° = 1 tg300° = —tg 60° = —/3
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056 | Determina el dngulo avdel 1.* cuadrante cuyas razones trigonométricas verifican:
[ X Je)
seno= |sen249°31'|  cosa= |cos249°31'| tgou= |tg249°31'|

Halla cudles son sus razones trigonométricas.

sen o= |sen249°31'| =0,9368 — o = 69° 31"
cosa= |cos249°31'| =0,3499 — o = 69° 31"
tga= |tg249°31'| =26770 = o = 69° 31"

057 | ;Qué angulo del 3.°" cuadrante tiene el mismo coseno que 132°24'18"?
X ke

Usa la calculadora para obtener las razones de esos dos dangulos y compdralas.
El dngulo del 3. cuadrante que tiene el mismo coseno que 132°24' 18"
es 227°35"42",
cos 132°24' 18" = cos 227°35' 42" = —0,6744
sen 132°24' 18" = —sen 227° 35" 42" = 0,7384
tg 132°24'18" = —tg 227°35' 42" = —1,0949

058 | ;Qué angulo del 2.° cuadrante tiene la misma tangente que 337° 54' 29"?
L X B
Con ayuda de la calculadora, obtén las razones de los angulos y comparalas.

El dngulo del 2.° cuadrante que tiene la misma tangente que 337° 54' 29"
es 157°54' 29",

cos 337°54' 29" = —cos 157° 54' 29" = 0,9266
sen 337°54' 29" = —sen 157°54' 29" = —0,3761
tg 337°54' 29" = tg 157° 54' 29" = —0,4059

959 Sabiendo que sen av= 0,23 y que cces un angulo agudo, determina las razones
“ | trigonométricas.

a) coso

b) tg o

q tg(—o)

d) cos (180° — o)

e) sen (180°+ o)

f) sen (720° + o)

a) 023°+cos’a=1-—cosa=+1—0,23 =09732
0,23

b) tga=—"—"—=0,2363

,9732
0 tg(—a)=—tga=—0,2363
d) cos (180° — o) = —cos oo = —0,9732
e) sen(180°+ o) = —sen o= —0,23
f) sen(720°+ o) = sen a = 0,23
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A~
060 | En la siguiente circunferencia, calcula la medida

°2% | del segmento ABy del arco de circunferencia AB.
Comoeel éngulo;\\:90°,e| angulo B=90° — 30° = 60°. B

sen30°:%—>AB:4cm

El segmento AB mide 4 cm.

Como el angulo de 30° es inscrito, el dngulo central que abarca el arco AB

mide 60°.

Calculamos la longitud de un arco de 60° en una circunferencia de 4 cm de radio:

A/§ _ 21 -4 - 60 _ Am
360° 3

Fl arco AB mide 4,19 cm.

=419 cm

06 Halla las razones trigonométricas de estos dngulos.

L Jeke]

a) ‘K<’*{<371\-,C05"{: —0,54 b) 37“<6< 2w, 5end=0
a) sen’ N + (=0,54)° = 1— sen y = —/1— (—0,54)* = —0,8417
tg~ = ﬂ“f =1,5587

i

b) No existe ningun angulo con estas condiciones, pues si sen = 0,
entonces & = 2km.

062 | Calcula el area de este triangulo.

eCo

46° 37°
25m

La altura sobre el lado conocido divide al tridngulo
inicial en dos triangulos rectangulos. Aplicamos

la definicion de tangente en los dngulos
conocidos y formamos un sistema

de ecuaciones.

g3 ="
9or= —h=x-1tg37 }_}X: 251946 .0
tg 46":425h —>h=025-x -tg 46° tg 37° + tg 46°

— X

h=1447-tg37°=109m
La altura del tridngulo mide 10,9 m.

25-10,9

Calculamos el &rea: A = = 1363 m?

El drea del triangulo mide 136,3 m?.
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063 | Resuelve los siguientes triangulos.

| Jolke)

a) a=10cm,b=14cm,c=8cm e) a=21cm;b=14cm;c=18cm
b) b=6cm,c=9cm,A=3912' f) a=9cm,c=5cm,B=103°27'
€) a=7cm,B=23849,C=66°40' g) b=83cm;c=9,1cm;C=112°50
d) a=8cm,b=10cm, B=36°38' h) c=6cm,A=27°42',B=098°20
a) Aplicamos el teorema del coseno:
~ ~ =@’ + b+ —100 4196 + 64
=0+ —2bc- cosA—cosA= ato e * +o4
2bc 2148
=0,7143
A=44°24'551" b o —
~ ~ = a c —1 1
b’=a’ 4+ —2ac- cosB—cosB= tate + Tor _
2ac 2-10-8
=02
B=101°32"13"

C=180°—44°24'55,1" —101°32' 13" =34°2'51,85"

o

Aplicamos el teorema del coseno:
FP=b4+—2bc-COsSA—>FP =6+ —2-6-9-c0539°12' = a=577cm
~ P— 2 2 —36 + 33,3 + 81
b’=a’+c—2ac-cosB—cosB= +Za to 2+577 ;L =
=07534 ac I

B=41°4 14,51" —C=180°—39°12"— 41°4' 14,51" = 99° 43" 45 49"
Q) A=180° — 38°49' — 66°40' = 74°31°
Aplicamos el teorema del seno:
b a b 7
—= —— = —>b=455cm
senB  senA sen38°49'  sen74°31'
7
CA: GA% < = —>c=6,67cm
senC  senA sen 66° 40 sen74° 31"
d) Aplicamos el teorema del seno:
b ___a , 10 8 L enA—o04774
senB  senA sen36°38'  senA
A=28°30'457"
C=180°— 36°38' — 28° 30'45,7" =114°51"14,3"
c a c 8

— = —— = —c=1521cm
senC  senA sen 114°51' 143"  sen 28°30' 45,7"

e) Aplicamos el teorema del coseno:
~ ~ @b+ —44 4+ 24
@=b+—2bc- cosA—s cosh=—2 +f o _ A% 3M
— 01567 2bc 2-1,4-18

A = 80°58' 54,9"

~ ~ _h2 2 2 _
b*=a*+c —2ac- cosB— cosB= bra+c 196+ 4414324
— 07606 2ac 2-21-18

B = 40°29' 4,08"

C=180"— 40°29'4,08" = 58°32" 1,02"

130



064

| Jeolke)

SOLUCIONARIO

f) Aplicamos el teorema del coseno:
b'=a’+c—2ac-cosB—b= \/81 +25—90-cos 103° 27" =1127cm
Aplicamos el teorema del seno:
bA _9 N2 9 L nA—o77e7
senB  senA sen 103° 27" senA
A=50°57'266"— C=180° — 50°57' 26,6" — 103°27" = 25°35' 334"
g) Aplicamos el teorema del seno:
< - bA - 2! =83 senB=08406
senC  senB sen 112°50' sen B
B=57°12 18,2" —A=180°— 112°50' — 57°12' 182" =9°57'41,8"
o= 9,1-sen 91°57' 41,8 —171cm
sen 112° 50'
h) C=180° — 27°42' — 98°20' = 53°58'
Aplicamos el teorema del seno:
CA: aA—> 0 = a —>a=345cm
senC  senA sen 53° 58" sen27°42'
CA: bA—> 6 = b —b=734cm
senC  senB sen 53°58' sen 98° 20"
Encuentra las soluciones para estos triangulos.
a) a=12cm,b=7cm,c=6cm d) b:6cm;c:4,5cm;6:38°26‘
b) a=8cm,c=9cm,A=42°55 e) c=12cm,A=92°B=26°28
¢ a=10cm,c=9cm,A=72°55' f) a=11cm,b=12cm,A=27°36
a) Aplicamos el teorema del coseno:
~ —a’+ b 2 —144 + 49 + 36
cosA=—2tr T _ T30 5704
2bc 2-7-6
A=134°37'6"
N~ B+ —49 4144
cosB— b°+a°+c¢ _ 9 + +36:O/9097
2ac 2-12-6
B=24°31'588"
C=180°— 24°31" 588" — 134°37'6" = 20° 50' 55,2"
b) Aplicamos el teorema del seno:
CA: GAH 9A: 8 —>sen6:0,7661
senC  senA senC  sen42°55'
C=50°2" B=180°— 42°55' — 50°2" =87°4' 58"
b,\: a,\% o = 8 —b=11,73cm
senB  senA sen 87°4' 58" sen42°55'
c) Aplicamos el teorema del seno:

€ _a , 9 10 ent—o08603

senC  senA senC  sen72°55'

C=5920' 572" B=180° — 59°20' 572" — 72°55'=47°44"' 276"
b __a b 0 b—774em

senB  senA  send7°44' 276"  sen72°55'
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L X Xe)

d) Aplicamos el teorema del seno:

CA: bA—> 4> = 6A—>sen§:O,8288
senC  senB sen 38° 26 sen B
B=55°58'34,2"
A =180° — 55°58' 342" — 38°26' = 85°35' 25,8"
¢ __a 4 a —a=722cm

senC  senA sen 38° 26 a sen 85°35' 25,8"

e) C=180°—92°— 26°28' =61°32'
Aplicamos el teorema del seno:

c __b — 12 = b —b=6,08cm

senC  senB sen 61° 32" sen 26° 28"
CAZ a,\% 12 = a —a=1364cm
senC  senA sen 61° 32" sen 92°

f) Aplicamos el teorema del seno:

bA: CEEEN ]ZA: N senB=05054
senB  senA senB sen 27° 36"
B=30°21'3138"
C=180°—30°21" 31,8" —27°36'=122°2'28.2"

C a C 11

— = —— = —c=20,13cm
senC  senA sen 122°2' 28,2" sen 27° 36'

Obtén el valor de a en la siguiente figura.

Calculamos el dangulo desconocido del triangulo menor:
180° — 27°—22°=131°
Aplicamos el teorema del seno para conocer la longitud de la diagonal:

b__ ¢ — b = 32 —b=532cm

senB  senC sen 131° sen 27°

Utilizamos el teorema del coseno para calcular el valor de a:
=0+ —2bc-cosA—a’ =532 +4—2-532-4-cos84°—a=631cm

El valorde aes 6,31 cm.

066 | En una pared hay dos argollas distantes 8 m entre si. Un nifio ata cada extremo

Qo

de una cuerda a las argollas y se aleja de la pared hasta que la cuerda queda tensa.
En ese momento, la cuerda forma dngulos de 50°y 37° con la pared.

a) ;Cuanto mide la cuerda?
b) ;A qué distancia esta el nifio de la pared?



067
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La altura del lado conocido divide al tridngulo inicial en dos tridngulos rectdngulos.

Aplicamos la definicion de tangente en los angulos conocidos y formamos
un sistema de ecuaciones.

tg50° =
g _X —>h:x~thO° } _ 8'tg370 =31m
tg3r=—1_|Ph=08-X1t937 tg37°+1tg50°

8 —x

h=31-tg50°=369m
El nifo estd a una distancia de 3,69 m de la pared.

sen50°:ﬁ—>BA:ﬂ:4l82m
A sen 50°

5e037°:ﬁ—>64:ﬂ:6,13m
CA sen 37°

Calculamos la longitud de la cuerda:
8+482+613=1895m
La cuerda mide 18,95 m.

Dos exploradores se han perdido y deciden seguir caminos distintos para conseguir
ayuda. Para saber dénde estd el otro en cada momento mantienen un rumbo

fijo y sus trayectorias forman un angulo de 54°. Si uno camina a 5 km/h y el otro

lo hace a 4 km/h, ja qué distancia se encuentran al cabo de 2 horas?

;Y después de 6 horas?

Después de 2 horas, los exploradores y el punto de origen forman un tridngulo
del que conocemos dos lados, de 10y 8 km, respectivamente, y el angulo
comprendido es de 54°.

Aplicamos el teorema del coseno para calcular el lado que falta:

@ =b'+—2bc-cosA—>a>=10+8 —2-10- 8 cos 54°— g = 8,36 km

Al cabo de 2 horas estan a 8,36 km de distancia.

Después de 6 horas, los exploradores han recorrido 30 y 24 km, respectivamente.
El tridngulo formado es semejante al anterior, ya que estan en posicion de Tales.
Calculamos la distancia a la que se encuentran los exploradores:

8,36 - 3 =2508km

Después de 6 horas estan a 25,08 km de distancia.
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068 | Un globo aerostético se encuentra

L X 2]

069
seo

sujeto al suelo, mediante dos cables
de acero, en dos puntos que distan
60 m. El cable més corto mide 80 m
y el dngulo que forma el otro cable

con el suelo es de 37°. gom

Calcula. (370
a) La medida del otro cable. 60m
b) La distancia del globo al suelo.
a) c __ 4 - €0 __ 8 asenf:OASM

senC B senA senC a sen 37°

C=26°49'518" B=180°—26°49'518" —37°=116°10'82"

Aplicamos el teorema del seno para calcular la medida del otro cable:

b __a b =8 L b—11931m

senB  senA sen116°10'82"  sen37°
La medida del otro cable es 119,31 m.

b) Calculamos la distancia del globo al suelo:

sen37°:L%h:71,8m

g

El globo estd a 71,8 m de altura.

Los segmentos que unen los vértices de un tridngulo con su circuncentro dividen

la circunferencia circunscrita en 3 partes.

a) Si el radio de dicha circunferencia mide 4 cm y dos de los arcos tienen una

amplitud de 128°y 83°, jcuanto mide el otro arco?
b) Calculala medida de los lados y los dngulos del tridngulo.

a) Calculamos el tercer arco: 360° — 128° — 83° = 149°

b) Tenemos tres triangulos isdsceles cuyos lados iguales miden 4 cm y los angulos

comprendidos miden 128°,83°y 149°, respectivamente.

Aplicamos el teorema del coseno para calcular los lados del tridangulo original:
F=b4C—2bc-cosA>a =444 —2-4-4-c05128° > a=7,19cm
b=a+ —2ac-cosB—> b’ =4 +4 —2-4-4-cos83° —b=53cm
C=a+c—2ac-cosCoC=4 44 _2-4-4-cos149° = c=771cm
Los lados del trigngulo miden 7,19; 5,3y 7,71 cm, respectivamente.
@ =b"+c—2bc-cosA

—a*+b*+c* —51,7 4+ 28,09 + 59,44

—cosA= = = 04384
2bc 2.53-7,71

A =63°59'49,7"
b’ =a*+c—2ac- cosB
—b?+a*+c* —2809+ 51,7 + 59,44

—cosB= = = 0,749
2ac 2-719-771

=41°29'46,2"
=180°— 63°59'49,7" — 41°29'46,2" =74°30' 24,1"



SOLUCIONARIO 3

070 | Uno de los dngulos de un trapecio isésceles mide 65°, los lados iguales miden 8 cm
°¢ | y su diagonal es de 15 cm. Determina su rea.

Con el teorema del seno calculamos la base mayor:

8A 1 enC=04834
sen C sen 65°
C=2854'193"
B=180°— 28°54' 193" — 65° = 86°5' 40,7"
b a b 15

== = = —b=16,51cm
senB  senA sen 86°5'40,7"  sen65°

65°=C+D— D=65 —28°54' 193" = 36°5'40,7"
La suma de los dngulos de un cuadrildtero es 360°; por tanto, como el trapecio

es isésceles, los otros dos dngulos iguales miden:

E:M:Hy
2

Aplicamos el teorema del seno para calcular la base menor:
e d 15 d
senfE  senD  sen115°  sen36°5' 40,74"

Hallamos la altura:

—d=9,75cm

sen 65":2% h=725cm

Calculamos el &rea del trapecio:

A _d+0oh J; bh _ 95,19 cm?

El &rea del trapecio es 95,19 cm?.

071 | Elancho de un escenario de teatro mide 8 m. Las localidades que hemos comprado
[ X Xe] . . . .

estan situadas a una distancia de 6 my 12 m de cada uno de los extremos laterales
del escenario. ;Cudl es el angulo de vision que tendremos para ver
la representacién?

Aplicamos el teorema del coseno:
2 2 2 .
@ =b>+ —2bc- cosA—s cosh=—2 il LS 64+36—H44:O,8056
2bc 2-6-12

A=36°19'543"
Tendremos un dngulo de vision de 36° 19' 54,3".
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072 | A partir de las razones de 30°, 45°y 60° obtén, sin usar la calculadora, las razones
°°% | de 75° 105° y 15°. Comprueba luego los resultados con la calculadora.

sen 75° = sen (30° 4 45°) = sen 30° - cos 45° + cos 30° - sen 45° =

12 B Vaade

2 2 2 2 4
cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° - cos 45° — sen 30° - sen 45° =
V3 2 1 V2 _Je -2
2 2 2 2 4
\/—+
1975 = tg (30° + 459 = 930 TG4 _ 3 =2+43
—1930° g 45 \/—
sen 105° = sen (45° + 60°) = sen 45° cos60°+cos45° sen 60° =
_ N2 L L, V2 + Vs
2 2 2 2 4
cos 105° = cos (45° 4+ 60°) = cos 45° - cos 60° — sen 45° - sen 60° =
_2 1 V2 3 V2V
2 2 2 2 4
19105° = tg (45° + 607) = 94> 19 60 :1’“5:7275
1—tg45° tg60° 1—+/3

sen 15° = sen (45° — 30°) = sen 45° - cos 30° — cos 45° - sen 30° =

2 3 1 V-2

2 2 2 2 4
cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45° - cos 30° + sen 45° - sen 30° =
2 f V2 1 _Je+V2
2 2 2 2 4
3
tg 45° — tg 30° 3
1g15° = tg (45° — 30°) = —2 9= - =2-3

1+ tg 45° - tg 30° - J3

073 | Teniendo en cuenta las formulas trigonométricas las razones de angulos conocidos,
[ Jeke) s .
calcula las razones de los dngulos cuya amplitud es 7° 30"y 210°. Comprueba luego
los resultados que has obtenido con la calculadora.

15° 1— cos 15° 1—0,9659
sen 7° 30" = sen 5 = \/ 5 = \/ 5 =0,1305

= 09914

15° 1+ cos 15° 1+ 0,9659
cos 7° 30" = cos =

S =
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tg7°30'=1tg " _
2

1— cos15 :\/1—0,9659 01316

1+ cos15° 1+ 0,9659
sen 210°=sen (2 - 105°) = 2 - sen 105° - cos 105° =

T4 - _

4 4
€05 210° = cos (2 + 105°) = cos* 105° — sen’105° =

_[J——Jg]z_ 5+J€]2__J§

-0,5

4 4 2

2-19105°  2=2-+3) 3

920" =19 1059 =" 05 T 1 (5 3y 3

074 | Halla las razones de 67° 30', 195°y 52° 30". Comprueba los resultados
°®" | con la calculadora.
sen (67°30") = sen (60° + 7°30") = sen 60° - cos 7° 30" + cos 60° - sen 7°30' =
= ﬁ -0,9914 + L. 0,1305 = 0,9239
2 2
cos (67°30") = cos (60° + 7°30") = cos 60° - cos 7° 30" — sen 60° - sen 7° 30" =
1 NE)

=—-09914 — —-0,1305 = 0,3827
2 2

19 (67°30") = 19 (60 + 7°30) = 9+ G730 _ V3 + 01316 — 2,414

1—1g 60°-tg 7°30°  1—+/3-01316

sen 195° = sen (210° — 15°) = sen 210° - cos 15° — cos 210° - sen 15° =

= —0,5-0,9659 — (—0,8660) - 0,2588 = —0,2588
cos 195° = cos (210° — 15°) = cos 210° - cos 15° + sen 210° - sen 15° =
= —0,8660 - 0,9659 4 (—0,5) - 0,2588 = —0,9659

19 195° = g (210° — 159 = tg 210° — tg 15 _ 0,5773 — 0,2679 — 02679
1+ 1tg 210°-tg 15° 14 0,5773-0,2679

sen 52°30' = sen 1025 = \/ L COZS 1057 _ \/ = (72’2588) = (0,7933

Cos 59° 30" — cos 195 :\/w cos 105 :\/1+<70,2588) _ 06088
2 2 2
105° 1— cos 105° 1 — (—0,2588
tg52°30'=tg \/ \/ ( ) _ 1,3032

2 1+ cos 105° 14 (—0,2588)
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QZ§ Sabemos que sen 56° = 0,83 y cos 23° = 0,92.
o a) Calcula el resto de razones de esos angulos.
b) Halla las razones trigonométricas de 79°.
c) Determina las razones de 33°.
d) ;Podrias hallar las razones de 28°?

e) (Y las de 46°?

a) 0,837+ cos’56° =1 — cos 56°=+/1— 0,83’ =0,56

0,83
19 56° = —— =148
0,56
sen’23° +0,922=1—sen23°=+/1— 0,92 =039
0,39

tg23° = 05~ 042
b) sen 79° = sen (56° + 23°) = sen 56° - cos 23° + cos 56° - sen 23° =
=083-092+4+056-039=0,98
€os 79° = cos (56° 4 23°) = cos 56° - cos 23° — sen 56° - sen 23° =
=056-092-083-039=0,19
tg 56° + tg 23° 1,48 + 0,42

tg 79° = tg (56° + 23°) = = =502
1—1tg56°-tg23°  1—1,48-0,42

C) sen33°=sen (56° — 23°) = sen 56° - cos 23° — cos 56° - sen 23° =
=083-092—-056-039=055
cos 33° = cos (56° — 23°) = cos 56° - cos 23° + sen 56° - sen 23° =
=056-092+083-039=084
tg 56° — tg 23° 1,48 — 0,42

1933° = 1g (56° — 23°) = = =0,65
1+1g56°-1g23° 1+ 1,48-042

d) sen 28° — sen 0 :\/1—C0556 :\/1—0,56 o4
2 2

2
cos 28° — cos 56 :\/1+C0556 :\/1-1—0,56 o8
2 2 2
56° 1 — cos 56° 1—0,56
g28° =19 = = =053
2 14 cos 56° 14 0,56

e) sen46°=sen (2-23°)=2-sen23°-cos23°=2-039-092=0,72
€05 46° = cos (2 + 23° = cos® 23° — sen?23° = 0,92> — 0,39* = 0,69
2-1g 23° 2-0,42

tg46°=1g (2-23°) = = =1,02
1—1tg* 23° 1—0,42?

076 | Obtén una férmula simplificada de:
[ X Je) ~

a) sen (30°+ A) C) tg(45° — 0
b) cos (B —60°) d) cos (D + 30



SOLUCIONARIO

a) sen (30°+;\\) =5en30°- cos A + cos 30° - sen A = %cosﬁ—k%sen?:

1 ~ ~
:E(COSA + \/g sen A)

~ ~ ~ 1 ~ ~
b) cos (B — 60°) = cos B - cos 60° + sen B - sen 60°= ECOS B+ g sen B =

1 ~ ~
:E(COSB-F \/gsenB)

W—tgf

Q) tg(45°76): —
T+1wgC

d) cos (5 + 30°) = cos D cos30° — senD - sen 30° =

J3

:7c0557isen5=%(\/§ cosD — senD)

2

077

eCo

a) cos (x — )

b) sen [x + g] d) sen (x — )

0 tg [x+ 3]
4

Sisenx=0,6y cos x = —0,8; calcula las siguientes razones trigonométricas.

™
e) cos [x - 7]
4

f) tg [1 —x]
4

Razona en qué cuadrante se encuentra cada uno de esos angulos.

El dangulo x estd en el 2.° cuadrante, ya que su seno es positivo y su coseno

es negativo.

a) cos(x—m) =—cosx=038
El dngulo estd en el 4.° cuadrante.

b) sen [X + ;] =cosx=—0,8

El dngulo estd en el 3.5 cuadrante.

tg)ﬁLrg1
4

—0,75+1

IS
@) tg[x+]— =
1—tgx-tg—
4

El dngulo estd en el 3.5 cuadrante.

d) sen(x — ) = —senx= —0,6
El dngulo esta en el 4.° cuadrante.

=014
1+ 0,75

V2 V2

e) cos[xﬂ]_cosx'cosﬂ—i—senx-senﬂ_—O,S-—0,6-—0,99
4 4 4 2 2

El dngulo estd en el 3.5 cuadrante.

14075

7

g~ —tg x
f) tg[ﬂ—x]— 4 =

W+tgi‘tgx
4

El dngulo estd en el 3.5 cuadrante.

1-075
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078 | El angulo que se forma entre cada dos nervios

®®2 | de un abanico es de 15°. Si el abanico tiene
cuatro nervios centrales, calcula las razones
trigonométricas de los angulos que se forman
al desplegarlo nervio a nervio.

Tenemos que calcular las razones trigonométricas
de 15° 30° 45°,60°y 75°.

Las razones de 30° 45° y 60° son conocidas.

sen15°:sen3§ = /% =025

cos 15° = cos 3;) = @ =096

sen 75° = sen (45° 4 30°) = sen 45° - cos 30° 4 cos 45° - sen 45° = 0,96
cos 75° = cos (45° + 30°) = cos 45° - cos 30° — sen 45° - sen 30°=0,26

079 | Sabiendo que senx = Ey que T < x <, calcula, sin hallar previamente el valor de x.
L Je}e] 5 2

wfry) g 2
4 3

21

a) Expresa los resultados utilizando radicales.

0y
b) Explica cdmo determinarias las razones de T rad y 3 rad.
4

Hallamos las razones trigonométricas de x:

[2]2 J21 Nl
s x=—[1—|=| =——— g x =——
5 5 21

T
a) y b) Las razones trigonométricas de % rad, 45°y ? rad, 60° son conocidas.

4 2 3 2 3

™ My My
56/’7[X+]—S€I’)X-COS+COSX-S€(7— — S
4 4

0
gx—1tg—
tg[ w] N N IR N E)

3 H—rgx-tg1 9
3
080 | Sesabe que w™<x <3—2“ytgx:%.
[ X Je)

a) Hallasenxy cos x.

. " . . 0y 0y
b) Determina, utilizando radicales, las razones de los dngulos —y —.
6 4
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¢) Sin determinar el angulo x, calcula.

iy iy
cos x——] tg x+—]
4 6
d) Sin determinar el dangulo x, decide razonadamente en qué cuadrante estan
los angulos.
0y
X —— X+ —
4 6
1
a) cosx= o =—-08 sen’x+08=1—-senx=+1—-08 =-06
] x 3 T 3
b) sen—=— cos—=— tg—=—
2 6 2 6 3
J2 2
sen—=—cos—=—— tg—=1
2 4 2 4
Q) cos [x—ﬂ]— COS X~ COS 1+ sen x-sen = —O,8~£—O,6~£: —0,7\/5
4 4 4 2 2
T 3 \/?
gx+1ig— —+—
[ m ] IrT 4 3 48 + 253
g|x +—|= = =
) 1_wgx-tgl 3.8 39
6 4 3

. ™ s . .
d) Como el seno del dngulo x — — es positivo, el dngulo estd en el 2.° cuadrante.
4

. I e . .
Y como la tangente del éngulo x + — es positiva, el dngulo estd en el 3. cuadrante.
6

Sabiendo que las razones de 32° son:  sen 32° = 0,53 cos 32°=0,848

a) Calcula las razones trigonométricas de 62°.

b) Halla las razones de 31°.

c) ¢Puedes medir cualquier &ngulo cuya medida en grados no tenga minutos
ni segundos?

a) sen 62° = sen (32° 4 30°) = sen 32°- cos 30° + cos 32°- sen 30° =
=053- g + 0848 - % =088
cos 62° = cos (32° + 30°) = cos 32°- cos 30° — sen 32° - sen 30° =
= 0,848 - ﬂf 0,53 % = 0,46
tg 62° = % =191

/

b) sen 31° = sen 622 = \/1_@5 62 \/1_5'46 =052

2
cos 31°:cos£:\/1+coS 62 :\/1+O’46 =0,85
2 2 2
052

tg 31° = — =061
0,85
¢) Sipodemos calcular las razones de cualquier dngulo, ya que a partir de las medidas
de 32°y de 31° hallamos las medidas de 1°,y a partir de ellas, las demas.
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082 | Expresa en funcion de la razén de un solo angulo.

[eXele]

a
14 cos — + cos o
2

o , @ , @ o , O , o
1+COSE+COSOL:56/’I E—'—COS — +Cos—+cos* — —sen* — =

Q (6%
=205’ — + cos —
2

083 | Demuestra que se verifican estas igualdades.
L0

a) 1+sen22a=2sen (o+ 45°) cos (v —45°)
b) cos 2= 2 sen (ox+ 45°) cos (o + 45°)

a) 2sen (o~ 45°) cos (o — 45°) =
= 2 (sen o - cos 45°+ cos o - sen 45°)(cos o - cos 45° + sen o - sen 45°) =

2[\/5'5€ﬂ0L + \/5'COSOL][\/5'COSOL + \/5'S€I'IOL]_

B 2 2 2 2

2-cos’a  4dsena-coso | 2-sen’ a
=2 + + =
4 4 4

=cos’ o+ sen’ a+ 2 sen o+ cos =1 + sen 2o

b) 2 sen (o + 45° cos (o 4 45°) =

en a - cos 45°+4 cos o - sen 45°)(cos o - cos 45° — sen « - sen 45°) =

_ [(f senc ﬁ.com][ﬁ.m ﬁ.sm}:
14

B 2 2 2

2-cos’ o 2-sen’ o
4

] = cos’ a — sen’ o = cos 2o

084 | Comprueba la siguiente relacién entre las razones trigonométricas de un dngulo.
L0

1—cos’x _ tg x

sen 2x 2
1—cos’x  sen’x _ senx _ tgx
sen 2x 2 sen x - cos x 2 cos x 2

085 Demuestra que es cierta la igualdad.

Senzcx:ﬂ
1+ tg° @
2 . 2 2 2
senda=2seno-sa=—-ne®a _ ‘liga _ _c@a
os o 1 1+ tg* o
cos? a
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2 cos (45° — o) cos (45° + o)

086 | Simplifica la expresion:
[ X Xe)

cos 2o
2 cos (45° —a) cos (45°+ o)
cos 2a B
5 J2 cosa n J2 sen u][\/zcos o J2sen o 2(cos? o —sen” o)
2 2 2 2 _ 2 _
cos” o —sen’ a cos” o —sen’

087 | Busca una férmula simplificada para calcular las razones del angulo triple:
°¢° | sen 3ay cos 3a.. Comprueba el resultado obtenido para el angulo o= 40°.

sen 3ou=sen 2ou+ o) = 2 sen o - cos o - oS o + (Cos® o — sen” ) sen o =
=25sen o - cos’ o+ sen a- cos’ o — sen’ o = 3 sen o - Cos’ o — sen’ o
cos 3o = cos Qo+ o) = (cos*> o — sen* o) cos ov — 2 sen v+ Cos o - sen o =
= COS> o — COS v - sen” ou — 2 €OS o - sen” v = —3 oS o - sen” av + cos’ o
sen 120° = 3 sen 40° - cos” 40° — sen® 40° = 0,866
€0s 120° = —3 cos 40° - sen’ 40° + cos® 40° = —0,5

088 | Demuestra la siguiente igualdad: sen o sen (o —f3) + cos o cos (o — @) = cos 3

o sen ausen (o — B) + cos o - cos (o — B) =
=sen a(sen o+ cos3 — cos o - sen(3) 4+ cos au(cos au- cos B + sen - senB) =
=sen’ o~ cos 3 — sena - cos - sen B+ cos’ au- cos B+ senou- cos - sen B =
= cos 3 (sen’ au + cos® o) = cos 3

089 | Demuestra que se verifica la igualdad.

[ X Xe)
tga+tgb _ sen(a+ b)
tga—tg b sen (@ — b)

sena-cosb ~ cosa-senb

tga+tgb  cosa-cosb cosa-cosb _ sena-cosb+cosa-senb _ sen(a+b)
tga—tgb  sena-cosb cosa-senb  seng-.cosb—cosa-senb  sen(a—b)
cosa-cosb cosa-cosb

090 | Comprueba, sustituyendo apor un angulo conocido, que la siguiente igualdad es cierta.

2 sen o
—— =C0sa—Senatg o

tg 2
Demuestra que esta propiedad se cumple para cualquier angulo .

Elegimos el dngulo de 30°.

2sen30° 1 J3 3_£_£

—_— = cos 30° — sen 30° - tg 30° = ——

tg2-30° 3 3 2 6 3

2sena  2sena sena-(1—tg’a) _ sena  sena-tg’ o

g 2o B 2tga B go B gao g o B
[

s —sena-tg o
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091 | Resuelve las siguientes ecuaciones.
[ X Je)
1

a) cos xtg x = f) tgx+senx=0

2
b) cos2x+sen2x=1 g) tgx —sen2x=0
c) cos2x —sen2x=0 h) W=1
cos x
d) sen2x+ cosx =1 i) tg[%—x]+tgx—1:0
e) sen2x+sen2x=0 j) sen (x 4+ 30°) + cos (x + 60°) = 1 + cos 2x

x; = 30° 4 360° - k

a) cosxtgx:i—menx:ie
2 2 X, = 150° 4 360° - k

b) cos 2x + sen 2x =1 — cos’ x — sen’ x + 2 sen x - cos X = cos* X + sen’ x
— —=2sen*x+2senx-cosx =0— 2 senx(—senx+ cosx) =0

X, = 0"+ 360° - k

Se“:()*{xzzmow%ow

X; = 45° + 360° - k

= -
sen X = cos x {Xz — 295° 4 360° - k

Xy = 22,5+ 180" - k

C) €os2x — sen 2x =0 —> cos 2x = sen 2x — {X2 = 112,5° 4 180° - k

X =90°+360°k x;=210°+k - 360°

) sen2x+ cosx = (2senx+ 1) cos x %{x2:270°+360°-k X =330°+ k - 360°

e) sen2x+sen 2x =0 —> 2 sen Zx:Oa{i;z%Oj__ﬁzofk

+1l=0

f) tgx+senx_0—>senx[
cos x
X, = 0° + 360° - k

—0
senx _>{X2 — 180° + 360°-k

+1=0—x=180°+ 360° - k
oS X

a) rgx—sean:Oeﬂ—Benwcosx:O—>senx(1 —2cos’x) =0
cos x
X, = 0° + 360° - k
senx=0—
* {xz = 180° + 360° - k

1—2cos’x=0—cosx= }i — X3 = 45° 4 360° - k
2

hy S0 60" =X V3 cosx —senx _

cos X 2 Cos x

—tgx=—02679 — x =345°+ 360°- k

1—=>+V3 —tgx=2
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i rg[ﬁ—x] +tgx—1:0%m+tgx—1:0
4 T+ 19 x
—1tg’x—tgx=0—1tgx(tgx —1)=0
x; = 0° 4 360° - k

tgx=0
9% %{X2:180°+36O°-k
X, = 45° + 360° - k

gx—1=0->tgx=1->
I I {x2:225°+360°~k
j) sen (x4 30°) + cos (x + 60°) = 1 4 cos 2x
J3senx  cosx  cosx 3 senx
- + + - =
2 2 2 2
= cos’ X + sen’ x + cos’ x — sen’ x — cos x = 2 cos> x = cos x(2 cosx — 1) =0

X = 90° + 360° - k
—0
osx=0— {xz — 270° + 360° - k
X = 60° + 360° - k
2cosx—1=0 S
COS X —> COS X 2—>{X2:3000+3600-k

092 | Resuelve estos sistemas de ecuaciones trigonométricas.
b) x +y =120

oo

a) sen’ x + sen*y =1
+senx-tgy

cos? x —cos’y = —
2

cos X =
2cosy

sen* x =1—sen’ y = cos’ y

a) sen’ x +sen’ y =1

- 2 2

cos’ x — sen’ x = —
2

cos’ x — cos’ y = —
2

coszx:%—>>(:30°+180°-k

cos’y = sen’ 30° = cos y = 1 —y =060+ 180°- k
\ 4

b) x+y=120 K120y
——> s (120° — y) =
cos x = +senx-tgy
2 cos y
= +sen (120° — y) tg y
2 cos y
—cos’y+ /3 seny-cosy=1+/3 seny-cosy —sen’y

—cos’y —seny=1-—cos2y=—1—y=90°+180°- k

x=120°—y=120°—90° — 180°- k=30°— 180°- k
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093 | Resuelve las ecuaciones trigonométricas.

a) 4senx —secx=0
2
cos® x
by ———————— =senx
2 cos x + sen x

Q) %—l-Zsenx:Zcosx
cos x + sen x

d) senx(senx —1)=5cos’x —4

e) 2cosx —1 =secx

f) 2cosx+senx=1

g) senx+cosx=0

a) dsenx —secx=0—>4senx-cosx—1=0—>2sen2x=1 —>sen2x:%

X =15+ 180° - k
X, = 75° + 180° - k

2
cos” x
b) ———————— =senx — cos’ x =2 COS X - sen X + sen’x — cos 2x = sen 2x

2 cos X + sen x
x; = 22,5°4180° - k
X, =112,5° 4+ 180° - k
1 2 . 2 sen’
) ——+2senx=2cosx—> sen X+ cos X+ 2 sen X:W
cos X + sen x 2 cos® x + 2 sen x - cos x
X, = 45° + 360° - k
X, = 225° + 360° - k

sen x(cos x + sen x)
%

=1l-gx=1— {
cos x(cos x + sen x)

d) senx(senx —1)=5cos’x —4 = sen’x — senx = 5(1 — sen’x) — 4
6sen’x —senx —1=0
X, = 340° 31" 44" + 360° - k

i
==
=T {xz = 199° 28' 16" + 360° - k

%senx—i% X, = 30° 4+ 360° - k
9 X, = 150° + 360° - k

e) 2cosx—1=secx—=>2cos’x—cosx—1=0

x, = 0° 4 360° - k

=1
7 osx _>{X2 = 180° + 360° - k

s cosx=—— = x; = 120° 4+ 360° - k
) X, = 240° 4 360° - k
f) 2cosx+senx=1-—+1—C0s’ x =1 —2cosx—>5cos’x — 4 cosx=0

B 4 [x=36°52"11,6"+ 360" - k
—cosx(5cosx —4)=0—cosx = 5 %{Xz: 303° 7' 484" 4+ 360° -
x; = 135° 4 360° - k

g) senx+ cosx=0-—senx = —cosx — {X2= 315° 4 360° - k
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SOLUCIONARIO 3

Observa la situacion y, con ayuda de la trigonometria, calcula la altura h a la que esta
el punto B.

L7350 4
-

25m X

Llamamos h a la altura a la que esta B.

tg 35° =

i5+ x| 2=y 17514 0,630 — h = 47,38 m
g 42° = —

X

El punto B esta a una altura de 47,38 m.

Dos amigos estan separados por una distancia de 40 metros y ven un arbol
en la orilla opuesta de un rio, como indica la figura. Calcula la anchura del rio.

Llamamos h a la anchura del rio.

g 38 = ﬁ
X x=128h
h —— 3863 —1,24h=h—>h=1725m
tg 44° =
40 — x

La anchura del rioes 17,25 m.

Un mastil se sujeta al suelo por dos cables de acero que forman angulos

de 43°y 57° 50, respectivamente. Si las distancias de los cables al pie del mastil
suman 15 m, ;cudl es la altura del mastil?

Llamamos h a la altura del mastil.

g 43 = - —107h
X 2=y 2385 —17h=h— h=2883m
tg 57° 50' =

5—x

La altura del mastil es 8,83 m.
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097 | Sabiendo que el area de un triangulo rectangulo es 28 cm?y que uno de sus angulos
°®° | mide 60°:

a) ¢(Cudnto mide cada uno de sus angulos?

b) Calcula la longitud de sus lados y su perimetro.

a) Eldngulo desconocido mide: 90° — 60° = 30°

b) Tomamos como base y altura los catetos del tridngulo rectdngulo:

=29 p- 36
a
56
rg30°:iea: 26 =9,85cm
a tg 30°
b=568cm

Aplicamos el teorema de Pitdgoras para calcular la hipotenusa:

€ =+4/985 + 568 =1137 cm

Los lados miden 11,37; 5,68 y 9,85 cm.
El perimetro es 26,9 cm.

098 | Dos personas han ido a pescar y estan colocadas en la orilla a una distancia de 4 m
(X X ] , . o . .
entre si, por lo que ven saltar un pez con los dngulos que indica la figura.

A4mB X

;Qué cantidad de sedal necesita cada uno para lanzar el anzuelo hasta el lugar
donde salt6 el pez?

g5 =——

X4l LI 08 4512 =1,8( — x = 9,84 — y = 17,75
tg 61° = 2

X

Aplicamos el teorema de Pitdgoras para saber la cantidad de sedal que va
a necesitar el pescador A:
984+4+4=1384

a=+/13,84> +17,75" =2251m

El pescador A necesita 22,51 m de sedal.
Aplicamos el teorema de Pitdgoras para saber la cantidad de sedal que va
a necesitar el pescador B:

a=+984"+1775 =203m

El pescador B necesita 20,3 m de sedal.
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SOLUCIONARIO

Dos focos situados en el suelo y en lados distintos, iluminan el campanario

de unaiglesia. La suma de las distancias de los focos hasta el pie de la torre

es de 100 m. Si los angulos que forman los haces de luz con el suelo son 32°y 46°,
respectivamente, ;qué altura tiene el campanario?

46°

X 100 — x

Llamamos y a la altura del campanario.

tg 3p=2 i
X ) S 103,55 — 1,66y = y — y = 38,93 m

tg 46° = ———
J 100 — x

La altura del campanario es 38,93 m.

En una colina se ven, en linea recta
hacia el Este, dos barrios que
estan separados por 800 metros.
Desde la cima, se observan

con angulos de 18°y 26° 40",
respectivamente.

a) ¢Cudleslaaltura
dela colina?

b) ;A qué distancia se encuentra
cada barrio del observador?

63°20'

X 800

a) Llamamos y a la altura de la colina.

90° — 18°=72° 90° — 26°40' = 63° 20"
g7 = x 4 800
y 2=, 308y = 1,99y + 800 — y = 73594 m
oo X
tg 63° 20' = =

y

b) x =199y = 150442 m 800 4+ x=230442m

La distancia del observador a cada barrio es 1.674,78 my 2.419,18 m,
respectivamente.
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101 | Esther y Maria desean medir la anchura de un desfiladero. Para ello se colocan

090 o o . .
en uno de los bordes del mismo. Esther deja deslizarse una cuerda que tiene 6 m
de largo, sosteniéndola desde el borde del precipicio. Por su parte, Maria, cuyos
ojos se hallan a 1,8 m del suelo, debe retirarse 4,5 m para ver el borde mas préximo
coincidiendo con el final de la cuerda.

a) ;Qué anchura tiene?
b) ;Se podria calcular sin hacer uso de la trigonometria?

Llamamos x a la anchura del desfiladero.
18 _
45

tga= 04

O,4:£—>x:15m
X

a) Laanchura del desfiladero es 15 m.
b) Se podria aplicar la semejanza de tridngulos para resolver el problema.

102 | Antonio mide 1,70 m y observa que su sombra es de 50 cm a cierta hora del dia.
°€® | ;Con qué inclinacion llegan los rayos solares a esa hora?
1,7 0 np "
tga:E:BA—)a:B 36'37,7

'

Los rayos solares llegan con una inclinacion de 73°36' 37,7".

103 | Una casa de planta rectangular mide 12 metros de largo y 8 metros de ancho.
°®® | El tejado, con una inclinacién de 18°, es una superficie plana inclinada cuya parte
mas elevada esta situada sobre uno de los lados mayores del rectdngulo.
Calcula el drea del tejado.
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Como sabemos que el tejado tiene forma rectangular y que uno de sus lados
mide 12 m, hallamos la longitud del otro lado, x.

COS18°:§%X:8,41 m
X

Calculamos el drea del tejado:
A=12-841=10092m’
El érea del tejado es 100,92 m?.

104 | Para construir un viaducto se han tomado estas medidas.

eoe

a) ;Qué longitud tendra el viaducto?
b) ;Cudl es la altura méxima de los pilares que lo sujetan?

Llamamos x a la longitud del viaducto e y es su altura maxima.

tg 46" = =

—>y=1243m —> x =3353m
tg30° = —L—

X —12
a) Lalongitud del viaducto es 33,53 m.

b) La altura méxima de los pilares es 12,43 m.

105 | Calcula la altura a la que caminan los viajeros cuando cruzan un desfiladero
“®% | porun puente colgante como el de la figura.

Llamamos y a la altura del puente colgante.

tg52° =2
¥ x =078y
I, 6407 — 06ly =y — y =398 m
tg38° = —
g
82 — x

La altura del puente colgante es 39,8 m.
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108

Sabiendo que x es un angulo del 2.° cuadrante y que tg x = —0,5322 determina,
sin calcular el angulo x:

a) sen2x b) cos [90° —%]

a) cosx= o — cosx = —0,8828
14 tg° x

sen’x 4+ (—0,8828)° =1 > senx=+/1—0,7793 =0,4698
sen2x=2senx-cosx =2-(—0,8828) - 04698 = —0,8295

90° — X] —sen X = |17 0888 703
2 2 2

b) cos

Demuestra que la suma de las tangentes de los tres dngulos de un tridngulo es igual
que su producto.

La suma de los dngulos de un tridngulo es 180°.,
a+b+c=180°
[gc:[g[]SO"f(g+b)]:7[g(a+b)sz

T—tga-tgb
Por tanto, la suma de las tangentes es:

tga+tgb

tga+tgb+tgc=tga+tgb—
1—tga-tgb
tga+1tgb
T—tga-tgb
—tgc—tga-tgb-tgc=—-tga—tgb
—tga+tgb+itgc=tga-tgb-tgc

tgc=— —>tgc(l—tga-tgb)=—-tga—tgb

Las medidas de los lados de un tridngulo son proporcionales a 5, 6 y 7, respectivamente
y su drea es 24+/6. Determina la medida de sus lados y de sus dngulos.

Como los lados son proporcionales, los triangulos son semejantes y sus dngulos
son iguales. Aplicamos el teorema del coseno:
—a’+b+c  —49+36+25

@=b+C —2bc-cosA—>cosA= = 0.2
~ 2bc 2:-6-5
A=78°27"46,9"

K2 2 2 _
b’=a’+c*—2ac-cosB—cosB= b+a+c e e =0,5429

~ 2ac 2-7-5
B=57°7"742"

C=180°— 78°27' 46,9" — 57°7' 742" = 44° 25' 568"

Para hallar la longitud de los lados aplicamos la férmula de Heron.

Si llamamos p al semiperimetro, entonces:
A= p(p—ap—b)p-09
7 1
stf;b=6f;C=7EDZM:ﬁ:9f
2 2
2436 = \Jot(Or — 7000f — 60(9t — 5) — 3,456 = Ot - 2t - 3¢+ 4t —>t =2

Los lados miden 10, 12 y 14, respectivamente.




SOLUCIONARIO

109 | Comprueba que la siguiente férmula se cumple si A mide 45°.
soe ~
A+ 30° ]_ 2 — /2 cos 30° + V2 sen 30°
2 4

sen?

Demuestra que es una igualdad que solo se cumple para otro valor de A. Encuéntralo.

sen’ [457;30] =0,3706

2— \/5 cos 30° + \/5 sen 30 — 03706

4
ser? /’4\\+ 30 _ 1— cos(A7+ 309 _ 1 — cosA7~c0530°+sen/2\\-sen 30°
2 2 2
1= cosA-cos30° + senA - sen 30° _ 2 =2 cos 30° + V2 sen 30°
2 4
—~J3cosA+ 1—cos?A B J6 +2
4 8

4cos’ A+ (32 +6) cosA+3 +1=0

{ZW — 45° 4 360° - k
A, = 165° + 360° - k

110 | Obtén la relacién que existe entre el lado de un pentdgono regular y el radio
°®® | de la circunferencia donde se halla inscrito.
En el pentdgono regular se pueden formar cinco tridangulos isésceles cuyo lado
desigual coincide con el lado del pentdgono y los lados iguales son radios
de la circunferencia.
El dngulo opuesto al lado desigual mide 72°y los otros dos angulos miden 54°.

Llamamos a al lado desigual y r al radio.

r 2r

— —>a=

a tg 54°
2

g 54° =

111 | En un tridngulo rectangulo se verifica también el teorema del seno. Averigua si esto
°° nos da informacién adicional sobre los elementos de ese triangulo.

a b c

senA  senB  senC

Como A es un dngulo recto y By C son angulos complementarios:

b c b=asenB
a= — = —— o
sen B cosC c=acosC

Obtenemos que los catetos son proyecciones de la hipotenusa.
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112

13

El teorema del coseno tiene tres enunciados, uno para cada lado del triangulo.

Si el tridngulo es rectdngulo y a es la hipotenusa, la férmula del teorema del coseno
que empieza por a es, realmente, el teorema de Pitdgoras. Investiga si los otros dos
enunciados nos dan alguna propiedad nueva del tridngulo.

~ c

bP=ad’+c—2ac-cosB—sb=a’+c —2ac-—->b=a -
a

2 2 2 ~ 2 2 2 b 2 2 2

c=a+b —-2ab-cosC>c’=a"+b"—2ab-——>c=a" —b
a

Se da el cateto desconocido en funcién del otro cateto vy la hipotenusa.
Ademas, si sumamos las dos primeras ecuaciones resulta:
B2+ =2a+ b+ — 2alccos B — b cosC)

a=ccosB—bcosC

Sabemos que tg z = 1,5. Con estos datos, ;puedes calcular tg[z + 1] sin determinar
el angulo z2? 2

Si aplicas la formula del angulo suma tendras dificultades. Utiliza esta expresion.

™ 0y 0y

2 4 4
tg [z + TY] w1 gy lgztt
tglz+—|=1g 7+ 2+ 0= 4 = =19z _
SR AED T ] I L
g 4 1—tgz
__ 2 —cotg z
—21tgz
Dos angulos inscritos en una circunferencia que abarcan A
el mismo arco miden igual. Utilizalo para demostrar que:
a b c B

senA  senB  senC
siendo d el didmetro de la circunferencia circunscrita c
al tridangulo.
Py
El triangulo CBA "es recto por ser uno de sus lados el diametro de la circunferencia.
Los lados opuestos a los dngulos By D son iguales.

Los angulos Ay A" son iguales por abarcar el mismo arco, luego sus senos

son iguales.
a a a
— = — = — =
senA  senA' 9
d
a c b
— = — = —=d
sen A senC  senB



SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

115 | ;Para qué valores de k tiene solucién la ecuacion sen x cos x = k?
Acota las posibles soluciones.
senx-cosx=k—2senx-cosx=2k—sen2x=2k
1 1
Comosenx< |1]|—» ——<k<—
2 2
Las soluciones estaran acotadas en [0° 180°] + 180° - k.

~ ey
116 | Demuestra que la bisectriz interior del angulo A, en el tridngulo ABC,
divide el lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los lados AB'y AC.

Llamamos D al punto de corte de la bisectriz con el lado CB.

Aplicamos el teorema del seno:

D _ AD _ AC _ D _
sen A senC sen E AC
2
D8 AD AB DB
===
sen % sen B sen F AB

Como los dngulos son suplementarios, sus senos son iguales.

@ _o8

AC AB

117 | Demuestra que la suma del seno y el coseno de un dngulo es siempre menor o igual

que el doble del seno de%: radianes.

;Para qué angulos se verifica la igualdad?

J2
Suponemossenx+cosx>2-?: \/3—>Zsen2x72\/3 senx+1<0

El discriminante de esta ecuacion es cero, y salvo la igualdad, siempre es positivo o
siempre es negativo; en este caso siempre es positivo, lo que contradice

la hipdtesis. Es decir: sen x 4 cos x < J2

La igualdad se verifica para:

senx 4+ J1—sen’x =~/2 = 2sen’x — 242 senx +1=0
J2

2
- senxX = —— —> O0SX = ——
2 2

x=45°+360°- k
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118 | Averigua el perimetro y el drea de un poligono regular de radio ry n lados.

Dividimos el poligono en tridngulos isoésceles, y llamamos r a los lados iguales

ylallado desigual.

. . . . ) - . o 180°

Siel poligono tiene n lados, los angulos iguales de los tridngulos miden: 90° —
n

Relacionamos el radio de la circunferencia circunscrita con el lado del poligono

utilizando el coseno de este angulo:

l
180 ]:2—>l:2rcos[90°
n r

cos [90" — 180 ]

n

Relacionamos la apotema del poligono, altura del tridangulo, con el radio utilizando
el seno del dngulo:

180"]
n

sen [90‘“ - =% d, =r sen [90° -

180° ]
p

n

Por tanto, el perimetro mide: 2r - n cos [90“ _ 180 ]

Calculamos el area:

o

Ar-ncos[90°—]8o ]80]
n n

=r’-ncos [90° — ]80]~sen [90° — W80]
n n

]~r sen [90° -

119 | En un tridngulo equilatero de lado [ se han trazado las circunferencias inscrita
y circunscrita. Calcula la altura del tridngulo y la medida de los radios de ambas
circunferencias en funcion de L.

Aplicamos el teorema de Pitdgoras para expresar la altura en funcién del lado
del tridngulo:

2
zzz[l] +h2—>h:£l
2 2

Llamamos Ry ra los radios de las circunferencias mayor y menor, respectivamente.

Consideramos el tridangulo que forman los radios con la mitad del lado.
Este tridngulo es semejante con el tridngulo que resulta al dividir el tridngulo
equildtero por una bisectriz.

Por tanto, los dngulos de este tridngulo son 30°, 60°y 90°.

iR

p
tg30°=——>r=
J R

3
La altura del tridngulo es la suma de los radios de las circunferencias.
harm B g A, L 3B 3438
2 3 2 6+20/3 4
343
r=——=>-—I1
4
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SOLUCIONARIO 3

Py
En un tridngulo ABC, se cumplen estas condiciones:
« Ellado BC mide el doble que el lado AB.
- El'4ngulo B mide 60°.

60°

Halla los otros dos angulos.

Llamamos a al lado BCy c al lado AB, y se tiene que a = 2c.

Aplicamos el teorema del coseno:
~ 1
b’=a’+c? —2ac- cosB— b’= (207 + —4CZ~E—>b2=3c2—>b= J3 ¢

Utilizamos el teorema del seno:

< \EC —)S€ﬂ6= 3¢

1
senC  senB YNEYI
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Numeros complejos

Las tribulaciones del estudiante Torless

—Dime, ;entendiste bien todo esto?
—;Qué?
—Ese asunto de los numeros imaginarios.

—S1, no es tan dificil. Lo unico que hay que tener presente es que la raiz cua-
drada de menos uno es la unidad de calculo.

—De eso precisamente se trata. Tal cosa no existe. Todo ntimero, ya sea po-
sitivo, ya sea negativo, da como resultado, si se lo eleva al cuadrado, algo
positivo. Por eso no puede haber ningtin nimero real que sea la raiz cua-
drada de algo negativo.

—Completamente cierto. Pero, ;por qué, de todos modos, no habria de inten-
tarse aplicar también a un nimero negativo la operacion de la raiz cuadrada?
Desde luego que el resultado no puede tener ningun valor real; por eso el re-
sultado se llama imaginario. Es como cuando uno dice: aqui, antes, siempre
se sentaba alguien; pongamosle hoy entonces también una silla. Y aun cuando
la persona haya muerto, obramos como si todavia pudiera acudir a nosotros.

—Pero, ;como puede hacerse tal cosa, cuando se sabe, con toda precision ma-
tematica, que es imposible?

—A pesar de ello se hace precisamente como si fuera posible. Quizas pueda
obtenerse algun resultado. ;Y qué otra cosa ocurre, a fin de cuentas, con
los numeros irracionales? Una division que nunca termina, una fraccion
cuyo valor nunca puedes agotar, aun cuando te pases la vida haciendo la
operacion. Y, ;qué piensas de las paralelas, que se cortan en el infinito?
Creo que no habria matematicas si pretendiéramos saberlo todo a concien-
cla y exactamente.

—En eso tienes razon. Cuando uno considera las cosas asi, todo parece bas-
tante correcto; pero lo curioso esta precisamente en que se puedan hacer
calculos reales y se pueda llegar por fin a un resultado comprensible con
semejantes valores imaginarios, que de alguna manera son imposibles. [...]

—Considero muy posible que aqui los inventores de las matematicas hayan
dado un traspiés. Porque, en efecto, ;por qué aquello que esta mas alla de
nuestro entendimiento no podria permitirse gastarle precisamente semejante
broma al entendimiento? Pero la cuestion no me preocupa mucho, pues s¢
que todas estas cosas no conducen a nada.

L1 — SR

Torless es un idealista y su amigo es un pragmatico. ;Es verdad que v —1 no es un nimero
real? Explica la referencia que hace el amigo a los nimeros irracionales

RoBERT MusiL

cuando los compara con v —1. ;Es correcto lo que dice?

V=1 no es un numero real, porque ningln numero real elevado al cuadrado da como resultado
un nUmero negativo.

La referencia del texto es: «;Y qué otra cosa ocurre, a fin de cuentas, con los nimeros irracionales?
Una divisién que nunca termina, una fraccién cuyo valor nunca puedes agotar, aun cuando
te pases la vida haciendo la operacion».

Lo que el amigo dice de los nimeros irracionales no es cierto, en realidad estd hablando de
numeros periédicos, pues se refiere a fracciones cuya expresion decimal no es un nimero exacto.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Pon tres ejemplos de nimeros reales que no sean racionales, y otros tres ejemplos
de nimeros reales que no sean irracionales.

Respuesta abierta.
Tres nimeros reales que no sean racionales: V2, wy v 3

Tres nUmeros reales que no sean irracionales: 1,2y 3

002 | Calcula las raices reales de los siguientes radicales.

a) V16 b) ¥—16 o= d) /32 e) Yo
a) V16 =+4 o Y=1=- e) Jo=0
b) Y—16 — No tiene raices reales. d) 30 =2

003 | Resuelve: 2 ++/8 —18 ++32
V2 48 V18 #4432 =V2 +2V2 —3V2 +4V2 =442

004 | Expresa en radianes estos angulos.

a) 45° b) 60° c) 120° d) 240° e) 300°
2
a) 45°= T rad o 120°= L rad e) 300°= ELS rad
4 3 3
™ 41
b) 60°= ? rad d) 240°= T rad

005 | Expresa en grados los dangulos.

a) 3rad b) Erad c) wrad d) S—Wrad e) 3—“rad
3 2 4 5
T 37
a) ? rad = 60° ) mwrad=180° e) ? rad = 108°
b) = rad = 90° &) 2 rad = 225°
2 4
180° — tg 30°
006 | Calcula: |sen 45° — s 9y (cos 30° — sen 90°)
sen 60°
R E]
180° — tg 30°
sen45"fu (c0530°fsen90°): £773 £71 =
sen 60° 2 J3 2
2
(V2 e-aE)Vi-2)_ Ve VB N2 1
2 343 2 4 3 2 3
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Numeros complejos

007 | Determina el signo del seno, el coseno y la tangente de estos angulos.

3T <) 240° d) —60° o 2™

a) 150° b)
2 3

Angulo Seno Coseno Tangente
150° + — _

3T )
— — 0 No existe

240° — _ +
—60° - + —
27

ACTIVIDADES

001 | Escribe estos numeros como nimeros complejos.

a) V=3 b) ¥—16 Q3 d) =3
a V=3 =V34-1=13 Q) 3=3+0i
b) 41 \/Zz\ﬁz[erf/]ﬁJrﬁ/ d) —3=-340i

002 | Resuelve las siguientes ecuaciones, y expresa sus soluciones como nimeros
complejos.

a) 3x>—3x+2=0 b) x> —x+1=0

a) 3x*=3x4+2=0

3+£9—-4-32 34415
X = = -

6 6 1 A1si

b) xX>)—x+1=0
PR ENE]
1 174.14_11\/—3_) T

2 2 143

X3 5

003 | Escribe dos numeros complejos cuya parte real sea —1, y otros dos cuya parte
imaginaria sea —1.

Dos numeros complejos cuya parte real sea —1: —1+iy —1 + 2i.
Dos numeros complejos cuya parte imaginariasea —1: 1 —iy 2 —i.
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SOLUCIONARIO

004 | Determina x e y para que estos numeros complejos sean iguales.

3 . . .
a) —2x+3iy§—2yl b) —x+vyiy 7—6i
3 —2><:i—>x:—i
Q) —2x+3i==—2yi—> 2 4
2 3
3==-y>y=——
b) —X+y/':7—6/‘—>{;X::_;_>XZ_7
005 | Dado el numero complejoz = —2x + %i, determina el valor de x e y para que sea:

a) Unndmero real.
b) Un ndmero imaginario puro.
¢) Un numero complejo que no sea real ni imaginario puro.

a) y=0 b) x=0 A x#0y+0

006 | Halla el opuesto y el conjugado de los siguientes nimeros complejos.

) 1 +i ) L ) i ) >
a) — o —— e) i -
2 2 93
b) 1 +i d) il i f) —5 h) 0
2 2
) 1 5
— 4 —— 4 — =1 —— i -5 = 0
2 2 2 2 2
Opuesto ERLIEY S L L —i 5 2o
2 2 2 2 2
Conjugado i,,' ,i,,' i+,' ,iJr,- —j _5 El 0
2 2 2 2 2
007 | Representa graficamente los siguientes nimeros complejos.
) i ) L ) i =
a) — o —— e) i -
2 2 9 2
b) 1 +i d) 1 i f) —5 h) 0
2 2
Ahora contesta, ;donde estard situado 8
un ndmero real? T
. . . s b) le)a)
;Y si el nUmero es imaginario puro? 1
NI S h) ‘ ,
Un ndmero real estard situado I EEEEREE e
en el eje de abscisas. sTo
€,
Un ndmero imaginario puro se situara +
en el eje de ordenadas.
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Numeros complejos

008 | Escribe en forma bindmica los nimeros complejos ]AL
correspondientes a los afijos representados. 2 a1
}..
21=(1,3),2,=1(0,3),zz= (-3, 2), —o—Z—o—o——{—n—o—o—>
72,=(=3,0),2s=(=2,-4),z,= (1, —4)
Zs T 2z
009 | Resuelve las siguientes operaciones.
a) (=1 =i+ (=445 9 (=1 —i(—4+5i)
—1—i —24i)(14+3i
1—i d) (=2+i)(1+ I)—2i
—4 45§ —142i
a) (=1 —i)+(—4+5/)=—-5+4
—1—i  (=1—i—4—-5)  —1409i
—4 450 (=4 +5i)(—4—5i) 41
o (=1 —=N(—4+5)=4—-5+4+5=9—i
d (=2+)(1+3i) i (=5—=5i)(—=1=2i) i3 i9i—3_3
=142/ (=14 2i)(—=1-=2i)

010 | Calcula x para que el resultado sea un nimero real.

Ix—i
a) (2x —1)(~2 + 7x) ==
—24+7i
a) (x — i) (=2 4+ 7xi) = —4x 4+ 14x% 4+ 2i + 7x = 3x + (14x° + 2)i
-1 7
Igualamos a cero la parte imaginaria: 14x° +2=0— x = /7 = gl
2x —i 2X—iN=2—7i —4x =7 —14x 42
o) _ ( X ) _ " /
—247i (=247iN(=2-=7i) 53 53
) o =14x 42
Igualamos a cero la parte imaginaria; ———— =0 — x = —
53 7

011 | Determina la expresion polar de los nimeros complejos

representados.
Z
Z
Z—>r=+224+3 =413 m .2.1
HEEEE
tgoa = % — =56°18'358" 7z, =(2,3) =13 515358 +

Zor=+J(=12 +22 =5

2 o o
[gu:——)w)u:]]6o33ls4” Zz:(*],2):\/g116°33'54”
1



SOLUCIONARIO

012 | Expresa en forma polar.
a) 2+i ) —i-i-il e) —4i
2 2
b) —2 i d) 2—+/3i f) 12
a) 2+i= £26“33‘542“ d 2— \/gi = \/7310°53'36,2”
b) —2—i= \/Ezoa°33‘54” e) —4i=4y
1 1 2
0 77+7i:7\r f) 12=12¢
2 2 2 13
013 | Expresa estos numeros en formas binémica y trigonométrica.
a) T Q 2,
3
b) 30400

d) 33x

2

13
a) = [_2' 2} = (cos 120° + i sen 120°)

3 33
b) Bur— = [_r R

= 3 (cos 240° + i sen 240°)
2 2
Q) 2. = [L £

T . T
= ]—2[cos+/sen]
2 3 3

30 (0, 3)= 3[cos37ﬂ+i senﬁ]
2

014 | Expresa los siguientes nimeros complejos en forma polar.
a) 3 (cos45° + isen 45°) b) 3 (cos 135° + isen 135°)
a) 3(cos45° +isen 45°) = 3, b) 3 (cos 135° + isen 135°) = 3,35
015

Dados los numeros complejos:

7 =2y

2, =cos 60° + i sen 60° Z3 = 25x
2
calcula.
a) z-z, Q) z3:23
b) 2 -2 d (2 -2
7y = 23 7=l 73 = 25
a) 20 Toor = 200 O 2950+ 2505 = daspe = 4o
b) 230+ 2135 = A

d) (230°)2 - T3000 = 4o * 13000 = 4o
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Numeros complejos

016 | Dados los nimeros complejos:
Zy = Toype Z, =3 [cos (—30°) + isen (—30°)]
calcula.
z (z)? -z
a) il b) e 2
V4 Z
2=y 7, = 33300
T 1 (T1e)” 330 T * 3 3y
a> 210 — b) 210 30° — 420° 30° — 450° — 1]20"
3330" 3240" 3330“ 3330" 3330"
017 | Dados los numeros complejos:
21 =433 2, =cos 120° + i sen 120° z3=1—i
calcula.
a) (z)? b) () Q) (z3)*-23 d) (z)*- 22
7 =45 2=y Z3 = \/5315?

N
3
e
K
5
Il

16660 = 16300°

(
( .
Q (\/5315" )4 N2 =4y V25 = 421305 = 4V2 s

d) (433()“)2 . 1240“ = ]6660” . sz = 16900“ - 16180" =-16

018 | Resuelve esta operacion.
[16 (cos 60° + i sen 60°)] « (2,10°)*

[1 6 (COS 600 + /Sen 600)] . (2210“)4 = ]660° N ]6840° = 256900° = 2561805

019 | Utilizando la férmula de Moivre, expresa cos 3ay sen 3
en funcién de cos ay sen .

Consideramos un nimero complejo de médulo la unidad:

(1% = (cos o+ i sen o)® = cos 3 + i sen 3a
Desarrollamos la primera parte de la igualdad:

cos® o+ 3icos” ausen o — 3 cos ausen’ o — i sen’ o=

= (cos® o — 3 cos v sen? o) + (3 cos? o sen o — sen’® i

Igualamos este resultado con la sequnda parte de la igualdad:

(cos® o — 3 cos avsen’ ) + (3 cos® v sen aw — sen® o)i = cos 3o+ i sen 3o
Igualando las partes reales y las partes imaginarias resulta:

{cos 3o = o5’ o — 3 cos o sen’

sen 3o = 3 cos® o sen o — sen’ o
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SOLUCIONARIO

020 | Calcula las siguientes raices.
a) 3o o Y—i
b) ¥—27 d) J=1+i

a) 3

El mddulo de las soluciones serd la raiz cuadrada del médulo: V3 .

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

150°+0-360°

Sik=0-8 = 75°

150° + 1- 360°
Sik:]aBzz%:ZST

Por tanto, las raices son £75° y \/§255°.

b) ¥—27 =327

El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 3.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°

Sik=0-p =———=60°
3
180° + 1- 360°
Sik=1op, = 20 120 g
3
180° + 2 - 360°
Sik=2-0; :%:300"
Por tanto, las raices son 3¢, 31500 = —3 'Y 3300~

Q </—_/' =Yl

El mddulo de las soluciones serd la rafz cuarta del modulo: 1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

270° +0 - 360°
Sik=0-B, =%:67°30'

270° + 1 360°
Sik=1-8, :%:157"30’

270° + 2 - 360°
Sik=2—p8, = 229 supezg
4
_270°+ 3 360°
4

Por tanto, las raices son 1g730, 1157304 1247230'Y 133730

Sik=3->0, = 337°30'
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Numeros complejos

& =1+ =2
El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 9/5

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

13540 360°

Sik=0->0, = °
3
135° 4+ 1- 360°
Sik=1—>62:+7=165°
3
135° + 2 - 360°
Sik:2—>ﬁgz%:285"

Por tanto, las raices son %45", QE%S“ y g/5285".

021 | Resuelve estas ecuaciones.

a) —1=0
b) Z2+16=0
o Z2+8=0
d Z2—-8=19

a) 24—1:0%2:3/1—:‘\‘/§

El mddulo de las soluciones serd la rafz cuarta del modulo: 1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

0°+ 0 - 360°
Sik=0-8 =12 _¢
4
0°+1-360°
Sik=1—>BZ:+7:9O°
0°+ 2 -360°
Sik:2—>63:+7:180°
0°+ 3-360°
Sik:3—>64:+7:270°
4
Portanto, las raices son 1o =1, Tog =i, T1go=—1Y oy = —I.

b) Z24+16=0—2z=~-16 =165
El mddulo de las soluciones serd la raiz cuadrada del modulo: 4.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° +0 - 360°

Sik=0->0, = 0°
180° +1-360°
Sik=1-0, _ O A TS0 e
2
Por tanto, las raices son 4o = 4i'y 45y0- = —4i.
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Q) 224+8=0-2z=-8 57z=38
El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°
Sik:Oa&:%:w

180° + 1- 360°
Sik:1—>62:%:180"

180° 4 2 - 360°
Sik:2—>63:%:300°

Por tanto, las rafces son 24, 2180 Y 2300°-
d) 22-8=19>2=3%27 -5 z=1327

El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 3.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

0° + 0 - 360°
Sik=0—p =2
3
0° +1- 360°
Sik=1—>BZ:+7:120°
3
0° 42 - 360°
Sik=2-58, = 22 _ o

Por tanto, las raices son 3¢, 31500 Y 3240

022 | Calculay representa las raices cibicas de este nimero.

1+
—1—i
T4+ (T+i)(=14+1) —1-1
- = : — = = —1=lig
—1=i  (=1=)(=1+1) T+1
Modulo: /1 = 1
Argumentos:
180° + 0 - 360° Tee
Sik=0-sB =2 00 _ g B
180° + 1 360°
Sik=1o8, = 20 130 gy
3 Ty
180° + 2 - 360°
Sik=2->8s :%:300"
) "
Por tanto, las raices son Ty, Tige Y 1300 00
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023 | Un cuadrado, con centro en el origen de coordenadas, tiene uno de sus vértices
en el punto A(3, 2). Determina los demas vértices.

Calculamos las raices cuartas de 3 + 2.
Modulo: y/3° +27 =13
2
Argumentos:tg o = B — o =33°41'242"
Sumamos 90° al argumento de cada vértice para obtener el siguiente.

Por tanto, las raices son V1333241242, V1312341242, V13 1341242 Y N 133034124

/:

A
N/

[
Nes s

024 | Expresa los numeros complejos en forma binémica.

(<X e
a) V=16 +3 b) —2——4 o V-8 +v2
a) V=16 +3=3+4/
b) —2—v—4 =—-2-2i
O V-8 +v2 =V2 +8i
025 | Resuelve estas ecuaciones, y expresa sus soluciones en forma compleja.
@80

a) X*+4=0 b) 2x* —2x+1=0 ) 2*—x+5=0

a) X*+4=0—>x=+-4 %{?:2[2/'
2 =

b) 2x? = 2x4+1=0

T+

24+\/4—-4-21 244 x = B

X = = - '
4 4 v = T—i

T2

Q 2X*—x+5=0

1£1-425 11739 X

X = = -

2
2 2 1439
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SOLUCIONARIO 4

026 | Expresa en forma bindmica estos nimeros complejos.
[ Jexe]
71 =5+2i l
Z,=—2+5i h\
z3=—4 4] \[’[ 7T
Zi=-3-3i — —
Zs=4— 2| Z
027 | Representa los nimeros en el plano complejo.
*0
a) 5+i f) —2i id
b) V2 —3i g S _2
2 3 5
)}
Qg —3—i h) V3 —2i 9 pm——
. . N /
d) 6i i) V3i 9 oy
_ )
e) —4 5

028 | Dibuja el conjugado y el opuesto de los nimeros complejos zy s.

a) ¢Cémo serd la representacion del conjugado de un nimero?
b) ;Y de su opuesto?

a) b)
o) =S o}
5
- _
S s
I
El conjugado de un nimero El opuesto de un numero
es simétrico respecto del eje es simétrico respecto
de abscisas. del origen.
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029 | Representa en el plano complejo los siguientes nimeros: —3 + 2iy 4 —i.
QCo
Obtén sus conjugados y sus opuestos, y represéntalos.

030 | Encuentra las soluciones de las ecuaciones.
LOReRe)

a) X*—2x+5=0 Q) X*—4x+7=0
x+1 5

+
3 X +1

b) x* —6x4+10=0 d)

+2=0

a x> —2x+5=0

2+£4-415 2++-16 X, =14 2i
X = ; = ; -

X, =1=2i
b) x> —=6x+10=0

6+.36—-4-110 6++—4 X; =341
X = = N ]
2 2 X, =3~

Q xX’—4x+7=0

4+\16-417  4+J-12 R X =243
2 2 X, =2—3i

@ X 2 0K 4842220
3 X+1
-8+ 64—4-122 —8++J-24 X, = —4+6i
X = = —
2 2 X, = —4—J6i

031 | Calculay representa en el plano complejo los numeros: i', 2, i3, i*, i°, i ...

aco

Investiga también lo que ocurre con: $
[ A A !
/4n—3 = /—4n+3 E—;
I4n—2 = 1 [—4n+2 — 1 ‘
e . -~ . -1 1
-l — ot —
l-4n — -I I—4n — w
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032 | Realiza las siguientes operaciones.
e00

a) (3—50)+(2—7i)+(—4+8i) o) 2(V3 +i)—3(2v3 +4i)

b) (—1+42i)—(3+6i)—(—4—1) f) (V2 =3i)+2(2—3i)

o —(1—=2i)—(=7i)—(—4 —3i) [;+2/] [—I]+2[ /]
d) 2(1—4i)—2(1+ 4i)—3(4 — 4i) ) (1—=3i)+i(2—6i)—2i(—14+6i)

a) B=50)+Q—7)+(~4+8)=1—4i

) (—142)—B+60) — (=4 — ) = (=142 + (=3 —6) + @4+ /)= —3i
) —(1=2) = (=71) = (=4 =3 = (=142 4+ 7))+ @ +3)=3+12i
d) 200 — 4) — 201 + 40) — 3(4 — 4i) = —12 — 4i

) 23 +1) = 30233 +4i1) = (0N3 +21) + (633 —12i) = —4+/3 — 10

@JNe)

A W2 =30)+20-V31) =2 =3)+(4—-2v3) = (V2 + 4) —(3+243)i
9 []+2i]—[3—51]+2[1+]/’]—5+14/

2 4 3 3 2] 123
) (1= 30) 42— 61) — 2i(—1 +6) = (1 —3) + (6+21) + (124 2) = 19+

033 | Haz estos productos y potencias.

OO

a) (1—3i)(2—6i) Q) (—245i) o) (=3—2v2i)(=3+221)

b) (—3— 4i)(7 —1) d) (5—4i)(5+ 4i) f N2 —i)
3 (1-3)2—6)=2—6—6i—18=—16—12i

b) (=3 —4i)(7 — i) = —21 + 3/ — 281 — 4= —25 — 25;
Q) (=24 5/ =4— 25— 20/ = —21 — 20i
d) (5 — 4i)(5 + 4i) = 25 + 16 = 41
o (3-2v2)(=3+2v21)=9+8=17
) (V2 =) =v22 —6i—32 +i=—2 —5i

034 | Efectua las divisiones.

[eXeze)

— i 20 4+ 40i — j
a) 14+ 5i b + .I 0 14+ 5i
3—2i 8+ 6i 2—i
2) =145  (=14+5)(342i) —3-=2i+15i—10  —13413j — g
3—2i (3—=2i)(3+2i) 9+ 4 13

20+40/  (20+40/)(8—67) 160 —120i + 320/ + 240 — 440
8+ 61 (8+6i)(8—6i) 64 + 36

9 —1+5/  (=14502+/)  —2—i+10i—5 —7+09i
2—i (2= 2+1) 441 5
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035 | Obtén, en forma bindmica, el resultado de las operaciones.

[efeXe]
a) M.,.(z—y)i
—4—2i
by 21— (2 %303
—34i
o A0=N+8 3 216
2—6i
d) (—2—5i)— 10 — 10/ — 5(1+1)
(8+42i)—(5+3i)
(143i)? —(2i)?
e ——— ——
—344i
a) 002D o3y = —349i 4 (34 20) =10
—4 -2
o 21— 2H303 5 0 38,9 53,
34 10 10 10 10
g MOZDHE 5 hot6n =B _(6418i-2i+6)=
2—6i 2-6i
=347i—(12+416i) = -9 —9i
0 (L2 sy J0=101 =500 o 58T
(8+2i)—(5+3i) 31

=(—2-5)—(3—4i)=—5—i

—3+4i —3+4i 25 25

(1431 —(2i)) _ —8+6i+4 36 2.

036 | Representa en el plano complejo los nimeros complejos y los resultados
°°2 | de las operaciones. Explica lo que sucede en cada caso.
a) (342i)+(—1+4i)
b) (3+2i)(—=1+3i)
) (=5+2i)—(4+3i)
) —246i
4 —2j

a) B+2)+(=1+4)=2+6i

El resultado es otro nimero complejo
que tiene por coordenadas la suma
de las coordenadas de los dos nimeros.

Gréficamente coincide con el vector

suma.




037

L0

SOLUCIONARIO 4

b) B4+2)(-1+3)=—3+9 —2i—6=-9+7i
El resultado es otro nimero complejo

que tiene:

« Parte real igual al producto de las N

partes reales de los nimeros, menos AN

el producto de las partes imaginarias. N

Parte imaginaria igual al producto N,
de la parte real del primero

por la parte imaginaria del segundo,

mas la parte imaginaria del primero
por la parte real del sequndo.

Q) (=542)—@44+3)=-9—i

El resultado es otro numero

complejo que tiene por coordenadas

la resta de las coordenadas ™~ ]

de los dos ndmeros.

Graficamente coincide con la diferencia

de vectores.

2460 (—2+6i)(4+20)  —8-4i+24i—12 20420 _

d = =
) 4 =2 (4—=2i)(4+2i) 16+ 4 20

El resultado es otro nimero complejo que tiene:

o Parte real igual al producto de las partes
reales de los nimeros, mas el producto

de las partes imaginarias, dividido entre

la suma de los cuadrados de la parte real

e imaginaria del divisor. \

« Parte imaginaria igual al producto de la

parte imaginaria del primero por la parte \

real del segqundo, menos la parte real

del primero por la parte imaginaria del =1

segundo, dividido entre la suma de los

cuadrados de la parte real e imaginaria
del divisor.

Representa (5 + 2i). Multiplicalo por i y representa el resultado.
Multiplica dos veces por iy explica qué se obtiene.

(54 2i)i=—-2+5i

(5+42)iP=-5-2i

Al multiplicar por i el punto se desplaza 90°, \
mediante un giro de centro el origen, \ 2 o
en el sentido contrario a las agujas >
del reloj. L~
L~

Al multiplicar por i? se obtiene el punto

simétrico respecto del origen (su opuesto).
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Numeros complejos

038

[eXeje]

039

e

040

eoo

041

e

Encuentra el nimero complejo que es inverso de —1 + 2i.

1 —1-2i o —1=2]

1420 (=14 20)(=1=20) 5

Calcula z en la siguiente ecuacién.
(2—3i)z=(6+5i)

(2-31)2=(645) 2= 6+ 5i N (64 5i)(24+3i) N —3 4 28i
2—3i (2—=3i)24+3i) 13

Calculag, b, ¢, ..., para que se verifiquen las condiciones indicadas en cada apartado.

a) (3 —5i)+ (—1+ ai)es un nimero real.
b) (b + 3i) + (5 + 2i) es un numero imaginario puro.
c) (c+ 6i)(3 —2i)esunnumero real.
d) (d+ 6i)(3 —2i) es un numero imaginario puro.
Q) 7+110
e—2i
7411
f—2i

es un numero real.

f) es un nimero imaginario puro.

a) B=5)+(1+a)=2+(-5+ai—a=5
b) b+30)+G6+2)=0b+5+5—>b=-5
(
(

)
)

Q (c+6NB—=2)=Bc+12)+(—2c+18)i > —-2c+18=0—>c=9
)

d) d+6/)3—-21)=Bd+12)+(—2d+18)i—>3d+12=0—>d=—4
7+HI:(7+11/)(€+2/):76722+11e+14/,_>11€+1420
e—2i (e—2i)e+2i) e’ +4 e’ +4 e’ +4

14
—Se=—
11

) 7+11I:(7+11/)(f—|—21):7f—22+11f+14/_>7f—22:0

F—2i  (F=2i)f+2i) Ff+4 (44 2 +4
—>f:£
7

Encuentra py g para que se cumpla:
(p+3i)(4+gi)=15+09i

(p+30)A4+qg)=15+9 —@4p —3q)+ (12+pq)i=15+9i

_ p=3q =-1
4p—3q—15}_>

3
12+ pg=9 p==;q =-4
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042

[ 1 J¢)

043

[ 2Ok

044
[ Jexe]

045

[ JeXe)

046

[“Jee]

SOLUCIONARIO 4

2
V4
Demuestra que el numero complejo z= 1 — 3 verifica la igualdad > =z-—5,

2 _ \2 _Q_ :
z _ Q=30 8-60 5 3 5-,_5
2 2 2

Representa los siguientes nimeros complejos expresados en forma polar.

) 4p B 2 O 3 D V2 @) 5 ) S
4 2
) 4€D°
/
136°
180° g
X Jo
3¢
V.

Expresa estos nimeros complejos en forma polar.
Z
7 = bep0 6
Z, = Sgpr 2 5 60°
73 = 470 - —24°
3 270 4 5 2

Z4 = 533 v

Z3

Escribe estos nimeros en forma polar y represéntalos.

A3-4 b V34i o —2-v2i o -3 & -3 f-ti

2
a) 3 —4i= 5565116 3
b) \/§+/—230 7
0 N2 —V2i =2, - \
N

d) =3i= 3 | B
€) —3 =3
o 1,1

2 2o

Escribe en forma bindmica los siguientes nUmeros complejos.

a) 40 b) 2 )3, d)2; € 3 )1 Q) ﬁﬁ h) \/5300"
4

2) 24243 Q) 3i o 33 3, 91—

b) —1,64 — 1,15 d) -2 f)—i h) ———=i
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047

L X 2]

048

[ X Je)

Dados los nimeros complejos:

Z; =550

Z

=335

Z3 :\/E‘R

6

escribe, en forma polar y binédmica, el conjugado y el opuesto de cada uno de ellos.

Tenemos en cuenta que el conjugado es el punto simétrico respecto
del eje de abscisas y el opuesto es el simétrico respecto del origen.

Numero Conjugado Opuesto
Polar Bindmica Polar Bindmica Polar Bindmica
5 543 5 543 5 543
S - St - Seor -
2 2 2 2 2 2
32 32 W2 32 32 32
3135 —_ 355 - 3315 _Y
2 2 2 2 2 2
J3= 343 J3ie 3 3 5 | (L3 V3
s 2" 2 s 20 2 6 202
Efectua las siguientes operaciones.
10450
a) 410 36 e) (5 P )2 i) %
? 240°
6. . 6
b) f) 25600 * 51300 j) (\/gsﬂ )
2. 2
4
£
Q 4. 2y 9) —
3 Ssn
2
8,700 5
d) 5= h) (210)
50°

0 45 2 =4 20 =8y

3

81 70°

=4y

f) 25607 * 51300 = 103000 = 1030

721(
3 7
3
9 ==
551( 5%
—_— 6

h) (2120")5 = 326000 = 3200°

1010
i L =2y
Sour

6
) (V3z) =27 =27,
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SOLUCIONARIO 4

Realiza estas operaciones, expresando primero los nimeros en forma polar.

a (=i b (—V2442i) o (143) o (V2=

a) (1—-i)* = (\/_315")4 = gy 0 ( T+ \/_/> (20)" = 161
( \/7+\/7/) (2135)° = 64ar d) (\E—f) = \/3324”44‘8,2”

5
Calcula, usando la férmula del binomio de Newton, esta potencia: (2 — 2\/§i) .
Hazlo en forma bindmica.

Comprueba, expresando el nimero en forma polar, que se obtiene el mismo resultado.
5
(2= 2V31) = 25— 5.2 2331 = 10-2°-12410-22 - 24/37 + 5-2.72 — 288+/3/ =
= 5124 5124/3]
(4s00)° = 10245

512+ 5124/37 = 1.024

Representa en el plano complejo estos nimeros y los resultados de sus operaciones.
Explica lo que sucede en cada caso.

61500 4
a) 2500 31200 b) 2150 Q) (2« )
60°

a) Elmodulo del resultado
es el producto de los modulos, 4
y el argumento es la suma de los
argumentos de los numeros dados.

b) El médulo del resultado
es el cociente de los moédulos,
y el argumento es la resta de los N
argumentos de los nimeros dados. N

c) Elmddulo del resultado es la cuarta \
potencia del médulo, -
y el argumento es el cuddruple =8
del argumento del nimero dado. 7
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Numeros complejos

052 | Realiza las siguientes potencias, empleando la férmula de Moivre.
e0C

a) (3 (cos 25°+ i sen 25°))"

b) (2 (cos 40° + i sen 40°))9

c) [cos — +1i sen ]

ez orm)

a) (cos 25° + i sen 25%)* = 81 (cos 100° 4 i sen 100°)

(cos 40° + i sen 40°)° = 512 (cos 0° + isen 0°) = 512

€
) (2
3
[cos—w seng] =CosT+ i senw = —1

4
3[COS+IS€I’13;]] =81(cos0+isen0) = 81

053 | Con la férmula de Moivre, expresa sen 5avy cos 5acen funcion de sen ay cos a.

000
Consideramos un nuimero complejo de médulo la unidad:
(1.)° = (cos o + i sen o)° = cos 5o 4 i sen 5o
Desarrollamos la primera parte de la igualdad:
cos® ou+ 5icos* ausen o — 10 cos® ausen’ v — 10i cos® ausen® o+ 5 cos ausen® o+
+isen’ o= (cos’ o — 10 cos® avsen” o + 5 cos v sen” o) +
+ (5 cos* avsen ov — 10 cos® v sen’ o + sen” )i
Igualamos este resultado con la segunda parte de la igualdad:
(cos® o — 10 cos® asen” o+ 5 cos awsen” ) +
+ (5 cos* awsen ov — 10 cos® o sen’ v 4 sen’ )i = cos 5+ i sen 5a
Igualando las partes reales y las partes imaginarias resulta:

c0s 5o = cos® o — 10¢os® o sen” o + 5¢o0s o sen* o
sen 5o = 5cos* o sen o — 10cos’ o sen® o + sen®

054 | Dibuja los numeros 2;¢ y 6150 ;POr qué nimero complejo hay que multiplicar
°®® | al primero para obtener el segundo?

Hay que multiplicar por 3.
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SOLUCIONARIO 4

055 | Dibuja los nimeros 1234 Y 4450 {POr qué nimero complejo hay que dividir
°©® | al primero para obtener el segundo?

\ Hay que dividir entre 3.

056 | Calcula las soluciones de las siguientes raices.

[eXelel
a) 364 b) 323 Q) Y90
4
a) 364

El modulo de las soluciones seré la raiz cibica del modulo: 4.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

120°+0-360°

Sik=0-8 = 40°
120° + 1- 360°
Sik=1-8, =2 F10 _ e
3
120° 4 2 - 360°
Sik:ZaB;—%:BW

Por tanto, las raices son 4.e, 4160 Y 4og0e-

b) of325. = /32,5
4

El' médulo de las soluciones serd la raiz quinta del modulo: 2.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

225° 40 - 360°

Sik=0—p = = 45°
225° 41 360°
Sik:1—>62=+7=117°
5
225° +2 - 360°
Sik:2—>63:+7:189°
5
225° 43 - 360°
Sik:3—>B4:+7:261°
5
205° + 4 - 360°
Sik:4—>65:%:333°

Por tanto, las raices son 24, 2117, 2189, 2261° Y 2333
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Numeros complejos

0 V%0

El médulo de las soluciones serd la raiz cuarta del médulo:+/3 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

220°+ 0 - 360°

Sik=0—p =" " 7" — 55
4
220° +1- 360°
Sik=1op, =22 F199 s
4
220° 42 - 360°
51/<:2—>Bg_+7:235°
4
220° + 3 - 360°
Sik:3—>&:%:325°

Por tanto, las raices son \/?55“, \/?145", \/?235“ y \/?325“.

057 | Realiza las raices y representa los resultados en el plano complejo.

[eXeXe]
a) ¥—16 b) ¥16i o 1—=/3i
a) 6\/—]6 = \16 16180“

El modulo de las soluciones serd la raiz sexta del médulo: 3/ 4 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°

Sik=0-5p =—— " =30
6
180° + 1- 360°
Sik=1—p =~ _qp
180° 4 2 - 360°
Sik=2o8; =0 1220 g
6
180° + 3 - 360°
Sik=38, = 2 T2 _ 5
180° + 4 - 360°
Sik=d B, =0 T4 e

180° + 5 - 360°
Sik:S—)BG:%:BO"

Por tanto, las raices son 3/23@, ﬁw = %/Z/, ﬁwsow, é/zzwo“,
%/Zyo" = *%/ZI y é/ZBO%

?

1,6
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SOLUCIONARIO 4

b) Y16/ = 164y
El médulo de las soluciones seré la raiz cdbica del médulo: 232 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

90° + 0 - 360°
Sik=0—>B]=+7:30°
90° + 1 360°
Sik=1-8, = 2110 _ 5
3
90° + 2 - 360°
Sik=2—>63:%=270°

Por tanto, las raices son 23/33@:, 2%/515@ y 23/527@' =-230i.

C) S\I 1— \E/ = \5 260“
El médulo de las soluciones serd la raiz quinta del médulo: 2.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

60° + 0 - 360°
Sik:O—>B]:+7:12°
5
60° + 1- 360°
Sik:1—>32=7+ =84
5
60° + 2 - 360°
Sik:2—>B3:+7:156°
60° + 3 - 360°
Sik:3—>64:%:228°
60° + 4 - 360°
Sik=4—>65:+7=300°

Por tanto, las raices son 5612“, é/?;w, %156“, %228“ y é/?goov,
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000

059

[eXele]

060

[eXele)

061

[e¥orel

Los vértices del poligono representado son las raices cuartas
de un niumero complejo.

Determina el nimero y sus raices. Tt

Las raices son:
21=44+4i=V324 z3=—4 —4i =~ 32 p5

ZZZ—4+4/:V32]35° Z4:4—4/:V32315°

El nimero es: z= 10245 = —1.024

En el gréfico se representan las raices de un nimero.
Determinalas y descubre de qué nimero se trata.

Las raices son:

Z1=4y=4 2= 46
2, =4y Z5 = 4y
Z3= 440

El nlimero es:z=1.024, = 1.024

Encuentra n'y z de manera que dos de las soluciones de ¥ z sean 65y y 61-.
¢Hay una unica solucién? ;Cuél es el menor nimero n que puedes encontrar?

Seaz=r,.

La raiz enésima de r debe ser 6.

El argumento debe ser multiplo de 30y de 120.

La solucién no es Unica.

El menor nimero que cumple las condiciones es n = 4.
71 = 1296y

Otra solucion es n = 8.

7, = 1.679.616,40

Resuelve las ecuaciones.

a) x24+1=0 ) x*>—32=0 e) x*4+16=0
b) x*+12=0 d) x>—1=0 f) x*—8=0
a) x2+1:Oex:\/—_1:1M
Sik=0—x,=1gp =1 ‘ Sik=1—>x="1p =—Ii
b) X+ 12=0-x=3-12 = 12 ersrer
Sik:O—)xW:%w Si3/<22—>><3:%/§3oo°

Sik:1—>X2:§/5180" :—%

QA X =32=0-x=v32 = 2¢, 10
5
Sik=0—x =25 Sik=3— X, = s
Sik=1—x=24 Sik=4—>xs=2p=2
Sik=2—X= 20s
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SOLUCIONARIO

d) X = 1=0ox=1=1g,3
5
Sik=0-x =15 Sik=3—x= Ty
Sik=1-5x=T4 Sik=4—x=1p="1
Sik=2—x3=144
&) x“+16=0-x=4-16 = 2111500
4
Sik=0—x; = 2 SMk=22% = 2n5
Sik=1—>x =23 STk=32%=25s
f) X =8=0-x=38 =25

3
Sik=0—x =21 Stk=2—>x3=2p=2
Sik=1->X =20

Realiza la siguiente operacion.

—1+i
4
1+i
=14+ —14+)(1—i 2i :

d R [ L U VA
T4 O+ =1) 2 N
Sik:O—>X1:222’5° 5ik=2—>X3=2202,50
Sik=1-x=215 Sik=3->x,= 2505

Expresa en forma polar el inverso de estos nimeros.

a) 20 b) 3. Q 4, d) [l]

2 3

Para calcular el inverso de un nimero en forma polar, calculamos el inverso

del moduloy el opuesto del argumento.
1

a) —
2 210

b
33n 4 5z

2

Calcula las siguientes raices de nimeros complejos.

a V1 b) 1 o d) Vi e i

a) J1= To k3608

2
Sik=0—3=150=—1 Sik=1—ox=1p=1

b) %/17 = Toti3e0
3
Sik:O%)ﬁ:’I}zo“ Sik:2%X3:1on:1

Sik=1 _>X2:]24O"

9 — d) 4, =4
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Q Q/T = o irer

4
Sik=0—>x=1q=i Sik=2—>X=lyp=—i
Sik=1—ox="1g=—1 Sik=3ox,=1p=1

d) \/7: ]90°+k-360"
2
Sik=0—x =145
Sik=1>x=1ys
e) %/7:190“4#«360"
3
Stk=0->x =13 Stk=2—>x3="1y0=—I
Sik:‘|—>Xz:’|150°
f) 3/7:190“4%-360“

4
Sik=0—x=lys Sik=2—=x;=lops
Sik=1—x=15¢ Sik=3=x= loos

065 | Observa el nimero complejo representado.

[ X ke
a) (A qué exponente hay que elevarlo para obtener
un numero real?

b) ;Y un ndmero imaginario puro? bttt
¢) ¢Hay una unica solucién en cada caso? ]

El argumento es 45°.

a) n-45°=180°>n=4-Q2k+1)
n-45°=360°—>n=8-(k+1)

b) n-45°=90°—>n=2-(4k+1)
n-45°=270°->n=6-(4k+1)

¢) En cada caso hay infinitas soluciones.

066 | ;Qué numero complejo hay que sumarle a —3 + 2i para que resulte 5,747
L X B

(Y para que resulte 652
3

(=34 2) 4+ (@+b)=—-5—sa=3b=—7
(=34 2)+@+b)=3-3V3isa=6b=—2—33

067 | Calcula z sabiendo que sumaédulo es NG y que z(3 — 6i) es un numero
°®° | imaginario puro.

z=+/5.

3—06i= \/Ez%“sa‘szx,v‘

a4 296°33'54,1" = 90° - v = 153°26'5,82" 4 360° - k
o+ 296°33'54,1" = 270° — o = 333°26' 5,82" + 360° - k
Por tanto, tenemos que: av = 153°26' 5,82" 4+ 180° - k.
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068 | Escribe qué condiciones deben cumplir g, b, c y d para que:
o0C

a) (a+ bi)(c + di) sea un numero real.
b) (a + bi)(c + di) sea un niUmero imaginario puro.
a+ bi
c+di
a+ bi
c+di

sea un numero imaginario puro.

d) sea un numero real.

(a4 bi)c+ di)=ac— bd+ (ad + bc)i

ctdi (cH+dic—d) +d A+ d

a+bi (a4 bi)(c—di) ac + bd —ad-i—bcl.

a) Para que sea un numero real: ad = —bc
b) Para que sea un numero imaginario puro: ac = bd
c) Para que sea un nimero imaginario puro: ac = —bd

d) Para que sea un nuimero real: ad = bc

. 134bi
069 | Calcula dos numeros reales ay b, de modo que:a + 5i = 2 + _I
00 —1

134bi _ (13+4bi4+]) _ 52-b  13+4b,

4—i (4—i)4+1) 17 17
521;b =a—-17d+b=52->5a=2
13;;% =5 51344b=85—b=18

070 | Halla el valor de a para que este nimero complejo cumpla que su cuadrado
°®“ | seaigual a su conjugado.
J3

a+—i
2

2
Calculamos el cuadrado: | g + \/?/] =ag° — 3 + \/ga/
2 4

3.
Hallamos el conjugado: a — TI
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Numeros complejos

071 | Halla el valor de m para que 3 — 2i sea raiz del polinomio x* — 6/ + m.
o000

m=a-+ bi
Para que sea raiz del polinomio debe cumplir:
B-2iY—6i+a+bi=0—-G+a)+(—18+b)i=0—a=-5b=18

072 | Calcula el valor de b para que el cociente de —9 + bientre 1 — 2i

jexoge)
tenga moédulo 572.

—94+bi _ (=9+0bi)(1+2i)  —9—-2b+(—18+0b)i

1—2i (1=20)(1+2i) 5

J(=9—2b) +(—18+b) =52 — 814 36b+ 4b> + 324 — 36b + b’ = 50

5624355 =0 b=n71i

12+ci
073 | Halla c sabiendo que la representacion gréfica de —————— estd sobre la bisectriz

00O —5 + 2i

del primer cuadrante.

Para que esté sobre la bisectriz del primer cuadrante, la parte imaginaria debe ser
igual a la parte real.

124c  (124c)(=5-2i)  —60+2c+ (=24 —5¢)i

—5+2i (=5+2i)(=5-2i) 29

—6O+2C:—24—56—>C:376

074 | ;Es cierto que, siempre que multiplicas un nimero real por un nimero complejo z,
29 | el resultado tiene el mismo argumento que z?

Si no es cierto, enuncia una propiedad correcta.
No es cierto, ya que: 1ige - Toge = 1270-.
Solo es cierto si el nimero real es positivo.

Si multiplicamos un nimero real positivo por un nimero complejo z, el resultado
tiene el mismo argumento que z.

075 | ¢Es cierto que el conjugado del producto de dos nimeros complejos es el producto
2% | de sus conjugados?

Seanz; =a+ biy z, = ¢ + di dos nimeros complejos.

Calculamos el conjugado del producto:
(a+ bi)c+ di) =ac — bd + (ad + bc)i

El conjugado del producto es: ac — bd — (ad + bc)i

Hallamos el producto de sus conjugados:
(a—bi)c—di)=ac—bd+ (—ad — bo)i = ac — bd — (ad + bo)i

Luego es cierto.
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Demuestra que, si multiplicas un nimero complejo por su conjugado,
se obtiene el cuadrado de su médulo.

Seaz=a+ bi.

Calculamos su médulo: |z] = v a® + b?

El cuadrado del modulo es: a? 4 b

Multiplicamos por el conjugado: (a + bi)(a — bi) = a* + b?
Por tanto, es cierto.

;Qué diferencia existe entre las soluciones de la raiz cuadrada real de 16
y la raiz cuadrada del nimero complejo 16 + 0i?

No existe ninguna diferencia, pues ambos nimeros tienen como raiz
cuadrada 4y —4.

Calcula las tres raices cubicas de —27 y comprueba que su suma es cero.
Comprueba si sucede lo mismo con las tres raices cubicas de 16 — 88i.
;Sucedera eso con todos los nimeros complejos? Justifica tu respuesta.

3\1 =27 = 3180“+k-360"

3

3 35/. 3 33
2

Sik=0—2 =3¢ = Sik= 2—>z3_33oo_———
2 2 2
Sik:1—>22:3180_73

343 3 33

Sumamos las raices: 74_7 —3—5———— 0
2

Calculamos las rafces cubicas de 16 — 88/ =/ 8.000 ¢ 1 17,45

6f
8.000 28018'17,45" +-360°

3

Sik=0—x, = /80000y 55 = —1,1983 + 19,965/
Sik=1-x=248000,5,s8 = —16,6902 — 11,0197i
Sik=2->x;=/80004 55 = 17,8885 — 8,94427i
Sumamos las raices:

—1,1983 + 19,965/ — 16,6902 — 11,0197/ + 17,8885 — 8,94427i =0
Sucederd lo mismo con todos los nimeros complejos.
Dado un numero complejo, sus tres rafices clbicas serdn: ry, fo 1200 Y o 240~

: o . . |3
Si multiplicamos las raices por el nimero complejo [ ,da como resultado
las raices cUbicas de —27, cuya suma es cero: I )-eten

3
O=z21+2+23 =|— (T A Tz + o)
') ateo

3 , .
Como [ #F0 = (I + fgne + fre) = 0, la suma de las tres raices cubicas
I )—a+60

de cualquier nimero complejo distinto de cero es cero.
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079

080

coa

081

eoe

082

coa

Uno de los vértices de un tridangulo es el origen de coordenadas y los otros dos son
los afijos de los nimeros complejos —2 + 5iy 3 + i. Calcula la longitud de sus lados.

Sea O el origen de coordenadas, A= —2 + 5, B=3+1.

Calculamos la longitud del lado OA:\/(=2)* + 5% =+/29
Hallamos la longitud del lado 0B:+/32 + 7 = V10
Determinamos la longitud del lado AB: \/(72 —32 + (512 =41

Dos vértices consecutivos de un cuadrado son los afijos de los nimeros 6 + 5iy 3 +i.
Determina el resto de sus vértices, sabiendo que tiene uno en el cuarto cuadrante.

La variacion de la parte real de los dos nimeros es de 3 unidades y la variacion
de la parte compleja es de 4 unidades.

Por tanto, si a partir de los vértices conocidos
llevamos una variacion de 4 unidades en la parte
real y 3 unidades en la parte imaginaria, resultan
los otros dos vértices, obteniéndose dos soluciones:

C=(7,-2yD=1(10,2) .122. .

C'=(=1,4yD' =298 IR

De estas soluciones Unicamente la primera
solucién tiene un vértice en el cuarto cuadrante.

Uno de los vértices de un cuadrado con centro en el origen tiene coordenadas
(—1, 3). Utiliza los nimeros complejos para determinar los otros vértices y su area.

Z=—1+3i
Elevamos a la cuarta: z = 10073 44 536"

Calculamos el resto de las raices; /1004 = V10 w004 k-360°

4

Sik=0—=x;=v104g5s580 =3+ Sik=2-x;=~1019526 581"
Sik=1-x =100 58" Sik=3—xs =10 826 581"

2=, NMyz=(-1,3)

Hallamos la longitud del lado: /(—=1—3)2 +(3—1)* =20
Por tanto, el rea es 20.

Un pentdgono regular, con centro en el origen de coordenadas, tiene en (—3, —2)
uno de sus vértices. Halla los demds vértices usando nimeros complejos.

Z=-3-2i
Elevamos a la quinta: z = ~13% 51541 240

Calculamos el resto de las raices: V13 213 a1 242" 4 4-360°
5

Sik=0—>x, =V13 1220 1685" Sik=2—>x3=v13 156441685
Sik=1-=x =134 685 Sik =3 = x4 =13 25844 1685"



SOLUCIONARIO

083 | {Qué numero complejo forma un triangulo equilatero con su conjugado y con —5?

Sea L la longitud del lado del tridngulo equildtero, uno de los vértices
es el complejo a + biy el otro vértice es su conjugado a — bi.
e

2
Todos los tridngulos tienen —5 como el vértice situado mas a la izquierda.

b:L~sen30°:é a=—-5+1L-cos30°=—5+

Siel vértice —5 estuviera situado a la derecha del tridngulo, las coordenadas
de los otros vértices serfan:
L-+3

2

L
b:L-senSOf’:; a=-5—1-cos30°=—-5—
084 | Las cuatro raices cuartas de —4.096 describen un cuadrado. Calcula su area.
Ademas, sus raices cubicas describen un tridngulo equildtero. Determina su area.

Las raices cuartas de —4.096 son:

212845":(4\/5'4\5) 23:8225“:(—4\5, —46)
7= 8= (—4\2,442) 2= 85=(42, —42)

Calculamos el lado: \/(4\/3 + 4\/3)2 + (4\/_ — 4\/3)2 = 8\/5

Por tanto, el drea es de128.

Las raices cUbicas de —4.096 son:

2, =165 =(8,83) 7= 16:0=(8, —8\/3)
2, =16150=(—16,0)
Se forma un tridngulo cuya base mide 16y su altura es de 24.

Por tanto, su drea mide 192\/?

085 | El numero complejo 3 + 5i es una de las raices cubicas de z. Halla las otras dos raices.
L X B

2y =3+ 5/ =+ 355021048"
Las raices tendrén el mismo maodulo.

Calculamos el resto de las raices: /35 s 10,480 4 K360
3

Sik=0—x; =355 104" Sik=2—>x3= \/gzwz‘m,w‘
Sik=1—X,=+351702 1048"

086 | Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean 3 + iy 3 —i.
“®" | Hazlo mismo con —2 —5iy —2 + 5i.

X=34+NKx=3=-N=0>x"—=3x—ix—=3x+94+3i+ix—3I+1=0
- x> —6x+10=0

(X+2+5)x+2—5/)=0—>x> 4+ 2x — 5ix+ 2x+ 4 — 10i + 5ix +10i + 25 = 0
—x*4+4x+29=0
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Numeros complejos

087 | Demuestra que si una ecuacion de segundo grado cuyos coeficientes son numeros
°°¢ | reales tiene dos raices complejas, estas deben ser niimeros conjugados.
Tenemos una ecuacion de segundo grado: ax’ + bx+c=0
Resolvemos la ecuacion:
. —b+ (\/7(92 + 4ac )i
X_—bj:\/bz—4ac N 1 2a
2a —b— (=t +4ac)i
Xz =
2a
Luego sus soluciones son dos nimeros complejos conjugados
088

o0

{Qué condicién deben cumplir los nimeros reales a, by ¢ para que la ecuacién
ax? + bx + ¢ = 0 tenga soluciones complejas?

Se debe cumplir que: b* — 4ac < 0
089 | Resuelve la ecuacion x* 4+ 10x*> 4+ 169 = 0.
LR Re)

X4 10x2 4169 = 0 L= 2 1 10t +169 = 0

—10£10° —4-1.169 10+ 24/ _{n =—5+12i
21

2 thL =-5-12i

Deshacemos el cambio de variable:
\/ T X\ =138 3575

—5+12i = \/13112"37'11,5” =
X; =N 13 3618 3575

i X3 = N 13103 41 2404
\/75 —12i = \/132470 2 ag e =
Xq = ~N13 303 41 24,247

090 | Resuelve las siguientes ecuaciones.
eoe
z

a) 5 -+(2—i)6i=—-342i
—i

b) 2(—2 + 6i) + — 137 10 _8i= 2014+ 70)
4_3

a) SZ'+(2—1)6/:—3+2/'—> Z

— —

+64+12i=-3+2i
z

- P =—9-10/ > z=(5-i)(-9—-10/) > z=—-55—41i
—i

b) z(—2+6/)+ij+10—8i:z(1+7i)az(—2+6i)—11+
/

+i+10-8i=z(147i) > z(=2+6i)—1=7i=z(1+7i)

= z2(=246i)—z(\+71)=1+7i > z2(=2+6i—1=71)=1+7i

1+7i
%z:#%z:—]—ﬂ

— 1
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SOLUCIONARIO

Resuelve estas ecuaciones.
a) x?—8ix+4i—19=0 b) x—iy=0
y—ix=4—-06i

S 8ity\—64 —4-1-4i —19)  8i4,/10—16i
a) x°—8x+4i—19=0—> x= =

21 2

x=iQ2—=3I)=342i

Representa el niumero complejo 1+ 2430 y realiza
en este punto un giro de 60° centrado en el origen.
Halla las expresiones binémica y polar del numero
complejo resultante.

z=1+ 2\/?/ = \/573" 53'52,39" \

Hacemos un giro de 60°; EEREEE
V13133 5355300 = —2,5+ 2,61

La suma de dos numeros complejos conjugados es 16 y la suma de sus modulos
es 20. Determinalos.

Seaz=a+ bi.
a+bi+a—bi =16 a=38
%
Ja +6* +a* +(=by =20 Ja?+b62 =10

—64+b7 =100 > b =46
Los numeros son: 8 + 6iy 8 — 6i.

Encuentra todos los nimeros complejos tales que su cubo es igual a su raiz cuadrada.

Un nimero complejo es de la forma r,,. Si ponemos la condicién de que su cubo
sea igual a su raiz cuadrada, tenemos:

(Y =+n
()Y =r, =k =(Wr)e

2

P=Ar

Para que sean iguales es preciso que: 3 a
o =—

2

r=1

r3:\/7—>{r20

o«

30 = : +36O°%60c:0¢+720°%{0t:0

o = 144°
Las soluciones son:

7= O yr360n Z = looskasos Z = Nyasskzers
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Numeros complejos

095 | Investiga qué nimeros complejos cumplen que su cuadrado es igual a su conjugado.
Para realizarlo sup6n que el nimero estd expresado en forma polar.

Z=1,

|Z| = 360" —

2 __

[0 = 60— o

Igualamos: r*=r—r=0,r=1

20=360°— a— a = 120°

Por tanto, los nimeros cuyo cuadrado es igual a su conjugado son 0, Y 1150

096 | Sea u= 1 + —3i. Comprueba que siz= —2 + 5i,entonces z, U -zy u*- z

2 2
son las tres raices cubicas de un nimero complejo. Demuestra que eso sucede
para cualquier nimero z. ;Qué tiene de particular el nimero u?

Z=—=2+51=~29 145507

1 3

u-z= —5 + 2/] (=24 51) = 110 - V29 111048 507 = N 29231048 507"
2
1 V3 A =
uvez= _2“‘2/] (=2 +50) = T - N 2911048507 =N 29351248 507"

Son las raices cubicas de 293350 5415

Esto sucede para cualquier nimero complejo, ya que las raices cubicas
de un nimero complejo tienen el mismo modulo y su argumento
se diferencia en 120°.

Al multiplicar cualquier nimero por u, su médulo no varfa y su argumento
aumenta 120°.

097 | Determina si es cierta esta afirmacion.

Si dos nimeros complejos zy w cumplen que z° = w?, entonces z = w.

La afirmacién no es cierta.

Para cualquier niimero complejo z tenemos otros dos complejos: 1150+ ZY Touee - Z,
cuyo cubo coincide con el cubo de z.

(M2 =ly-2°=2
g2 =1y 22=2

098 | Del nimero complejo z; se sabe que su argumento es 150°,
y el médulo de z; es 2. Calcula z; y z, sabiendo que su producto es —8i.

Zy = Nse

7, =24

_8/ — 8270°
Isoe * 20 = 800

r-2=28 _)r:4 2y = 4ispr
150° 4+ o = 270° a = 120° 7, = 2
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s0e

100

101

s0e

SOLUCIONARIO 4

Representa el nimero 1 + i. Pésalo a forma polar 1
y calcula sus 10 primeras potencias. Represéntalas A
en el plano complejo. Observa que los afijos
de esos numeros describen una curva espiral.
z=14+1i= \/545\’
Zz = 2go°
22 =202
2" =4y \
25 = 4\/?225“
77 =8y 4
Z7 = 8\/3315“ »
78 =16,
A/
22 = 1632 45 -
7'9 =324

Calcula la suma de los 10 primeros términos de una progresién aritmética
de diferencia 1 + 2i y cuyo primer término es —6 — 2i.

d=1+2i

a=—6-2i

dy=a,+(h—1d

Go=—6—2+(10—1)(14+2/)=3+16i
(ai+a,)n

2

S, =

. (—6—2/+23+16/)1O 154700

Si el nUmero complejo a + bi tiene médulo my argumento o, ;cémo expresarias
en forma bindmica un nimero complejo con médulo 6m y argumento 2w —o?

. . 3
;Y siel médulo es 3my el argumento es o + 7“?

Seaw = ¢ + di el nimero complejo que tiene por médulo 6m y argumento 21 — a.
c=64a’+ b* cosQm — ) =64a’ + b cosa

d=6a’+ b> sen2m — ) = —6a* + b* sena

Sea v = e+ fiel nimero complejo que tiene por médulo 3m y argumento . + 3—ﬁ

e=3va’+ b’ cos

u+321TJ:3 a’ + b sena

f=3va’+ b* sen

OL+37TY = —-3Ja*+ b* cosa
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Numeros complejos

102 | Seaz = r,un numero complejo en forma polar y z su conjugado.
[eRexe] .
Calcula el valor del cociente.
COS QL+ COS 2Qx - ... COS N

(z+2) [24+@°] [z +(2)"]

Z=r,=1r (coso+isena)
7 = l30e_ o = I (COS o0 — i S€n o)
COS Qv+ COS 2@+ ...+ COS N

(z+2)-(Z2+ @) ... (20 +2))

_ COS Qv+ COS2Qu+ ... COS N
B (r(cos ovtiseno) +r(cosa—isenaw)) - ...« (r" (cos nou+i senno) + r” (cos nou—i sen nav))
_ COS Qv+ COS 200+ ... COS NOx _ 1
B 2rcos o - 2r>cos 2o - 2r" cos na B 5 ntn
Sro2

103 | Dada la ecuacion z2 + (a + bi)z + ¢ + di = 0, con a, b, c y d nimeros reales,
[eRexe] .z ’ .
encuentra la relacion entre ellos para que sus raices tengan el mismo argumento.

ZZ4+(@+bi)z+c+di=0

—a—bit\J(a+bi—4lc+d) —a—bita b +2abi —4c — Adi
2 2

7 =

Para que tengan el mismo argumento, el cociente entre la parte imaginaria
y la parte entera debe ser el mismo.

a’ —b> +2abi—4c—4di=0

Gz—b2—4C:O}
2ab—4d =0

Como solo tenemos dos ecuaciones y cuatro incégnitas tenemos que dejar
dos de las incégnitas en funcion de las otras.

S T Yt N o s

d

(V2c v 20" @W@ N Y e

a, =

o -4 vclbcvad —hd g o

d

_Jﬁ—dm(im_m by = 2N 1 & + 20



SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

n
ik . . or .
104 | Calculala suma 2 i* expresando el resultado lo mas simplificado posible.
k=0

=i T—i 140"

M:

k=0

Sin=4t,teN — >i*=1
k=0
Sin=4t—1,teN = >Xi*=0
k=0
Sin=4t—2,teN = Yi*=i—1
k=0

Sin=4t—3,teN = Xi*=i
k=0

105 | Demuestra que si el nimero complejo z es una raiz del polinomio P(x) = ax* 4+ bx + ¢,
cona, by c €R,z es también una raiz.

z=d+ei

P(d + ei) = ald + ei)* + b(d + ei) + c = a(d’ — €’ + 2dei) + bd + ebi + ¢ =
= ad? — ae’* + 2adei + bd + ebi+c=0

Por tanto, resulta que: ad® — ae*+bd +c=0 2adei + ebi =0

Pd — ei) = ald — ei)> + bld — ei) + c = a(d? — &> — 2dei) + bd — ebi + ¢ =
=ad’ — ae’ — 2adei + bd — ebi + c =
=ad? — ae’+ bd + ¢ — (2adei + ebi) = 0

106 | Halla un polinomio de cuarto grado con coeficientes reales, cuyas raices
sean2iy 1+ 1.

K+ 2DK =2 — (1 + N — 0 =) > x*— 2%+ 6x>—8x+8

107 | Obtén la sumay el producto de las raices n-ésimas de la unidad.

Sea Q/f = liseo-

n

T '[[]360" }n 1] T - (1=1)

La suma de las raices es: = =0
=)
n n
El producto de las raices es:
b= 1@ '1ﬂ 1ﬂ =l 230 3] = Do =3¢ (nrp = —1
[—+—+,.,+7} T(1+2+ +n) R

n n n n n n
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Numeros complejos

108 | Calcula las 5 soluciones complejas de esta ecuacion.
X4+ x*+ x4+ x2+x+1=0
El primer término es la suma de los términos de una progresién geométrica.
(x* =1

a=1r=x S5 =
X —1
X, =1
X; = ler
6 p— j—
Por tanto, resulta que: il Vi 0o x —1=0ox=1 17 b
X —1 X5 = lgo
X5 = g
Xo = laoor
Las soluciones son: Xy, X3, Xs, Xs Y Xe.
109 | Resuelve el sistema de ecuaciones con incégnitas zy w.
{iz—(1+i)w:3
(24+i)z+iw=4
w+iw+3 _ ;
=272 z=w—W+3)
iz—(1+i)W_3}_>Z i N 8 5 ) —)W_i+2i
Q+hz+iw=4] " _ a—iw z:w 3
241

z=[1+2z] [1+2/]+3/= el
3 3 3

110 | Halla la expresion de z sabiendo que los afijos de los nimeros complejos 1,z y z2
estan alineados.

Las coordenadas de los numeros complejos son:
A(1,0)  Ba, b) C(a* — b 2ab)

Calculamos los vectores:
AB=(a—1b) AC=(d—b’—1,2ab)

Los puntos estan alineados si los vectores son proporcionales.
AB=tAC—(a—1,b)=t(@—b>—1,2ab)

1
_ 2 p2 t=—o
a—1=t(a* —b 1)} 2 [1 (@ — b —1)

a
a—1=
b=t-2ab 2a

—ad -2a+1=b—>b=a-1
Portanto, resultaque:z=a+ (a — 1)i
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SOLUCIONARIO

111 | Un hexagono regular esta centrado en el origen de coordenadas y uno de sus

vértices es el punto A(1, 0).
\JA

Halla los vértices de otro hexdgono regular con el mismo centro,
lados paralelos al anterior y un area que es 5 veces mayor.

Silos dos poligonos son semejantes y la razén entre sus dreas es 5,
la razén entre sus longitudes es V5.

Un vértice es el punto (\/g O) y los otros vértices son v/5 &, /5 120, /5 1a0,

\/E 2400 Y \/E 300°

6
Esto serfa equivalente a calcular las raices sextas de (\/g) =125.
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Geometria analitica

. J =
e =
It L L

Sy -

b La caricia del escorpion
Continuamos, pues, en ese piso calamitoso de Delicias, achicando inun-
daciones domeésticas, martilleando en las canerias. Todos estos de-
sarreglos me crispaban tanto como a ella, pero la energia que consu-
miamos en combatirlos nos libraba de discutir otros problemas mas
importantes. Ademas de su amante y amigo, me convertia en enyesa-
dor, en fontanero, carpintero, electricista y no sé cuantas cosas mas.
[...] Solventé un problema de union de dos tuberias en cruz sin saber
nada del oficio, basandome en mis conocimientos de geometria eucli-
diana y aplicando el teorema de Cavalieri. [...]

Dependiamos uno del otro; ella de mi para recomponer los destrozos
y yo de ella para tener una misién con que contentarla, o, mejor di-
cho, para contentar mi amor por ella y asi, de vuelta, quererme mas.
Ya se sabe: uno hipoteca el amor a si mismo a que la persona amada
esté de acuerdo en concedértelo. Se antepone la conviccion de que la
otra persona esta a gusto con uno para poder sentirse €l también co-
modo. Cuando amas no unes tu corazon: lo divides. [...]

Seguin uno baja por Delicias, para entrar en nuestra antigua calle hay
que atravesar la plazoleta Luca de Tena, doblando una esquina a la iz-
quierda, y es ahi donde uno se tropieza con el enorme respiradero del
suburbano. Para ser exactos, no es una esquina, sino un chaflan (trie-
dro en el cual dos planos normalmente perpendiculares son cortados
por una interseccion). La placa metalica que airea las emanaciones del
metro se compone de cinco celdillas de ancho por nueve de largo, de
un metro cuadrado cada una (en total, cuarenta y cinco metros cua-
drados). Es dificil eludir ese paso, puesto que mas alla hay un parterre
con arboles, a menos que uno dé un rodeo por su lado mas largo, pri-
mero a la izquierda y luego a la derecha. Lo usual en estos casos es

E abreviar cruzando el respiradero por su diagonal. Candela, en cambio,

7 recorre los dos catetos del triangulo rectangulo en vez de la hipotenu-
—— sa (o diagonal del rectangulo), cometiendo asi una imperdonable in-
—

fraccion pitagorica. Mas que repugnancia al aire que sale de alli, yo ca-
si creo que es por miedo de que la placa ceda bajo su peso, o algo.
Una mania como cualquier otra; las mias son peores.

IGNACIO GARCIA-VALINO
g /v - / p =
Ay .

.

Calcula los médulos de los vectores que definen Candela
y su novio al cruzar la placa metalica que airea las emanaciones
del metro. ;Qué relacion existe entre ellos?

Tomamos como origen la esquina por donde empiezan a cruzar
la placa metélica.

En su movimiento, Candela define los vectores (5,0) y (0, 9).
Por tanto, los médulos miden 14 metros.

El novio de Candela define el vector (5, 9).

Este vector tiene por modulo:

52+ 97 =+/106 = 10,30 metros

Es mayor la distancia recorrida por Candela.
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SOLUCIONARIO 5

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

Pon varios ejemplos de magnitudes escalares y vectoriales.
Son magnitudes escalares: la capacidad, el volumen, la superficie. ..

Son magnitudes vectoriales: el peso, la aceleracion. ..

Representa estas rectas.

a) y=—2x o y=—x+1 e) y=2x—2
X —x —1 X
b) y=— d y= f) y=—-1
Y 2 Y 2 Y 2
a) Y4 d) 4
yE T 5
] X X
X1
y: ke
b) YA e) Y
132 =2x—2
X X
Q) Y f) Y
y=Fx+1
X e X

Dibuja dos rectas paralelas, r y s. Después, traza una perpendicular a la rectar y otra
alarectas. ;Como son las rectas que has dibujado?

r

Las rectas son paralelas.
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Geometria analitica

004 | Representa, en un sistema de ejes cartesianos, el punto P(—1, 1) y larectay = x,
y determina la proyeccién ortogonal del punto sobre la recta.

Y

La proyeccion ortogonal de P sobre r
=TT es el origen.

005 | Observa los siguientes dngulos y contesta.

a) ;Cuéanto suman los angulos Ay B?

)
o)

b) Dibuja en tu cuaderno un angulo igual a A

y otro igual a B.

¢) ¢Qué condiciones cumplen los dangulos que has dibujado?

a) Losangulos suman 180°.
b)

>)
@)

c) Son angulos suplementarios.

ACTIVIDADES

001 | Copia estos vectores y calcula gréficamente =

su suma y su diferencia. \7~

U+v U -—V

<l
%

002 | Realiza las siguientes sumas de vectores.

a) @+V)+w
b) U +(V+w)

<y
<
<} N
+
N
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SOLUCIONARIO

003 | Copia los vectores @, b y C, y realiza graficamente _
las siguientes operaciones.

S}
/ﬁ

Sx

a) @+2b Q0 b+(C +a)
b) —¢ +3a —2b

004 | Escribe el vectoLﬁcomo combinacion lineal
de los vectores b y . a

o

Expresa b en funcién de a'y C, y también ¢ b
enfunciébndeayb.

005 | Comprueba que los vectores U y v forman una base,
y expresa el vector w en funcion de ellos.

\
Los vectores Uy V tienen distinta direccion, 7\
2

por lo que forman una base.
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Geometria analitica

006 | DadalabaseB={u,v} T
a) Calculag@=7 + Vyb =0 — V. L»

b) Comprueba que a’ygforman una base.
¢) Expresau yVencombinacion linealdeay b.

a )__::____:7
) a’iu+v .

v v

u—-v

<|

b) Los vectoresa y b tienen distinta direccion, luego forman una base.

E a b
>

—

. d
o uU=—+
2

=2 2

2 2

007 | Dibuja los puntos A(2, 1) y B(1, 2) y calcula.

a) Las coordenadas de los vectores AB y BA.

b) Sus modulos. Y
— N
a) AB=(1-22-1)=(-1,1) B;A‘\

— 1+
BA=Q2—-1,1=2)=(,-1) A

008 | Encuentra cuales son vectores paralelos.

T=@21 b=(-2-1) T=(-21 d=@2-1) =42 f=(-63)
T 2
Los vectores @, by € son paralelos, porque:T =—=—
Los vectores ¢, (Ty f son paralelos, porque: % =—=—
009 | Dados los puntos A(0, 3), B(2, 1), C(—2, 2) y D(—3, 4), halla los vectores.

a) AB—CD b) AC +DC c) BD—CA

a) 2-01=3)—(-3—-(=2,4—-2=2,-2)—(-1,2)=@3, -4
b) (20,2 =3+ (-2~ (=32~ 4= (=2, ~1)+ (1, -2 = (~1,-3)
QA (-3—24—-1)—0—=(=2,3—2=(=53)—-2 1)=(=7,2)

010 | Dados "= (2, —1) y vV = (0, 3), realiza las siguientes operaciones de vectores.

a) u—3v b) 50 +V ) —uU+2v
a) UT—3v=02,-1)—-(0,-9 =229
b) 50+ vV =(10,—-5)+(0,3)=(10,—-2)

Q —U+22v=(=21)+0,6=(-27)
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SOLUCIONARIO

Sean los vectores ' = (0, 2), v = (1, —1) y w = (0, —1). Calcula.
au-v bu-vV+w) oow-v du-w e u-(v-—-2w) f) =20-3v

a) T-Vv=02-(01-1)=-2

b) U-(V+w)=0,2-((1,-1+0-1)=02-0-2)=-
Q wW-v=0-1-0-1)=1

d) T-w=(0,2-0-1)=-2

e U-(Vv-2w)=(02-((1-1)-(0-2)=(02-(01,1)=2
fy —20-3V=(0,—-4)-(3,-3)=12

El producto escalar de dos vectores coincide con el producto de sus médulos.
;Qué puedes decir de los vectores?

u-v=Uu|-|vV]-cosa

Para que el producto escalar de dos vectores coincida con el producto

de sus médulos, tiene que verificarse que cos a = 1. Por tanto, los vectores
deben tener igual direccién y sentido.

Halla el producto escalar de los vectores i = (3, 2) y V = (4, —6). ;Qué deduces
del resultado?

U-V=0032-@ -6)=12-12=0.El producto de vectores no nulos puede ser cero.

Calcula el angulo que forman estos vectores expresados en coordenadas.

a) u=(,-3) vV=(23) b) U=(-1,2) vV=(423)
u-v -7
a) cosa= = =—0,61— o =127°52"29,9"
|T]- V| 10413
b) cos o =——Y 2 018> o= 79 41 42,55"

u
7| 17| 5V

Encuentra tres vectores perpendiculares y otros tres paralelos a los siguientes

vectores.

a) @=(1,1) b) b =(3,2) 0 cT=(01 d) d =(1,—5)

Respuesta abierta.
a) a=(0,1)
Vectores paralelos: (2, 2), (3,3)y (4, 4)
Vectores perpendiculares: (—1, 1), (—=2,2) y (=3, 3)
b) b=(3,2)
Vectores paralelos: (6, 4), (9,6) y (12, 8)
Vectores perpendiculares: (2, —3), (4, —6) y (6, —9)
o c=(01)
Vectores paralelos: (0, 2), (0, 3) y (0, 4)
Vectores perpendiculares: (1, 0), (2,0) y (3, 0)
d) d =(1,-5)
Vectores paralelos: (2, —10), (3, —15) y (4, —20)
Vectores perpendiculares: (5, 1), (10,2) y (15, 3)

203



Geometria analitica

016 | Calcula el perimetro de un triangulo cuyos vértices estan situados
en los puntos A(1, 2), B(3,2) y C(—1, 3).

Calculamos los vectores A_E BC y CA:
AB =(2,0),BC = (—4,1)yCA= (2, 1)
Hallamos el médulo de los vectores:
|AB| =22+ 0% =2

|BC| =N (=4 + 7 =17

|CA| =2+ (=17 =5

El perimetro mide:

2+17 ++5 =836u

017 | Dados A(—2, 3) y B(1, —2), halla el punto medio de ABy los simétricos de A respecto
de By de Brespecto de A.

Llamamos M al punto medio de Ay B.

M_[—2+1’ 3—2]_[—11}
2 2 2" 2

Llamamos A'(x, y) al punto simétrico de A respecto de B.

—24x 3
<1,—2)[ + ,H]%(X,y)(4,—7)
2 2
Llamamos B'(x’, ') al punto simétrico de B respecto de A.
T+x =24y -
<2,3>:[ +2 sk = 58

018 | Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de la recta que pasa por los puntos
A(7,3)y B2, 2).

AB=(=5-1)

Ecuacion vectorial:

OP = OA + tAB — (x,y) = (7,3) + t(—5, —1)
Ecuaciones parameétricas:

x=7-—5¢t
y=3—-t

019 | Halla las ecuaciones paramétricas de la recta cuyo vector director es V.= (—1, 0)
y pasa por el punto A(3, 2).

X=3-—t1
y=2
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020 | Calcula las ecuaciones vectorial y paramétricas de las rectas bisectrices

021

022

023

SOLUCIONARIO

de los cuadrantes.

Bisectriz del primer cuadrante.
Ecuacion vectorial:
Xy =101,1)

Ecuaciones paramétricas:

X =t

y=t

Bisectriz del segundo cuadrante.

Ecuacién vectorial:
0, y) =11, =1)

Ecuaciones paramétricas:

X =t
y=-t

Dos rectas, ry s, ;pueden tener el mismo vector director? ;Qué relacion habra

entre ellas?

Dos rectas pueden tener el mismo vector director. Cuando dos rectas tienen

el mismo vector director, son paralelas o coincidentes.

Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por A(2, —1) y tiene la direccion

del vector d = (2, —1). Averigua si el punto P(3, 1) estd en la recta.

Calculamos la ecuacion continua de la recta:
x=2 _ y—(=1)
2 —1
Comprobamos si el punto P cumple las ecuaciones de la recta:
3-2 1 1—(=1)

2 2 -1

Luego el punto P no pertenece a la recta.

=-2

Obtén la ecuacién general de la recta que pasa por A(1, —1) y B(0, 2).

Calcula también un vector perpendicular a su vector director.

Calculamos el vector director: AB = (—1,3)

Obtenemos la ecuaciéon general:

A=3 B=1 C==3-14+(=N-(=1)==-2
3X+y—2=0

Un vector perpendicular a AB es (—3, —1).
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024 | Halla las ecuaciones explicita y punto-pendiente de la recta que pasa por A(3, —3)
y por el origen de coordenadas.

Calculamos la ecuacion explicita de la recta:

y:mx+nm>73=m~3+n
0,0
y:mx+n¥0:m~0+n

-y =X

Para determinar la ecuacion punto-pendiente hallamos un vector director:

—

OA =(3,-3)
Calculamos la pendiente:
m= = =—1
3
Tomamos el punto O(0, 0):

y—0=—1(x—0)

025 | Calcula la recta que pasa por el punto A(2, 7) y forma con el eje de abscisas un dngulo
de 60°. Explica como lo haces.

Calculamos la pendiente:tg 60° =m — m = J3

Hallamos la ecuaciéon punto-pendiente: y —7 = \/g( -2

026 | Halla los valores de By C para que las rectas r y s sean paralelas.

rr 3x+By+5=0 ssx+2y+C=0

Para que las rectas sean paralelas se tiene que cumplir que:
A B C
+

Al
El

5 iiieCii
1 C 3

I
\
\
o}
I

1

027 | Estudia la posicién relativa de dos rectas que tienen vectores directores
no proporcionales. ;Qué condicion han de verificar para que las rectas
sean perpendiculares?

Si'los vectores directores no son proporcionales, las rectas son secantes.

Sead = (d,, d,) el vector director de larectar,y sea ¢ = (¢, ¢,) el vector director
delarectas.

Las rectas son perpendiculares si el producto escalar de los vectores es cero.

d-c+d-=0>d-¢,=—d,- ;> C = (—dy dy)
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028 | Halla la distancia entre el punto P(2, —1) y la recta r, cuya ecuacién es:

- x—1 _ 2—y
3 2
Expresamos la recta en forma general:
P X 27 g3y —8=0
3 2
aP ) = | AXo + By, + Cl _ [2.243-(=1)-8]| __7 _N13 y

JA 1B J27 4+ 32 J13 13

029 | Calcula la distancia que separa esta recta del origen de coordenadas.

x=3—t
y=242t
Expresamos la recta en forma general:
X=3—t y=2
- —Xx+3= — —2X — 8=0
y:2+2t} X+ 5 v+
d(Plr):|AXO+ByO+C|:|—2-O—1<O+8|: 8 :&Eu

JA 1B 224 (=) Js 5

030 a”a Ia diStanCia entre estas rectas.
X 1 =2
y . x =2t }

r—= :
2 5 y =345t

Calculamos el vector director de la recta r: U; = (2, 5)
Hallamos el vector director de la recta s: U; = (2, 5)

Tomamos un punto de la rectar, A(0, 1), y vemos si pertenece a s:

t=20
0=2t
: - 21— A
51:S+St} r:—z #s

Expresamos la recta, s, en forma general:

TN SUN. S St BNV Vg
y =345t 2 5
Las rectas son paralelas, y calculamos la distancia de A a s:
A ) — |Axo+8y0+Cl _15-0-2 1+6| 4 429 J

JA 4B Jo+2 v 29

031 | Calcula el angulo que forman las rectas.

L X=2 Y+ o x=1-2t
-3 3 Ty=-3+t
lda+d-ol _ 3:(=2+3-11 3 10

cos v =

JE+d Jata J32+32~J( »+r 30 10

— o =71°33'54,18"
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032 | Alavista de la siguiente figura, realiza las operaciones

| Jolke)

indicadas.

a) AB+BI f) AB+ 2DC

b) BC —EF g) BF —IE

) IH +2BC h) 2AI + 2CD
d) AB+JF +DC i) AE —AC

e) HG +2CJ +2CB j) 2IE +IB —BC
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SOLUCIONARIO 5

(.)g,} Haz las siguientes operaciones.
T a) U+V
> b) 2v+u—w
v Q) 2W—U+3V
\'w d v—-2u—w
\ e) 2U+w
a)
|
\
\
b) L@
WX
)
\
\ \
1A .
o} L
|
i\
\
\
Bl
|
\ 2w — 7437
|
|
\
d)
| W NG
\ -
\
e)
AN \
[IHRNEEA
\ 20 +w \\ \
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034

®0C

035
L JoRel

036

®0T

Expresa los vectores AC, AF, EB, AE y FC de lafigura ‘
como combinacion lineal de los vectores AB'y BC.
AC = AB + BC ‘
AF= —AB + BC
EB = 2AB — 2BC F A
AE = —AB + 2BC
FC = 2AB

Comprueba que los vectores " y V de la figura forman una base.

|

<

Dibuja los vectores con coordenadas en esa base.
a) 2,1) b)) G -1 9 (=23)

Como los vectores tienen distinta direccion, forman una base.

a) L b) o}
u i\ /I
/ II /
/
/ /
v
Razona qué pares de vectores forman una base.
a) U=(2,-3)yv=_(54) b) U=(0,-2)yv=(41)

a) Los vectores Uy V' son linealmente independientes, puesto que no son
proporcionales.

2
2, =3)=1t54 > > L5 Noson proporcionales.
t=——
4

b) De forma analoga, tenemos que:

t =
0-2=t41)—> 2} — No son proporcionales.



SOLUCIONARIO

037 | Si, respecto de una base, los vectores T y Vson ' = (2, —=3) yV = (5, 4),
°®° | halla las coordenadas de los siguientes vectores

a) 2U+Vv o —u+2v e) =30 —V
b) 50+ 2V d) 27+%V f) —

a U+V=4-6+054=

© -2
b) 504 2v'= (10, —15) 4 (10,8) = (20, =7)
Q —U+2V=(-23)+(10,8=(811)
d) 20+ % V=4 -6+ 252 =65-4)

e) =307 —V=(=69+(=5-4)=(-11,5)
f _1m27_[_1, 3]+[10,8]_[7/ 25]
2 3 2 33 3.6
03§ Calcula Xy ppara que los vectores ' = (5, 1),V = (—1,4) y w= (13, 11) verifiquen
T queNT 4+ W =w
NG, 1) 4 (=1, 4) = (13, 11)
e5x_“:13}ﬂsm—m—uzwau:z—mﬂ

N+ 4 =11

039 Halla el médulo de Jos vectores a, B)
°®" | dados @ = (—3,4),b = (-5, —12)yT = (3,

|a| = \/ 3 +42 =5 T+b=(—8—8)

15| = (=127 =13 |T+b| =87+ (—87 =128 =82
7] =32+ (=12 =10 26 — T =(=10,-24) + (=3,1) = (=13, -23)
|26 — | = (=132 +(—23)* = /698

040 | Siu=(3,1)yv=(2 —1),calcula.

eeC

a) u-v b) u-2v Q) U +3V)-v d v-Uu—Vv)
a) U-v=@E10-02-1"=6-1=5
by T-2v=031-4-2=12-2=10
Q QUA3IV)-V=(62+6-3)-2-1=012,-1)-2,-1)=244+1=25
d T-@-V)=@D-GBN+(=21)=61-0,2)=3+2=5

041 | Dados los puntos A(3, 7), B4, 9), C(—4, 3) y D(4, 9), json paralelos
®®° | los vectores ABy CD?

AB=1(,2)
D =86

8 6
No son paralelos, porque: T #* —

2
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042 | Calculaelvalordetparaqued -v=7,sid=(—1,2)yv=_3,1.
[“Xeke] s
Halla el médulo de los dos vectores.

u-v=7

(71 2)-3,H)=7—> 3+2t_7—>t_5
=J(=1)7+2 =

[V :\/324-52:\/34

043 | Sig=(a,b),V=(c

L2 2e)

a) U4+v=Vv u+v U-U+20-V+vV-v
b) u-(V+w)=Uu-V+Uu-w d @+V)-—-V)=u-0—-V-V

+
b+ (cd)=@+cb+d)=(c+ad+b=I(d+@b=v+T

a) UT+V=I(q,
b) T-(V+w)=1(a,b)-(c,d)+ (e f)=(ab) - (c+ed+f)=ac+ae+ bd+ bf
U-V+u-w=1(ab)(cd+b)-(ef)=ac+ bd+ ae+ bf
v =(ab)+(cd)-(ab) +(d)=

ob+d)-la+cb+d) =ad ++2ac+ b+ d + 2bd
U-U+20-V+V-V=I(ab) (ab)+(2a,2b)-(c,d) + (cd) -(d =
=+ b*+2ac+2bd + ¢ + &

d) T+V)-@T—-V)=(ab)+(d)- (ab)—(d)=
=@+cb+d)-la-—cb—d)=a*-+b—d*

T-T—V-V=(b ab—-Cd- -cd=a+b—-——d

S
+,\

044 | Decide si los siguientes vectores son perpendiculares o paralelos.
°Yeolo) — —-
a) @ =(=2,4yb=@32) b) € =4 -3)yd =(6,8)
-2 4
a — #F—
3 2
No son paralelos.
T-b=(-24-32=-6+8+#0
No son perpendiculares.
4 _
Dt
6 8
No son paralelos.
T-d=04-368=24-24=0
Son perpendiculares.

045 Encuentra un vector U = (a, b) que es perpendicularaVv = (3, 5) y cuyo médulo

sea |U| =2+/34.

17~7:(a,b)-(S,S):S(H—Sb:O—)a:—%
|T|= [ 5:]+b2_2f—> =136 340" =1224 > b=+/36 = 46
Sib=6—->a=-10 Sib=—-6—a=10
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046 | Dado el vector p = (6, 2), obtén un vector g con médulo V89 ytalquep -qg=14.

| Jeolke)

P -Gd=(672-(ab=6a+2b=14—>b=7—3a

4
|G|=Na@+(7 30 =89 - 100 —420—40=0—{"7 "5
4 47 % =>
Sia=——->b=—
5 5

Sia=5—b=-8

047 | Hallamy n para que los vectores U= (3,m)yV =(n, —1) sean perpendiculares
" | y se verifique que | 77| =5.

[T =V3¥4+m =5-594+4m =255>m==4

Sim=4:

4
(3/4)(n/71)zo—)3n7420—)n:§
Sim= —4:

(3,—4)~(n,—]):043n+4:09n:—g

048 | Calculamparaquev=(7,=2)yw = (m, 6):

a) Sean perpendiculares.
b) Sean paralelos.
¢) Tengan el mismo mdédulo.

12
a) (7,2)~(m,6):7m+12:0%m:77
) L= =2 5m=—2
m 6

O |V =72+ (=2 =53
7| = Jm* 1 6

53=m’4+36—->m=+17

049 | Dadosa = (6, —2) yl_J) = (16, 12), calcula el valor de m para que los vectores
L X B —

—

T=mad +b yV=ma —b sean perpendiculares. ;Hay una solucién Unica?
U=m6, —2)+(16,12) = (16 +6m, 12 — 2m)
V=m6 —-2)—(16,12) = (=16 +6m, —12 — 2m)
Para que los vectores sean perpendiculares, su producto escalar debe ser cero.
(16 4+6m,12 —2m) - (=16 + 6m, =12 — 2m) = 36m’ — 256 +4m’ — 144 =0

—>m=i\/ﬁ

La solucién no es Unica.
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—

050 | ;Podrias conseguw unvectora talqued -b =5, siendo b=(@21), y que sea
- | perpendicularac = (2, 6)?

a-b=5-(@b)-2,1)=5—=2a+b=>5
a-c=0-(ab) -2,6=0-32a+6b=0

Resolvemos el sistema:
a=3,b=-—1

¢®¢

051 | Considera que A, B, Cy D son los vértices de un cuadrado de lado 1 cm.
““% | Calcula los siguientes productos escalares.

a) AB-BC b) AC -DB o) AD -CB d) AC -CB

Tomamos el punto A como origen, por lo que obtenemos las siguientes
coordenadas: A(0, 0), B(1,0), C(1, 1) y D(O, 1)

a) AB=(1,0,BC=(0,1)

(1,00-(0,1)=0

b) AC =(1,1),DB =(1,-1)
(1L,1)-(0,=1)=1-1=0

¢ AD=(0,1),C8 =(0—1)
0,1)-(0,=1)=—1

d) AC=(1,1),CB=(0—-1)
(1,1)-(0,—=1) = —1

052 Por una traslacion, el punto (1, —3) se transforma en (3, 7). ;Cudl es la imagen
del punto (—2, 5) por la misma traslacién? ;Y la imagen de (4, —6)?

Calculamos el vector de la traslacion:
A(1,-3),B(3,7)

AB =(2,10)

Hallamos la imagen de (-2, 5):
(—2,5)+ (2,100 =(0,15)
Determinamos la imagen de (4, —6):
(4, —6)+ (2,10) = (6,4)

053 | Halla el angulo que forman los vectores.

eCo

a) @=(—1,5yb =32 0 €=(—64)yf =(-9,6)
b) ©=(1,3) yd =(-1,v3) d) §=02 -5 yh=46)
b 7
a) cosa= — = =038 = o =67°37"1151"
|a|- 6] 26 V13
c.d 2
b) cosa= — = =05—->a =060
el 1d] Va4
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SOLUCIONARIO

C) cosa= f_, /8 =l-a=0
|- 171 52-vn7

d) cosa= g h_, —0,56 — o0 = 124° 30" 306"
lg-1hl FF

054 | Calcula m para que los vectores @ = (8, —6) y!_)) = (m, 3) formen
°““ | un angulo de 60°.

Cos6O°:a+b_,—>i:M—> m>+9 =16m—46
|a]- o] 2 10+m?+9
—>255m2—1.472m+2.1O7:O%m:ﬁi 4411
255
055 | Encuentra un vector a que forme un angulo de 30° con b= (3, —4)
[cXeke] —
ytalque |@ | =3 -|b].
cos30r=—20_ 3 _30=% 154503 —6a—8b
|7 |5 2 5345
Ja+b? =53 s a2 +b2=75
Resolvemos el sistema:
_15+5J3+8b 2
6a-8b=15+5V3] =6 — [1545V3+80) .
a+b’=75

5067 + 403 (V3 + )b+ 7543 —1.200 =0

—>b=-

3(V3+1) i\/u%—ﬂﬁ

5 50

056 | Calculaay b, silos vectores U = (a, 4) y vV = (b, 14) forman un angulo de 45°
[cX<Xe] —
y |T|=5.

cos45°=—4L YV %Q:MHS\/E—M/%Z—H% —2ab+112
|7 - V] 2 544b+1%

Ja*+16 =5

Resolvemos el sistema:

. 36(56\5—5) 9629 — 560\/—
SV2 4207 1392 =2ab+112] 4ess
Ja*+16 =5 ) 56f 9629 — 560f
- _
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057 | Halla el punto medio de los segmentos de extremos:

o a) A(3,5)yB(911) c) A(4,5vyB(7,1)
b) A(—3,1)yB(7, —4) d) A(—6, —1)y B(—9, —3)

Llamamos M al punto mediode Ay 8.

B M= 3+9,5+H](6,8)
2 2
b) M= 3+7']4]_[2'_3]
2 2 2
c)M=4+?5+q=Fﬁﬂ
202 2
@ m=[=6=2 —1—3]_[_151_2]
2 2 2

058 | Si el punto medio del segmento AB es M(3, 5), dado A(9, 7), calcula el punto B.
°““ | Luego obtén A con M(—1, 5)y B(4, —9).

Sea B(x, ).
9+«
= _
(3'5)_[9+x,7+y]ﬁ 2 | X
2 2 s_7ty| y=3
2
Sea Alx, ).
B 44+ x
_ - =6
<_1,5)_[4+X,9+y]% 2 | X
2 2 s_ 9ty y=19
2

059 | Halla las coordenadas del punto simétrico de P(—4, 2) respecto del punto Q(5, —1).
o0 Determina también el punto simétrico de A(3, —2) respecto de B(—3, 4).

Como P(—4, 2) es el punto medio de Q(5, —1) y Q'(x, ):

5+ x
S5+x —1+ 4= x=-13
(—4, 2)—[, y]—> -
2 2 ,_ly | y=s
2

Y como B(—3, 4) es el punto medio de A3, —2) y A'(x, y):

3= 3+ x
_ - =-9
(_3'4)_[3”’2”]% 2 |
2 2 4_—2+y y =10
2
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SOLUCIONARIO

SiA(3,1),B(5,7)y C(6,4) son tres vértices consecutivos de un paralelogramo,
;cudl es el cuarto vértice?

Calculamos el punto medio del segmento AC:

M_[3+6' 1+4]_[9’5
2 2 2 2

El cuarto vértice, D(x, y), es simétrico de B respecto de M.

9 5 5+x 74+x x=4
— == X -
22 2 2 y=-2

Dos vértices consecutivos de un hexagono regular centrado en el origen
de coordenadas son (4,0) y (2, 2\/§) Calcula las coordenadas de
los demas vértices.

Calculamos los vértices A'(a, b) y B'(c, d), que son simétricos de Ay B respecto de O.

a=—4 a=-2

- 0,00=(2+a 23 +b] -
00=(+a0+b—>]~ } 00=(2+ +b) : _2ﬁ}
El vértice C se obtiene con una traslacién con origen en By vector (—4, 0):
C=(22V3)+ (40 =(-22v3)

El vértice C' se obtiene con una traslacion con origen en B"y vector (4, 0):

C'=(-2-2v3)+10=(2-2V3)

Tres vértices consecutivos de un hexagono regular son (0, 0), (2,0) y (3, \/g)
Halla los otros vértices.

Sabemos que A(0, 0), B(2,0) y C(B, \/g)

Calculamos el vértice D, con una traslacion con origen en Cy vector gufa(—L \/g)
D=(33)+(=1,v3)=(2 23)

Hallamos el vértice £, con una traslacién con origen en D'y vector gufa (—2, 0):
F=(22v3)+(=2,0=(0,2V3)

Determinamos el vértice F, con una traslacién con origen en £

yvectorguia(q, 7\/§>:

F=(02v3)+(=1, —/3)=(=1,43)

Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el segmento de extremos
A(5, —1) y B(17, 8) en tres partes iguales.

Calculamos el vector AB: AB = (12,9

. o 1 . )
El primer punto estaré situado a g de distancia de uno de los extremos

2
del segmento, y el segundo, a 3 de distancia.
P, :A—f—%A_E: G -D+—0129=02

(12,99=(13,5)

Wl W=

PQ:A+§TB=<5,—1>+
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064 | Determina el valor de g, sabiendo que la distancia entre Q(—6, 2) y P(a, 7) es 13.
°2° | Escribe también las coordenadas y el médulo del vector PQ.

\/(—6—0)24—(2—7)2 =13—>5+36+120+a’+25 =13

—_18
Sa+12a—108=0— "
a,=6

Calculamos las dos soluciones:

PO = (—12, —5)
PO = (12, —5)
|PO|=13

065 | Demuestra que el triangulo de vértices A(3, 1), B(9, —1) y C(5, —5) es isOsceles.
(Es equilatero? ;Cuales son sus lados iguales? Calcula su area.
Hallamos los vectores formados por los vértices del tridngulo:
AB = (6,—2),BC = (—4,—4)y AC= (2, —6)
Calculamos los médulos de los vectores:
|AB| =36 +4 =40 u
1BC| =~16+16 =32 u
|AC| =4 +36 =40 u
Como el tridngulo tiene dos lados iguales, ABy AC, es un tridngulo isdsceles.

Para hallar el drea calculamos la altura, h, sobre el lado BC aplicando el teorema
de Pitdgoras:

/ =J40-8 =32 u
i 6 u

= = =1
2

066 | Determina si el tridngulo de vértices A(12, 10), B(20, 16) y C(8, 32) es rectangulo.

sec
Calculamos los vectores formados por los vértices del tridngulo:
AB = (8,6),BC=(—12,16)y AC = (—4,22)
Hallamos los modulos de los vectores:
|AB| =64 +36 =10u
|BC| = /144 + 256 = /400 =20 u
|AC| =16 + 484 = /500 u
Siel tridngulo es rectangulo, debe verificar el teorema de Pitdgoras.
|AC|2 |AB|2+ |BC|2
10?7 + 207 = 500
Luego el tridngulo es rectangulo.
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067 | Halla la longitud de la mediana que parte de A en el triangulo c
°®° | de vértices A(—1, 4), B(6, 5) y C(10, —3). ;Coincide la mediana
con la altura en este caso? Justificalo.
Calculamos el punto medio, M, del segmento CB:
6+10 5-3
M= , —— =81
[e419,223) A :

Para hallar la longitud de la mediana, determinamos el modulo del vector AM:
AM =(9,-3)  |AM|=+/81+9 =90

Para que la mediana, AM, coincida con la altura sobre el lado CB, los lados ACy AB
deben seriguales.

AC=(11,-7) AB=(7,1)

|AC| =121+ 49 =170 |AB] =49 +1 =50

Luego la mediana no coincide con la altura.

068 | Halla los vértices de un cuadrado si dos de esos vértices no consecutivos
°®” 1son(3,1)y (9, =7).
AB3,1),C(9, —7),Bla,b)y D(c,d)
Calculamos la longitud de la diagonal formada por los vértices dados:
IDl=JO =3 +(=7—17 =36+ 64 =10
Hallamos la longitud de los lados, 1: 100 = 21> — [ = Js0
La longitud de los vectores AB, CB, CD yA_5 debe serigual a la longitud del lado.

J50 =J@=37+(b -1 ->50=a"—6a+9+b>—2b+1
V50 =J(@— 97+ (b+7)? — 50 = a®>—18a + 81+ b% +14b + 49
V50 = Jc— 92 +(d+77 = 50=c*—18c + 81+ d? +14d + 49
V50 =\(c=3+d =17 ->50=c"—6c+9+d —2d+1

Resolvemos el sistema: B(2, —6) y D(10, 0)

069 | Los vértices de un triangulo son (-7, 3), (1, 1) y (—1, —5). Halla los puntos medios
‘ de sus lados. Comprueba que el tridngulo que determinan tiene los lados paralelos
al primero y que la medida de sus lados es la mitad.

Calculamos el punto medio, C', del lado AB, siendo A(—7,3) y B(1,1): C'= (-3, 2)
Hallamos el punto medio, B, del lado AC, siendo A(—7, 3) y C(—1, =5): B'= (=4, —1)
Determinamos el punto medio, A’, del lado CB, siendo B(1, 1) y C(—1, =5): A"= (0, —2)
Calculamos los vectores formados por los vértices de los tridngulos:

AB = (8,—2),AC= (6,—8)y BC = (—2, —6)

AB = (—4,1),AC= (=3,4) yBC'=(1,3)

Como las coordenadas son proporcionales, los lados son paralelos.

Determinamos la longitud de los lados:

|AB| =64 +4 =68 =217 \AB | =16+1 =17

|AC| =36 +64 =10 |AC| =9+16 =5
|BC| =4 +36 =40 =210 16T =149 =10
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070 | Dados los puntos A(3, 0) y B(—3, 0), obtén un punto C sobre el eje de ordenadas,
de modo que el tridngulo que describan sea equilatero. ;Hay una solucién Unica?
Halla el area de los tridngulos que resultan.

Los vectores formados por los vértices deben tener la misma longitud.
SiC(0, 0):

|CA| =9+ |CB| =9+’ |AB| =6

6=vo+c2 >c=+27

Los puntos pedidos son: CW(O, 3\/§) y CZ(O, ,3\/§)

Calculamos el drea de los triangulos:

:M:Lé\/g =93¢

2

A

071 | ;Qué condiciones tienen que cumplir los vectores 'y V para que (0 + V) - (7 —V) = 0?
o Con este resultado demuestra que si un paralelogramo tiene las diagonales
perpendiculares, solo puede ser un cuadrado o un rombo.
U=(ab V=I(d
a@+cb+d-a—cb—d)=0=ad -+ —-d=0-a+b=+d
- 7] = V]
Si "y V son los lados de un paralelogramo, U+ V'y U— V son sus diagonales.

Por tanto, si las diagonales son perpendiculares, los médulos miden lo mismo,
por lo que solo puede ser un cuadrado o un rombo.

072 | El lado mayor de este triangulo es un didmetro
“®® | delacircunferencia.

Expresa el vector AC como combinacién lineal

deu ydeV. ¢ B
Realiza el producto escalar AB - AC y simplifica
todo lo posible. ;Qué resultado obtienes? A

AC=T-V  AB=0U+7V
Los modulos de Uy V' son iguales, ya que son radios de la circunferencia.
AB-AC=([T-7V)-@+V)=|T]*— |V]*=0

073 | Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de las rectas que cumplen
°9° | estas condiciones.

a) Pasa por los puntos (—3, 1) y (5, 3).

b) Pasa por el punto P(3, —4) y su vector director es vV = (—2, 7).

c) Suecuacion explicitaesy = —3x + 4.

a) Calculamos el vector director: (8, 2)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (5, 3) + (8, 2)

X:5+8r}

E ion ramétricas —
cuaciones paramétricas =342
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b) Ecuacion vectorial = (x,y) = (3, —4) + t(—2,7)

X=3-=2t }

Ecuaciones paramétricas —
P y=—4+7t

c) Hallamos dos puntos de la recta: A(0, 4) y B(1, 1)
Calculamos el vector director: AB = (1, —3)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (1, 1) + t(1, —=3)

Ecuaciones paramétricas — x=1+t
P y=1-3t

074 | Expresa la ecuacién continua de la recta que:

| Jeolke)

a) Pasa por los puntos (8,3) y (1, 5).
b) Pasa por el punto P(—2, 5) y tiene como vector director V.= (3, —4).
¢) Suecuacion generales —2x+y+7=0.

a) Calculamos el vector director: (=7, 2)
x—8 y-—3
—7 2
b) Ecuacién continua — XTH —y=
—4
¢) Hallamos dos puntos de la recta: A(0, —7) y B(1, —5)

Ecuacion continua —

Calculamos el vector director: AB = (1,2)

Ecuaciéon continua e% = yT—H

075 | Escribe la ecuacién explicita de la recta que:

eCo

a) Pasa por los puntos (—3,5)y (3, —1).
b) Pasa por el punto P(—1, 0) y tiene como vector director vV = (—3, —2).

c) Suecuacion continua es X - y7—3
—2 5
(=39
Q) y=mx+n——>5=-3m+n
B -1
y=mx+n—> —1=3m+n
Resolviendo el sistema obtenemos:m=—-1yn=2—y=—x+2

b) Calculamos la pendiente:m = %
El punto P(—1, 0) debe cumplir la ecuacion de la recta.
2 2 2
y=—x4+n—->0=——+n—->n=—
3 3 3

Por tanto, la ecuacién explicita de la recta es:

y—gx_i_g
3 3
o} L:)/7_3%5)(:—2)/+6—>y:—£x+3
-2 5 2
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076 | Comprueba silos puntos A(—3, 2) y B(5, —1) estan en las rectas.

®00
—3_ 5x —3
a =3 zx} b) y= X3 0 5x—2y+19=0 d) X:4:yT+7

y=3+4x

x=3
a) 73:372>\}_>

2=344xn | Ta=—!

4
El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.

5=3-2 |  x=-1
—1=34+4] "x=-

El punto (5, —1) pertenece a la recta.
b)27ﬁ;15_3

El punto (-3, 2) no pertenece a la recta.
25-3

—1#

El punto (5, —1) no pertenece a la recta.
o —15—-4+4+19=0
El punto (—3, 2) pertenece a la recta.
254+2419#0
El punto (5, —1) no pertenece a la recta.
344 247

5 T

El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.

544 —147

3 2

— El punto (5, —1) pertenece a la recta.

077 | Expresa en forma vectorial, paramétrica y continua la ecuacion de la recta que:

Yele!
'| —
a) Pasa por el punto (1, 3) y es paralela a la recta x+1 = 'Vif

b) Es paralelaalarecta 5x —2y + 12 = 0y pasa por el punto (—2, 5).

a) Vector director de la recta: (2, —4)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (1, 3) + t(2, —4)

E ion ramétri —>X:H_2r

cuaciones parameétricas y=3— 4
., . x—1 y—3
Ecuacion continua » —— = ——
2 —4

b) Vector director de la recta: (2, 5)
Ecuacién vectorial — (x, y) = (=2, 5) + t(2, 5)

Ecuaciones paramétricas — X=—2+2
uaci p i Y =545t
Ecuacion continua — X+2 _y=>
5
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078 | Expresa en forma explicita la recta que:

Yels!
a) Pasa por el punto (0, —1) y es paralela a la recta X=2+ 3)\}.

/ y=—4
X—=3 _ L1 y pasa por el punto (5, —2).

b) Es paralela alarecta

a) Vector director de la recta: (3, 0)
Pendiente:m =0
—1=0+n->n=-1
Ecuacion explicita = y = —1

b) Vector director de la recta: (4, —1)

Pendiente:m = 1
4
5 3
—2=——4+n—->n=—-—
4 4

- - 1 3
Ecuacion explicita > y = ——x — —
4" 4

079 | Escribe la ecuacion general de la recta que:

eco =—I=
a) Pasa porel punto (10, —2) y es paralelaala recta; - R 1 zix},
b) Esparalelaalarectay = 83 y pasa por el punto (4, 0).
a) Expresamos la recta en forma continua: al _3]0 = y74-22

Y la expresamos en forma general: =2x +20 = =3y —6 - —2x+3y + 26 =0

b) Vector director de la recta: (1, 4)

Y

4

Y la expresamos en forma general: 4x — 16 =y —>4x—y — 16 =0

) X —4
Expresamos la recta en forma continua: =
1

080 | Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de la recta.

[ Jele)
a) Pasa por el punto (0, —3) y es perpendicular a la recta X +32 = yT—H

b) Pasa por el punto (—5, 0) y es perpendicular a la recta —3x —2y + 7 = 0.

a) Un vector perpendiculara (—3,4) es (4, 3).
Ecuacion vectorial — (x, y) = (0, —3) + t(4, 3)

Ecuaciones paramétricas — X =4
P y=—3+3t

b) Calculamos el vector director de la recta:
A(1,2),B(=1,5) = AB = (—2,3)
Un vector perpendiculara (=2, 3) es (—3, —2)
Ecuacion vectorial = (x,y) = (=5,0) + (=3, =2)

' - x=-=5-3t
Ecuaciones paramétricas — y— -2t
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081 | Determina la ecuacion continua de la recta que cumple estas condiciones.
Yele!

a) Pasapor el punto (7, —1) y es perpendicular alarecta y = ﬂ

b) Pasa por el punto (—4, 4) y es perpendicularalarecta —2x+y + 7 =0.

a) Calculamos el vector director de la recta:
AB=(3,—1)
Un vector perpendiculara (3, —1) es (1, 3).
Expresamos la recta en forma continua:
X=7 _y4d
T3
b) Calculamos el vector director de la recta:
A0, —7), B(1, —=5) = AB = (1,2)
Un vector perpendiculara (1, 2) es (—2, 1).
Expresamos la recta en forma continua:
X+4_y-4
-2 1

082 | Halla la ecuacién explicita de la recta que:

| Jeolke)

a) Pasa por el punto (2, —5) y es perpendicular a la recta X ;_ 1_ _34 .

b) Pasa por el punto (—4, 8) y es perpendicular a larecta —2x 4+ 3y — 16 =0.
a) Calculamos el vector director de la recta: U, = (3, 2)
La pendiente de la recta es m = 3
Como pasa por el punto (2, —5): ’
—5:%~2—|—n—>ﬂ:—E

- 2 19
Laecuaciéndelarectaesy = —x — —

S
b) Calculamos el vector director de la recta: U, = (-2, 3)
3
La pendiente de larectaes m = ——.

Como pasa por el punto (—4, 8):

8=fi~(74)+n—>n:2
2
La ecuaciénde larectaes y = —%x + 2.

083 | Determina la ecuacion de una recta que pasa por los puntos (—1, —10) y (2, ¢),
°®" | sabiendo que su pendiente es 7. Expresa la recta en forma continua y general.

Hallamos el vector director: (3, ¢ + 10)

10
Como sabemos que la pendiente es: 7 = % -2l=c+10->c=11

u,=210
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084 | Determina el punto de la recta x=1 It 1, que dista 2 unidades del punto P(—2, 2).
o000 2 —

Expresamos la recta en forma paramétrica:

X =142t

y=-1-t

Los puntos de la recta son de la forma:

A +2t,—1—1)

SOLUCIONARIO

Expresamos la recta en forma continua:
x+1 y+10

3 21
Y la expresamos en forma general:

21x+21=3y+30=21x-3y—9=0

Calculamos los vectores que van de la recta al punto P:
AP=(-3-2,3+41

Veamos cudles de estos vectores tienen modulo 2.
2=(3-200+G+0? > 4=0+412+ 47+ 9+ 61+ 12

911
5
9+

5

6
=57 +18t+14=0—
5

Por tanto, los puntos son:

—18—2dm 9+W] ) —18+ 2411 9-J11
T 2 T

T+
5 5

AT+ T+ T+

5 5

085 | Estudia la posicion relativa que tienen estas rectas.

eCo

a) r:

b) r:

x=1—4X S_x=2+3u
y=3-2X Ty=7-2u
X =1—6X S,X=2+3M}
y=—-34+2X Cy=—p

a) U =(-4-2)

U,=3-2
Como los vectores no son proporcionales, las rectas son secantes.
U=(-6,2)
U=06-1
Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A,(1, —3), de la recta r, pertenece a la recta s.

1
i B
p=3

Las rectas son paralelas.
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086 | Decide qué posicion relativa tienen las rectas.
L Je}e]

®

a) r X —2 _ y+1 . xX+1 _ y+3
6 -2 -3 1

1 -2 1 3

b) r: x+1_y=—2 s: X+l _y+3
2 -3 2 -3

a) U,=6-2 U=(31

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A2, —1), de la recta r, pertenece a la recta s.
241, =143
- ¢ - =

-3 1
Las rectas son paralelas.

b) 07=(2, -3) U,=(2,-3)
Como los vectores son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A(—1, 2), de la recta r, pertenece a la recta s.
—14+1 =243
+
2 -3
Las rectas son paralelas.

087 | Investiga qué posicion relativa tienen los siguientes pares de rectas.
®O0

a) r3x—5+9=0 s x+4y—3=0
b) r: 6x—4y+11=0 s: —9%+6y—1=0
o r4x—y+1=0 st 2x—3y+13=0

3 =5
a —# o — Las rectas son secantes.

b) %9 = o #* il — Las rectas son paralelas.
1

—4

4 -1
¢ — # —— — Las rectas son secantes.

088 | Discute la posicién relativa de estas rectas.

[ Jele)

a) r:y:6x_1 s:y:_3x+5
4 -2
b) r:y:6x+18 S:y:4x+12
9 6
a) Lapendientedelarectares:m,= % = %
La pendiente de larecta s es:m; = %

Como las pendientes son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A(1, —1), de la recta s, pertenece a larectar.

6—1
—1# —— — Las rectas son paralelas.
4
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b) La pendiente delarectares:m,=

La pendiente de larecta s es:m; =

o|s~ oo

Como las pendientes son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A0, 2), de la recta s, pertenece a la recta r.

60418

2 — Las rectas son coincidentes.

089 | ;En qué posicidn relativa estan estas parejas de rectas?
[eXeze)
x=—14+4X
ar
) y=3-2X }
b) r: y:5x+1 x+3 y—7
—2 2 —5

s x+2y—7=0

a) Expresamos la recta ren forma general:
1 -3
X: :y—2—>—2x—2:4y—12—>—zx—4y+wo:o

Las rectas son paralelas.

b) Expresamos las rectas en forma general:

ro =2y =>5x+1 s =5x—15=2y—-14
5x+2y+1=0 S5x+2y+1=0

Las rectas son coincidentes.

Q?O {Qué posicion relativa mantienen los siguientes pares de rectas?
o a) rpasapor(—3,4)ypor (8, —1).
s x—2y+15=0
b) rpasapor(—1,4)y por (2, —5).
o X*t2_y=7

—1 3
(=39

a) y=mx+n— 4=-3m+n

y=mx+n L, —1=8m+n

5 9

y:fﬁer? — 5x+ 11y — 29 = 0 — Las rectas son secantes.
b) ¥,=(3,-9

u=(-13)

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A(—1,4), de la recta r, pertenece a la recta s.

—14+2 47 _—
re_4-7 — Las rectas son coincidentes.
—1 3
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091
Zo

092

eeC

093

| Jolke)

(En qué posicién relativa estan estas parejas de rectas?

. X = —6X
a) resperpendiculara3x —4y+11=0. s y=—34 8>\}
2x+3 X —3 1
b) resunarecta perpendicularay = * s — = = y+i

-5 2 5
a) Calculamos el vector director de la recta:
3
m=—-—@43)
4
Este vector es perpendicular al vector director de la recta s.
U,=(43) U, =(-6,8)
Las rectas ry s son perpendiculares.
b) Calculamos el vector director de la recta:
—2
m=——05 -2
5
Por tanto, un vector perpendicular a ella es vector director de la recta r.
U, =(5-2) U, =(2,5)
Las rectas ry s son perpendiculares.

Determina la ecuacion de la recta r, que es perpendicularas:3x —2y +1=0

y que pasa por el punto de coordenadas P(0, 2).

. 3
Hallamos el vector director de la recta:m = — — (2, 3)

Por tanto, un vector perpendicular a ella es vector director de la recta r.

U,=(-32
X = =3t
y=2+2
Calcula los puntos de corte, si es posible, de las parejas de rectas.
X=2+3X\
a) r 2x — 8=0 s:
) y+ y=7+>\}
by ry= —2Xt+7 sX—2 _y—-1
3 3 —2
o r x—1_y+3 $:3x+y+2=0
2 —6
@ X="1-3 G X=3 _y+7
y=5+8X 1 —4
x=1+X
e)ry= 6x+3 s: 3

a) 243N —-T7+N+8=0>244+6A—7—-X+8=0->x=—1
El punto de corte es P(—1, 6).

b) 3y =—2x+7 _)2X+3y:7
—x4+4=3y-3] T —x-3y=-7
Hay infinitos puntos de corte, y las rectas son coincidentes.



094

095

09

[SXeRel
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Q —6x+6=24+6 %—6x—2y:0 %3x+y:0
X+y+2=0 X+y=-2 X4 y=-2
No hay puntos de corte, y las rectas son paralelas.

—1-3\—3 _ 5+8\+7

d) 1 2 S I2N+16=8\+12 > X=—1
El punto de corte es P(2, —3).
o %—1—3)\:%)\4_3%34-@\:6)\—1—9
No tiene solucién, las rectas son paralelas.
Halla el valor que debe tomar k para que la recta X+1 = y=2
X=3-—X k 3
sea paralela a .
y =245\
Para que las rectas sean paralelas, los vectores directores deben ser proporcionales.
—1 5 5

Encuentra el valor de a para que la recta ax 4+ 3y — 7 = 0 sea paralela

x—1
a

=y+2.

Para que las rectas sean paralelas, los vectores directores deben ser proporcionales.

-3 a 3
—_— == ——
5 1 5

;Para qué valores de m son estas rectas perpendiculares?
rry=mx+6 s: 8 —5y+1=0

u,=(58)
Cualquier vector perpendicular es proporcional a (—8, 5).

) 5
Por tanto, la pendiente es:m = fg

Prueba que todas las rectas cuya ecuacién es del tipo y = ax + a pasan por el mismo

punto. Halla el punto y la recta de ese tipo que es paralela a: X =21-3Xx .
y=—14+2X

Hallamos el punto de corte:

y=ax+a

y=bx+b

Todas las rectas pasan por (—1, 0).

Como la recta es paralela a la recta dada, su vector director es (=3, 2).

}—>ax+a:bx+b—>(a—b)x:—(a—b)—>x:—1—>y:0

m=—-=
3

2 2
larectaes.y = ——X ——

3 3
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098 | Calcula la perpendicular trazada desde el punto Pa larectar.
[ X Je)
a) r 2x—5y+9=0 P4, —14)

=3-2)\
b) r: X P(4, —5
RISt
onrny= x =2 P2, —4)
a) U, =52

Un vector perpendiculara U, es (=2, 5).

Calculamos la perpendicular:

X =4—2X\
y=—1445X
b) 0, =(-23)

Un vector perpendiculara U es (3, 2).

Calculamos la perpendicular:

X =4+3X\
y =542\
9 u=063)

Un vector perpendicular a o, es (—3, 5).
Calculamos la perpendicular:

X =2-3\

y =—4+5\

09 Determina la recta paralela a r que pasa por el punto simétrico de P respecto

[SXeRel

" | delarectar.
a) rr2x—3y+10=0 P(4, —7)
= -2\
b) r: P4, 4
) y=2 _)\} (4,4)
3x —1
Qry= P(5, —9)
4
a) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
. x—4 y+7
2 3

Hallamos el punto de corte de las rectas:
2X—3y+10=0 2—3y=-10] , x=-2
X—=12=-2y—14 X+2y=-2 y=2

(=2, 2) es el punto medio de Py su simétrico, P, respecto de r.

Calculamos P'(x, y):
(-2, 2)_[4+X,_7+y]—> X:_ﬂ

2 2 y=1
Larectaes: X =-8+3)
Ty =11421
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b) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
A=Ay
1 —2
Hallamos el punto de corte de las rectas:
~N—4  2-N—4
T 22

(—4, 0) es el punto medio de Py su simétrico, P, respecto de r.

>AN=2

Calculamos P'(x, y):

(4 0) = [4+X 4+y] Lx= —12}
2 2 y=-4
larectaes: ¥ = T127 2
y=—4-X
¢) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
. X= 5 y+9
=3 4
Hallamos el punto de corte de las rectas:
4y = 3x —1 _)—3x+4y:—1 _)X:—]
4x —20 = =3y — 27 4+ 3y = —7 y=-1

(=1, —1) es el punto medio de Py su simétrico, P', respecto de r.

Calculamos P'(x, y):

(1, -1 =| 22X P+ —>X:_7}
2 2 y=7

La rect X =—=7+4XN

aecaes.y:7+3>\

100 | Encuentra la ecuacién de la recta simétrica de r respecto de la recta s.
o0
x—4

a) rny= . s —X+2y+4=0 b) r: ;ig;;‘)\

} ss2x+y—7=0

a) U=0Q1u=@21

Las rectas son paralelas o coincidentes.

Elegimos un punto, P, de ry calculamos la distancia hasta s:
_ Ao +Bp+Cl _[-4+2-044]
T NS

Las rectas son coincidentes y, por tanto, la recta simétrica es la misma.

P(4,0) dP, s) 0

b) U= (-1,2,0;=(1,-2)

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Elegimos un punto, P, de ry calculamos la distancia hasta s:
|A+Byo+Cl _12-241-3-7]

NN e

Las rectas son coincidentes y, por tanto, la recta simétrica es la misma.

P(2,3) dP, s) = 0
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101 | Determina el angulo que forman las rectas.

| Jolke)

a) r')(:2_3>\}5'x:2LL } g Xoy=4 o XF3_Y
4x +1
b) rr y=3x+2 y= 5 d) r: 20x—4y+1=0 s: —15x+3y+7=0

a) U,=3,2,0,=0223)
ld,-c,+d,- ol [3-2+2-3| 12
oS o0 = = = —
Jo+d - Jo+a Y3+ 24z 1
a=22°37"11,51"

b) ,=(1,3),U,=(-478)

|d1'C1+d2'C2| _ |7'(—4)+3'8|
oS o = = =
JE+d - Je+a  Jre3 -+ e
20 2
800 2
o= 45°
o U,=0206)u=(-12
ld-c+d-ol — l2-(=n+6-2]
oS o = = =
Jdi+di - Jat+a 246 42
100 1 W2
Joo V2 2
o= 45°
d) U;=(4,20),0,=(3,15)
ld,- e+ d, - 6l |4.3420-15] 312
cos o = = — 22
JE+d - Jara  Jero JFEis o 312
a=0°

102 | ;Qué angulo forman las rectas?
—6x —4

a) r:y:f st —4x+2y—1=0
b) r:x+1=y7_5 s:y:gx_8
2 3
y o XX A+2y—1=0
o r s —1=
r y =34 X + 2y
d) r )/:6)(—%_‘I 5;i=y7—i_1
-3 2 3
e) ri3x—y—3=0 s x+2 _ y
2 —4
X=2-X _
f) r } o X 4_yto
y=3 3 6
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U=03-6),0=024
_ ldrat+di-al 13-2+4(-6-4 18 _ 3
s o = = - - =
JE+d Ja+ra  JFre J2+4 3005
o= 53°7'4837"
u=0,2,0=03"9
ld,-c,+d, - ol [1-34+2.9] 21
S o = = = =
JE+d - Jat+a Jr+2 J3+9 Va0
72
152 10
a=287'4837"
Un=01),0=02-2
05 o — ld,-ci+d, - ol _ [1-241- (-2 -0
Ja+d - Je+a e P2y
a=90°
U,=(-306),0.=(23)
o5 o — ld - ci+d-cl |-3.2+6-3] 12 4V65
Jo+d Java Jey+22 e+ Jsss 65
o= 60°15'1843"
U=03),0=2 -4
s o — ld-ct+dicl 124341 _ 10 :ﬁ
Ja+d - Jat+a  P+3 244 Vo0 2
o =45°
U= (=1,0),0,=(3,6)
B |d1'Cw+dz'Cz| N |(—1)'3+O-6| 3 N5
S o = = =
JE+d Jara Jer+o - JEtee Va5 s
o= 63°26'582"

Encuentra el angulo que forman la recta que pasa por los puntos P(—1, 4) y Q(3, 8)

—3 2
yIarectaX =i.
8
PO = (4,4),T,= (2,8)
ld-a+d,-al |4-244 8] 40
S 0 =

o= 30°57"'49,52"

Joéi+di - Jaotra  Jaeta Jrrs V217
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104 | Obtén la medida de los dngulos que forman las parejas de rectas.
Yele!
a) ry= =3 y s es la recta que pasa por (—1,6) y es paralelaa 4x + 2y + 7 = 0.
b) rx+3= ';yses la recta que pasa por (3, 8) y es paralela ax7—1:yT+9.
) X=6—
c) r:8x—2y —3=0ysesperpendicular a la recta y=—1+ 3)\} y pasa por (3, —2).
a) U,=024),0,=02 -4
_dia+dol 2244l 12 3
s o = = - L _=
Jdi+di Ja+a 2 Jar22 2005
a=53°7"48"
b) U,=0,2,0;=(24)
|d1'C1+dz'Cz| [1-242- 4] 10
cos o = = =—=
Joi+d - Jat+a P+ J24a 10
a = 0° — Las rectas son paralelas.
A U=0279
El vector U} debe ser perpendicular a (—1, 3); por tanto, puede ser i; = (3, 1).
o o — ld-c+d,-cl  12-34+8-11 14 77170
JE+d - Je+ra  Jr+e JF+r Jeso 170
a=57°31"43,71"
105 | Encuentra el valor de m para que y = mx — 1 forme un dngulo de 45°
0o
conXt2_y—-3
-3 6
U,=(=36),0=(,m)
Cos 45° — ld-a+d,al \/5_ [-3-14+6-ml|
Jai+ds -+ JE32+ 62 R+ m?
1
- >m=3m=—-——
3
106 | Obtén el valor que debe tener b para que la recta 3x + by + 6 = 0 forme un dngulo
con
de 60°conla rectay:ﬂ.
U= (- 31)_) (b, —3)
cos 60° — a+d, -6l 1 |=3-b+1-(=3)
«/d2+d2 Jata 2 Jiyir Joiiy
—18—15v/3 —18+15v/3
N = .m =
13 13
107 | Halla la distancia del punto P(4, —2) a las rectas.
[ Jeke)
X=2—-X x—1 y-=2 4x —5
a) —6x+8y—5=0 b)y:2+2>\} o 3 e d) y= 3
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JA+ B Jeor+g 100 2
b) Calculamos la ecuaciéon general de la recta:

—x+2:yT_2—>2x+y—6:O

ey etBotcl 12-4+1-2-6l _

VA’ + B V2247

¢) Hallamos la ecuacién general de la recta:

X—6=3y—6—-06x—3y=0—->2x—y=0

gp = etBorCl _12-4-1-al 0 o
JA+ B2 224 (=102 J5
d) Determinamos la ecuacion general de la recta:

3y=4x—-5—-—-4x+3y+5=0
Ao +Byo+Cl _ |=4-4+43-(=2+5] _ 17

—u
/A2+BZ /(_4)2+32 5

dp,n=

108 | Calcula la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasa por (—3, 6)
L RORe) X_1 y_2
yesparalelaa —— = ~——.
—6 8
x+3 y—6
—6 8
Calculamos la ecuacion general de la recta:
8X+24=—6y+36—8+6y—12=0

_Iao+8n+cl _ls-0+6-0-12] _12 _6

JA + B J8? + 62 10

Determinamos la recta pedida:

dP, )

109 | ;Qué distancia hay entre los pares de rectas?
Yele!
Cx==142X .x:2+3>\} S —x —1

a) r.y:3+>\ } s —X+2y+5=0 C) r.y:_1_>\ = 3
b) oX+3 _y—=1 8 -—3
r 6 ssy= 2
a) U,=(2,1),u,=(—=2,—1). Los vectores son proporcionales. Un punto de r
esP(—1,3)
dir s) = 123
5

b) U, = (2,6), U, = (4, 8). Los vectores no son proporcionales; por tanto,
las rectas son secantes.

) U,=(3,-1),0,=(3,—1).Como los vectores son iguales, las rectas
son paralelas o coincidentes.
. —2—1
Tomamos un punto de la recta r, A(2, —1), y vemos si pertenece a s: — 1= .
3

Las rectas son coincidentes.
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110 | Calcula el valor de a para que la distancia del punto a la recta sea de 4 unidades.

r: 12x+5y—19=0 P(3,0a)

g 2:345a-190 o j0y 5]
Ji2 ¢ 5
a:7,a:fg
5

111 | Halla el valor de b para que la recta y el punto se encuentren a 5 unidades
°2% | de distancia.

Xx+1_y+3
b 3

r: P(—4,1)

Expresamos la recta en forma general:
3X+3=by+3b—>3x—by+3-3b=0
[3.(—4)—b-1+3—3bl

5— —5J9+b? =[—9—4b|
3%+ (-by’

9’ —72b+144=0—->b=4

112 | Determina a para que las dos rectas sean paralelas y halla, en ese caso,
| ladistancia que las separa.

=443\
X + } st 4x —3ay+6=0

" y=—14+ax

Expresamos la recta r en forma general:

x—4 y+1

3 - ax—4a=3y+3—>ax—3y—4a—-3=0
a

Para que las rectas sean paralelas se debe cumplir que:
a -3 —4a -3
- :ﬁ - =

—= —a=32
4 —3a 6
Tomamos un punto P(4, —1) de la recta r, y calculamos la distancia entre el punto
ylarectas.
Sta=2:
dp Mot BotCl la-4-6-(nel 28 1413
' N/ J47 + (-6 INERE
Sia= -2
dp = 1ot B+ Cl 14446 (D+6l _ 16 813

[42 1 B2 [42 4 62 _2\/§: 13
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113 | Encuentra la ecuacién de una recta paralela a X —;1 = yT—S y que se halla
[ Jexe] —

a 8 unidades de distancia de ella.

La recta tiene esta ecuacion general.
4x+3y+C=0
_l4-=n+3-54¢

8 — 40 =[11+C|
Jers
=29 C=-51
Las siguientes rectas cumplen las condiciones indicadas.
4x+3y+29=0
4x 43y —51=0

114 | Encuentra las ecuaciones, en las formas que se piden, de las siguientes rectas.
[ Jexe]

r en forma paramétrica. t en forma explicita.
s en forma continua. v en forma general.
Y
ANRNE ] A
\
N /*
N 7
N/
; N\, X
L4 .
- / .
~N
Cx=—=1+3X
Ty =2-2X\
-2 -2
[T A
2 —1
2,1
y=mx+n Sl —1=2m+n

3,2
y:mx+n¥>2:3m+n

Resolviendo el sistema, obtenemosm=3yn= —7.
ty=3x—-7

—4,—1
y:mx+n¥> —1=—4m+n

1,2
y:mx+n¥>2:m+ﬂ

! ! 3 7
Y resolviendo el sistema, obtenemos m = E yn=—.

5
3 7
v:yzgx+g—>—3x+5y—7zo
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115 | Comprueba si estan alineados los puntos P(—1, 4), Q(3, 1) y R(11, —5).
"7 | En caso afirmativo, escribe la ecuacion de la recta que los contiene.
Calculamos los vectores formados por los puntos:
PQ = (4,-3)
PR =(12,-9)
Como los vectores son proporcionales, los puntos estan alineados.

Calculamos la ecuacion de la recta que los contiene:

. X =—=14+4x
Ty =4-3X\

116 | Verifica silos puntos (—4, —3), (1, 4) y (16, 23) estén alineados. En caso afirmativo,
"7 | escribe la ecuacion de la recta.

Llamamos a los puntos:

P(—4, —3)

Q1,4

R(16,23)

Calculamos los vectores formados por los puntos:

PO =57)

PR = (20, 26)

Como los vectores no son proporcionales, los puntos no estan alineados.

117 | Halla el &rea del tridngulo cuyos vértices son (2, 1), (4,3) y (6, —1).

Llamamos a los puntos:

P2, 1)

Q4,3)

R6, —1)

Calculamos las longitudes de los lados:
PO=022 PR=(4-2) QR=Q@ -4

POl =2 +2" =
PRl =¥+ =20
|QR| 22 2

Hallamos la altura sobre el lado desigual, utilizando el teorema de Pitdgoras:

_ J(@t[ﬂ _ g

Por tanto, el area es:

A:b;’:ﬁjﬁ:mﬂ
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118 | Las rectas que contienen los lados de un tridngulo son x +y —5=0,6x + 5y —24=0
°®° | y2x+y —8=0. Calcula sus vértices y su area.

Hallamos los puntos de corte de las rectas:

x+y—5=0 X=—y+5

—— 6(—y+5+55—-24=0—->-y+6=0
6 + 5y — 24 = 0 (—y + 5+ 5y y+
y=06x=—1

Las rectas se cortan en el punto P(—1, 6).
X+y—-5=0
KA+y—8=0
y=2,x=3

};‘”5 2A-y+5+y-8=0--y4+2=0

Las rectas se cortan en el punto Q(3, 2).
6x+5/—24=0
2X+y—-8=0

x=4,y=0— Lasrectas se cortan en el punto R(4, 0).

}ﬂ 6X +5(—2X+8) — 24 =0 —> —4x +16 = 0

Calculamos las longitudes de los lados:

PO =4, —4 - |PO| =4+ (4" =32
PR = (5,—6) — |PR| =5 + (—6) = /61
OF = (1,-2) > | Rl =7 + (=27 =5

Hallamos la altura, h, sobre el lado mayor:

(\/5)2=X2+h2 —>h=4\/a
(V5) =(el —x) +r 61
Por tanto, el &rea es:

461
b-h Joi - 61

2 2

u

A= =2u

x—6 y+3

119 | Larecta que pasa por el punto (2, 3) y es paralela a la recta p

forma un tridangulo con los ejes cartesianos. Calcula su area.

Calculamos la recta:

X =24+ 4N
y =3—06X

Determinamos el punto de corte con el eje X:
0:376X—>>\:%—>P(4,O)

Hallamos el punto de corte con el eje Y-
O:2+4>\—>>\:—%—>Q(O,6)

Como el tridngulo que se forma es rectdngulo, el drea es:
_b-h_ 6-4
2 2

A 12 u?
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120 | Tenemos un triangulo de vértices A(4, 9), B(11,10) y C(9, 4). C
°¢° | Comprueba que es un tridngulo isdsceles. Trazamos

una recta paralela al lado desigual, pasando por (7, 6),

y se forma un trapecio isosceles. Determina su area.

Comprobamos que el tridngulo es isdsceles:

|AB| =72+ 7 = ﬁ / \
1AC] = JSZTSZ - ’

|6C| = (~ F

Hallamos los puntos de corte de la recta r con los lados ABy AC.
3X—y—=15=0

X—7y+59=0 5°5
3X—y—15=0

x=Y SEG 6
X4+y—13=0

Obtenemos el punto medio, M, del segmento BC: M(10, 7)
Calculamos el punto de corte de r con el segmento AM:
3X—y—15=

x—y—15=0] (38 39
X+3y—31=0 5'5

Hallamos la longitud de la base menor y de la altura:

D—E’\/[ _42+[6_48]2 _ &0

5 5

e[S o] ] -2

5
Calculamos el area:

6310 | 4410
B+ b)h [\/ﬁ " ]

. - > > > sy
2 2

U’l_l

121 | Los puntos A(2, 2) y B(—10, —2) son los vértices correspondientes al lado desigual

[ X ke
de un tridngulo isdsceles. El otro lado esta sobre la recta X =1-6X .
y=1+2X

Determinalo y halla el drea del tridngulo.

Igualamos el modulo de los vectores que van de la recta hasta los puntos Ay B.

Ji—ex—2) +(1+22=2) = J(1—ex+10) + (1422 +2)
> A=1->-573)
Hallamos las longitudes de los lados: AB = (=12, —4),AC = (- 1)yB_C): (5,5)

|AB | = V(=127 + (—47 =160
IAC| =77+ 17 =50
|6C| =52+ 5 =+/50
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Determinamos la altura sobre el lado desigual, utilizando el teorema de Pitédgoras:
2
2
h= J(\/so) []260] =J10u
b-h 160 -N10
2 2

Por tanto, el 4rea es: A = 20 u?

122 | En un cuadrildtero ABCD hemos dibujado los puntos medios de sus lados, M, N, Py Q,
“?" | ylos hemos unido formando otro cuadrilatero. Determina las coordenadas
de los demas puntos si A(7, 9), M(5, 6), P(9, 6) y Q(12, 0).

Comprueba que se verifica la propiedad de que los puntos medios de los lados
de cualquier cuadrildtero son los vértices de un paralelogramo.

(5,6)[7—;)(, 9+y]—>8(3,3)
(12,0 = [HZX 9+y] D17, -9)
© 6 = [172” 9”] a2
N(x, y)—[g—zH, 3—;21]—”\/(2,12)

MN =(-3,6) QP =(=3,6) MQ=(-7,—6) NP =(—7,—6)

Por tanto, se forma un paralelogramo.

123 | Los puntos (0, —2), (1, 1), (5, 2) y (4, —1) son los vértices de un cuadrilatero.
°“ | Obtén las ecuaciones de sus diagonales y su longitud. Indica de qué tipo
de cuadrildtero se trata.

Llamamos a los puntos A0, —2), B(1, 1), C(5, 2) y D(4, —1).

Calculamos las ecuaciones de sus diagonales:

X _y+2 x—=1 _y—1

5 4 3 -2

|AC| =52+ 42 =41 |BD| =3’ + (=2 =13

— —

AB=(1,3) DC=(1,3) BC=@41) AD=@1)
Es un paralelogramo.
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124 | Calcula el centro de un paralelogramo del que conocemos tres vértices:
2% 1 (5,=1),(9,5)y (—1, —5). ¢Cuéntas soluciones tiene este problema? ;Por qué?
Haz un dibujo en el que se muestren todas las soluciones.

Llamamos a los puntos A(5, —1), B(9, 5) y C(—1, —5).
AB= (4,6)
Hacemos una traslacion con origen en Cy vector (4, 6), y obtenemos
un punto D, que forma un paralelogramo: D(3, 1)
Calculamos el centro del paralelogramo, £:
) = [9—1, 5—5] L E4.0)
2 2
Hacemos una traslacion con origen en Cy vector (—4, —6),
y obtenemos un punto D', que forma un paralelogramo: D'(—=5, —11)

Calculamos el centro del paralelogramo, £"
9-5 5-1
x, )=[ : ]—)E’(Z -3)
2 2
CB=(10,10)

Hacemos una traslacion con origen en Ay vector (10, 10),
y obtenemos un punto D", que forma un paralelogramo: D" = (15, 9)

Calculamos el centro del paralelogramo, £'"

15—-1 9-5
X N=|———|>F"02
2 2
Este problema tiene tres soluciones.
Y Y Y
3]
B
b
A X
£ S ;’
A X 2 A X
c C
Al

125 | Obtén la ecuacion de la mediatriz del segmento cuyos extremos son (1, 5) y (—3, —7).
®O 0

Llamamos a los puntos P(1, 5) y Q(—3, —7).
Calculamos el punto medio, M: M(—1, —1)
Hallamos el vector PO = (—4, —12).

Un vector normal a PQ es (—3, 1).

La ecuacién de la mediatriz es:

X+ 1 y+1

31
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SOLUCIONARIO

Un éngulo recto contiene su vértice en el punto A(3, 4)

y su bisectriz tiene por ecuaciéon 2x —y —2 =0.

Halla las ecuaciones de sus lados.
La bisectriz tiene por vector director (1, 2).
Escribimos la ecuacion punto-pendiente de los lados:
y—4=mix—3)—> —-mx+y—4+3m=0
Aplicamos la férmula del dngulo entre dos rectas:
cos 45° — |d1'C1+dz'Cz| \/5 |1'7+2'm|

= L N2
Jdi+di -+ 2 P22 P m?
1

> m=-3m=—
3

1
Las ecuaciones son:3x +y — 13 =0 —;X +y—-3=0

X=3+X }

Encuentraunar forme un angul °conlar
cuentra una recta que forme un angulo de 60° co aectay=_1+3>\

y que pase por el punto (—4, 2).

Aplicamos la formula del dngulo entre dos rectas:

cos 60° — |d1'Cw+dz'C2| i [1-143-m|

= — =
Jai+di - JG+a 2 NP3 P+’

—6—5V13 -
sy s,

Las ecuaciones son:y —2 =

Calcula el valor de k para que las tres rectas: 2x + 5y —1 =0, —x+ 2y + k=0
y 4x + 7y —5 = 0 se corten en el mismo punto. Determina las coordenadas
de dicho punto.

Hallamos las coordenadas del punto de corte:

A+5—1=0

-3, -1
4x+7y—5=0

342 (=) +k=0—>k=5

Obtén los angulos del tridngulo cuyos vértices son (3, —5), (1, 6) y (=3, 2).

Llamamos a los puntos A(3, —5), B(1,6) y C(—3, 2).
AB=(-211) AC=(-6,7) (B=44

cosa e T2 EOFNT] g oy
JE22 417 (-6 + 72
|—2-4+11-4]

cos 3= — (3 =55°18"1745"
Je2 1P o 4

180° — 30°17'47,21" — 55°18' 17,45" = 94° 23' 55,34"
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130 | Halla un punto de la recta 2x —y + 18 = 0 que equidiste de los puntos (3, —1) y (7, 3).

000
Despejamos y de la ecuacion de la recta:
y=2x+18
Los puntos de la recta son de la forma: (x, 2x + 18)
Como los puntos deben estar a la misma distancia de la recta, tenemos que:
Joo=37 + 2 +18— (1) = =77 +(x +18-37 - x =—4
2-(=4)+18=10

El punto es (—4, 10).

131 | Halla la ecuacion de una recta r que pase por los puntos (5, —4) y (3, 6) y, después,
°°¢ | la ecuacion de una recta s paralela a ry que esté a 8 unidades de distancia.

U=0=(-210)

X=5-—2X\ Xx—5 y+4
- =——>35%+y—-21=0
Y=74+1O>\} -2 10 Y

Calculamos los puntos que distan 5 unidades de la recta r:

_ | Ax + By, + Cl el [5-x+1-y—21] _)y:75x+2175\/26

VA + B V54T y=-=5+21+5v26

Tomamos los puntos (1, 16 — 5@) y (1, 16 + 5\/%)

dp,

Las rectas son:
x=1=2\
y_16—5\/£+1ox}
x=1=2X\
y—16+5@+1ox}

132 | Encuentra un punto en el eje de abscisas que esté a la misma distancia
[eXeRe)]
x+1 _y—4

del punto A(5, 4) que de larectar: 3

Escribimos la ecuacion general de la recta, r:
3Xx—4y+19=0
Tomamos un punto P(x, 0) del eje de abscisas:
[3x —4-049|
=
3+ (-4

(5—x7+16 x=2

El punto es (2, 0).
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133 | Dados los puntos P(—3, 2) y Q(5, 6), determina la ecuacion de la recta que pasa
°“ | por Py que dista 5 unidades de Q. Esa recta forma un dngulo con la recta
que une Py Q. Halla su medida.

Calculamos las rectas que pasan por P:

22 c_3_28

X+B/+C=0
x+By+3—-28=0
Hallamos las rectas que distan 5 unidades de Q:

bzzzfsﬁ

1

4@ s)= 15683 =3Bl _ o o sirE o 9
VP + B b 32+ 5455
’ 9
Las rectas buscadas son:
32 —5+/55 —64 4+ 10455
X+ 342 =0
9 9
32+ 5455 —64 — 1055
X+ +9 y+3+ 5 =0

El vector director de la recta que une P con Qes: PO=(84=021)

mz[m, 1]:(32+5J¥, 9)

9
Determinamos el dangulo formado, que es igual para ambas rectas:

12-(=32+5v55 ) +1-9]

os = - =0,2074 - o =78 1" 33,69"
J2 47 \/(732 +555) +92
134 | De todas las rectas que pasan por el punto A(2, 3), 14

(XX

calcula la recta que determina segmentos iguales
al cortar a los dos ejes cartesianos.

Las rectas que pasan por A son de la forma: \ A
y—3=mkx—2)
Estas rectas cortan a los ejes en los puntos:
—342m X
0,3 —2m) [ O] ‘ \
m
La distancia al origen (0, 0) debe ser igual:

2
JB=2m)? = [3+2fﬂ] — Hay tres soluciones.

m
m=-1—-y=-x+5
m,=1— y=x+1

m *iﬁy*ix
T 2
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135 | Halla la ecuacion de la recta que corta a los ejes de coordenadas en los puntos (3, 0)

Yers!
y (0, 5). Comprueba que esa ecuacion puede escribirse en la forma: - + Y.
3
Comprueba que si una recta corta a los ejes en los puntos (a, 0) y (0, b), su ecuacion
X
puede escribirse en la forma: — + Y= 1.
a

Esta manera de escribir una recta se llama forma canénica o segmentaria.

Calculamos el vector director de la recta: U, = (3, —5)

XY X g Y XY
3 -5 3 5 3 5

Hallamos el vector director de la recta:

U,=(a,—b)

X=d_y  X_a__ ¥y _ X,y _,
a —b a a b a b

136 | El punto (—4, 2) es el vértice A de un triangulo cuyo lado a se localiza sobre
°““ | larecta 3x + 2y + 18 = 0. La ecuacion de la mediana que parte del vértice C
esx +y + 5=0.Determina los vértices By C.

Hallamos el punto C, interseccién de la recta ry la mediana:

3X+2y+18=0

} —(=8,3)
Xx+y+5=0

El punto B es de la forma:

3x18]
X, ——————
[ 2

Y el punto M es de la forma:
(t, =t —5)
Por tanto, tenemos que:
—3x—18 y_4

— 2 =
t, —t—=5 = al 4, - 2 —>X_ 2}

B(—2, —6) M(=3, =2)
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| Jeolke)

138 | Tres de los vértices de un rombo son los puntos (2, —1), (5, 3) y (10, 3). Halla el cuarto

L X Xe)

SOLUCIONARIO

Comprueba que las rectas son paralelas.

x—1_y+4
6 8

Demuestra que todos los puntos M que se obtienen por el siguiente procedimiento

se sitUan sobre una recta, y calcula su ecuacién: «Toma un punto A de larecta r

y un punto B de s, y halla el punto medio M del segmento de extremos Ay B».

r: s —4x+3y+6=0

u=1(628),0,=34

Como los vectores directores son proporcionales, las rectas son paralelas
o coincidentes.

Tomamos un punto A de ry vemos si verifica las ecuaciones de s:
A1, —4) —4-143-(-49)4+6#0
Por tanto, las rectas son paralelas.
Expresamos las rectas en forma paramétrica:
r:X:]+6>\ } S:x:6u }
y=—4+8\ y=2+8u
Los puntos medios son:

14 6N+ 61 —4+ 8N+ 8 1
[ hs 2+ e, +2 i “]:[2+3(X+u),2+4(x+u)

Por tanto, si hacemos t = X\ + p, los puntos pedidos estan en la recta:

x=—2+3
2
y=—-244t

vértice y calcula su area.

Calculamos la distancia entre los vértices:
J6-27+3- (17 =5
Joo—27 + 3=y = Va0
JOo—52+(3—3) =5

Por tanto, los puntos (10, 3) y (2, 1) son vértices no consecutivos del rombo.
En consecuencia, los otros vértices, (x, y) y (5, 3), distan 5 unidades de ellos.

(10— x? + 3 — y? —S}AX_S,y_B }

Q=X+ (=1=y? =5] x=/y=-]
El cuarto vértice es (7, —1).
Calculamos la otra diagonal y su drea:
(7 =57 +(=1-37 =20
D-d &0 V20

A= = =200’
2 2
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139 | El centro de un hexagono regular es el punto (6, —2)
°®° | yun lado se halla sobre la recta de ecuacién
—4x + 3y + 5 = 0. Determina las coordenadas A
de los vértices y su drea. A

Calculamos la longitud de la apotema: / N

Ww:|—4.6+3~(—2)+5|:5 - N VA
(=47 + 3
2
1
Hallamos la longitud del lado: I =, | 5" + [;] —->l= Of u
) . 10;@ .
Determinamos el drea: A = ‘2% = ; =504/3 u?

3
de Ay pertenecen a la recta dada:
4
=V3+2, y171+i
6—x°+(=2—y)?
—4x+3y+5:0 =3+2 yf1—§

[J—+21+4\F] [J—+2 4\F]

Otros dos vértices son simétricos a los vértices calculados respecto de A.

10
Calculamos los puntos que distan

L R
6, —2) = £+2+X, 3 eo[m \E—S—M_]
2 2
\/* 1—£+y
6, —2) =|— 322’”, 3 —>E[1o+f—5+4\r]

Para calcular los restantes vértices tenemos en cuenta la longitud de los lados.

\/(wo+fx)2+ —54 4\5 y]z 103

3 X:6Iy:_
” J3
(V3+2-x) + 1+£7 © 103 x=23+6y ,87_2
T
\/(WO—\E—x)ZJr —5_“!5_),]_103@ e
- NE]
\/(—\/§+2—x>2+ 1_4ﬁ_y]2_10@ X:—2\/§+6,y*———2
3 3

F[2\/§+6,8\£§2] [ 2\/—+67£72
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140 | Dos vértices no consecutivos de un rombo estan en los puntos (3, 1) y (9, 9)

[SXeRe)
X=5+X
y uno de sus lados es paralelo a la recta y=—1—2x

de los otros vértices, la longitud de su lado y el rea.

}. Halla las coordenadas

Calculamos las ecuaciones de las rectas que pasan por los vértices conocidos
y son paralelas a la recta dada:

X=3+X Xx=94+p

y—1—2k} y—9—2u}

Hallamos la mediatriz del segmento que une los vértices dados:
M6, 5)

X =06+ 2t}

y=>5+t

Determinamos el punto de corte de la mediatriz con los lados:
34N= 6+2t} >\:—1}

T—=2X =5+t t=-2

El punto pedido es (2, 3):

e R

El punto pedido es (12, 8).

141 | Juany Belén se estan mirando, uno al otro, a través de un espejo situado
segun la recta de ecuacidon y = —x + 2. Belén se encuentra en el punto (—9, —1)
y Juan en (—4, 3). ;Qué coordenadas tiene el punto M al que miran?

Belén

Espejo
Hallamos el vector director de la recta dada:
u=Q1,-1
Un vector perpendiculares t; = (1, 1).
La recta, perpendicular al espejo, que pasa por donde estd Belén es:
X=-9+ x}
y=—1+Xx

Determinamos el punto de corte de las dos rectas:
—14+X=9-XN+2>5X=6—>(-39)

249



Geometria analitica

Calculamos el punto simétrico respecto del espejo, B"

(-39 = [ng]] 5B =G
2 2
Repitiendo el proceso con el otro punto dado obtenemos J":
X=—44+X\
y=3+X
3+>\=47>\+2—>>\=i—> 732
2 2 2
[—5, 9] _|x=4 yEs ] = J(=1,6)
2 2 2 2
Determinamos la recta que pasa por (=9, 1) y por J"
X =-=948X\
y=—=1+7X
Calculamos la recta que pasa por (—4, 3) y por B".
X=—44+7n
y=3+8u

Hallamos el punto de corte de las rectas:

—9+8>\:—4+7u}

14 7A=348u TS kT

5

El punto de corte es: [B, 23]

5

142 | Calcula las mediatrices del tridngulo cuyos vértices son (—1, 1), (7, —1) y (5, —3).
°®® | Prueba que se cortan en el circuncentro, que es el centro de la circunferencia
circunscrita al tridngulo. Comprueba que puede trazarse
una circunferencia que pasa por los tres vértices, con centro en ese punto.
;Cudnto medird el radio?

Llamamos a los puntos A(—1, 1), B(7, —1) y C(5, —3).
Calculamos el punto medio, A’, del lado BC:
A'6,—2)

Hallamos un vector perpendicular al lado BC:
(=2,2)

La ecuacion de la mediatriz que pasa por A’ es:
X—6 y+2

2T s Xx4y—4=0
-2 2 Y

Calculamos el punto medio, C’, del lado AB:
C'(3,0)

Hallamos un vector perpendicular al lado AB:
(1,4
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La ecuacion de la mediatriz que pasa por C'es:
XZ3_ Y m—y—12=0
1 4

Calculamos el punto medio, B', del lado AC:

B'(2,—1)
Hallamos un vector perpendicular al lado AC:
2 3)
La ecuacién de la mediatriz que pasa por B'es:
Xo2 YAl 5 g-s=0
2
Determinamos el punto de corte de las mediatrices:
x+y—4=0 x=16

4x—y—12=0; = j
3X—-2y—-8=0 y=—
5

El circuncentro es:

2]
5'5

Calculamos la distancia del circuncentro a los vértices y comprobamos que es igual.

2 2
_1_16] +[1_4] _ a2
5 5 5
2 2 [
7—E + —1—i _ a4 u
5 5 5
2 2
5—]6J +[—3—4] _ VA u
5 5 5
Por tanto, el radio mide 4542 u.

143 | Halla las medianas del triangulo cuyos vértices son (—4, 6), (3, 0) y (=2, —3).
Prueba que se cortan en el baricentro. Comprueba que los vértices de un triangulo
tienen coordenadas (x;, y1), (X2, 2), Y (X3, y3), y las coordenadas del baricentro son:

[X1+X2+X3 Vit yat+ys
3 ' 3
Llamamos a los puntos A(—4, 6), B3, 0) y C(—2, —3).

Calculamos el punto medio, A’, del lado BC:

=
2 2
Determinamos la mediana que pasa por AA"
L94:}/7_6%19(—1—9)/—1—6:0
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Calculamos el punto medio, B', del lado AC:

3
2

Hallamos la mediana que pasa por BB".
X3 =L 5 31y +9=0
12 -3

Determinamos el punto medio, C', del lado BA:

)
2

Calculamos la mediana que pasa por CC"
%:%am—aywszo

Hallamos el punto de corte de las rectas:

15+ 9 +6=0 _

—3X—12y+9=0 —>X:17}—)Elbaricer\troes(qﬂ)
126 =3y 4+15=0

Dados los puntos P(x;, y1), Qlx,, y5) y Tlx, ys), determinamos el punto medio, P,
del lado QT:
P,[Xz-i'xs )/z“')/a]
2 2
Hallamos la mediana que pasa por PP":
X=X _ Y =N N X — X _ Y—=W"
- X+ X3 — 2X Yot Ys—20

><2—§—><3_X1 Yot Y3

2 2
Calculamos el punto medio, Q', del lado PT:
Q,[X1+X31 Y1+Y3]

2 2
Determinamos la mediana que pasa por QQ"
X=X _ Y=Y L X=X Y=
X1+X37X2 %‘5‘)/37)/2 N+ X5 =26 Yi+ys—2
2 2
Hallamos la interseccion de las rectas:
X=X __ Y=y w= Yoylatxn—2)
Xt x=2 et ys=n| Yot ys—2)
X=X __ Y= w= Yoyt xn-29)
Xi+X=2 it Ys—2, Vit ys—2)
N (Y =y + x5 — 2x) = =yl + x5 — 26) —x
Yot ys— 2y Vit Ys—2,
Sy= Vit Yo+ Vs
3
X+ X+ X3

Sustituyendo, resulta que: x = 3
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SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

Sl

Calcula el angulo que deben formar dos vectores, a y|

, rara que sus médulos
coincidan con el médulo de su diferencia,a —b: |a

bl=la-bl
?

o]

¢Y para que coincidan con el médulo de su suma, @ +

<y

Sl
\
S

9|

|5’—B)|=\/(X* )+ (y — 1) :\/X2+2272xz+y2+t272yt

Igualando, resulta que:

2 2

Xty =X+ =2z Yy =2yt —

=xz+yt

Calculamos el dngulo que forman:

X2+t 1 a6

leerz' [22 4 ¢ - 2

Para que los modulos de dos vectores del mismo maodulo coincidan
con su diferencia deben formar un dngulo de 60°.

cosa =

l7-bl=J—2+(y—07 =X+ =2z +y +0 =2t

Igualando, tenemos que:

2 2

Xy =X+ +z+y ++ 2t > =xzt+yt

Calculamos el dngulo que forman:

cosa = X2+t :fi—>0¢:120"

le_i_yz' [22 4 ¢ 2

Para que los médulos de dos vectores del mismo maodulo coincidan con su suma
deben formar un dngulo de 120°.
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145 | Demuestra que si dos vectores "y V tienen el mismo médulo, entonces
U +Vyu —V forman un angulo recto.

Deduce de este resultado que las diagonales de un rombo son
perpendiculares.

A
Aplicamos los resultados de la actividad anterior:

U=y
V=(z1)
|U)_7|:\/(X—Z)2+(y—f)2 :\/X2+zz—2xz+y2+t2—2yt

|T+7|= o+ 22+ +107 =X+ 2+ 2z 4y + 2+ 2t

\/x2+22—2xz+y2+r2—2yt :\/x2+22+2xz+y2+t2+2yr —0=xz+ yt

xzZ+ yt

Sean U’y V" los vectores de los lados del rombo, que tienen el mismo maédulo.

=0—-a=90

s =

Las diagonales del rombo se obtienen, respectivamente, sumando y restando
U’y v, por lo que las diagonales son perpendiculares.

146 | Si U es un vector del plano de médulo 1:

a) ;Cuéntos vectores vV hay de médulo 2, tales que - v = —1?

b) ;Ytalesqueu -v=2?
<) ;Ytalesqueu -v=-3?
- . — a =120°
a) T-v= |7l 7] cosa - —1=1-2-cosx = cos & = —— — 0
p) a = 240
Hay dos vectores.
by 7-v=|T| - |v] - cosa 52=12-cosa0 > cosa=1>a=0
Solo hay un vector.
R . 3 . .
Q U-v= |u| . |v|~cosoae—3:1-2-cos<x%Cosu:—5—>Not|enesoluoon.

No hay ningun vector.
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147 | Las coordenadas de un punto P en un sistema cartesiano son (x, y).
Halla las coordenadas (x', y') del mismo punto después de girar los ejes,
alrededor del origen de coordenadas, un angulo .

148

Y
[ P
Y N .
v A
dBcry 4
e GO )
a l
\/' 1
0 X X

Realizamos un cambio de sistema de referencia con centro en el origen

y giro de amplitud a.

x'=xcosa—ysena
y'=xsen o+ ycosa

;Cudl de las siguientes ecuaciones corresponde a la recta simétrica, respecto
de la bisectriz del segundo cuadrante, a la recta r, de ecuacion y = 3x + 4?

a) 3y=x+4
b) 3y=x—4
o y=3x—4
d y=4x+3
Y
p r
Q v
/’. ,’/
Q'v/ X X
X
Pe

Calculamos el baricentro, G, y para ello sumamos las coordenadas de los puntos

y dividimos entre tres:

Para hallar el ortocentro, calculamos una recta perpendicular al lado AB que pase

G(—1,0)

por C:

x—=3 y+2
5 2
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Determinamos una recta perpendicular al lado AC que pase por B:

x+1  y+4
1 1

El punto de corte de estas rectas es el ortocentro:

Para hallar el circuncentro, calculamos la recta que pasa por el punto medio
del lado AB'y es perpendicular al mismo:

x+3 y-—1
5 2

Determinamos la recta que pasa por el punto medio del lado ACy es
perpendicular al mismo:

x+1 y—=2
1 1

El punto de corte de estas rectas es el circuncentro:
4 5

Oo|——, —
33

Calculamos la recta que pasa por GH:

X;” :L5+5x+y+5:o

Como O verifica las ecuaciones de la ecuacion de la recta, los tres puntos
estan alineados.

Hallamos la distancia GH:

-5 -2

3 3

Calculamos la distancia GO:

-5 -5

3 3

Por tanto, se verifica la relacion, ya que resulta que:

Jios  woe
3 3

IGH| = =2 = |co|
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SOLUCIONARIO 5

Dado el triangulo de vértices A(—5, 6), B(—1, —4) y C(3, —2), comprueba
que el baricentro G, el ortocentro Hy el circuncentro O estan en linea recta
(recta de Euler) y que verifican la relacion GH = 2GO.

Calculamos la interseccién de la recta dada con la bisectriz del segundo cuadrante:

y=3x+4}_>(_],1)

y=-x
Por tanto, el punto (—1, 1) debe pertenecer a la recta simétrica.

La Unica ecuacion de las rectas dadas que pasa por el punto es:
3y=x+4
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El rescoldo

Después de Navidad [1922], Jests Vio tuvo una larga charla con [el
profesor] Harold Lardy para orientar el trabajo de la tesis que debia
comenzar. Habia pensado encaminar su investigacion atacando, en la
medida de sus fuerzas, el ultimo teorema de Fermat. Le atraia, como
a tantos, la sencillez del planteamiento. Lo que Pierre de Fermat ha-
bia escrito en el margen de la Arithmetica de Diofanto, probablemen-
te en 1637, era muy simple: «Es imposible escribir un cubo como la
suma de dos cubos o, en general, escribir cualquier potencia mayor
que dos como la suma de dos potencias iguales.

Cuando el espanol le planteo a Lardy su intencion de centrar la tesis
en el teorema de Fermat, el profesor sonrio, pero no se lo desaconse-
jo. Estaban sentados en torno a una mesa en la sala de estar contigua
a la habitacion donde vivia el soltero Lardy. [...] Una pizarra negra
con sus tizas completaba la decoracion mural. «Comencemos, pues»,
indico Lardy y, levantandose, se acerco a la pizarra. Alli escribio la
ecuacion de Fermat:

XVl + yV[ o ZVI
—No existe una terna (x, y, z) de numeros enteros que, para n mayor
que 2, satisfaga esta ecuacion —concluyo6 Lardy.
En lugar de sentarse, el profesor sigui6 de pie.
—Si me lo permite —continué Lardy—, le haré una pequena digresion
historica que quiza le sea de utilidad. [...] Euler, siguiendo el método
conocido como «descenso infinito», que el propio Fermat utilizo,
aunque no para demostrar esta conjetura, demostré la no existencia
de solucion para la potencia tres. Asi se lo anuncié a Goldbach en una
carta fechada en agosto de 1753. Un siglo después de la muerte de
Fermat, tan solo se habia demostrado la validez de su teorema para las
potencias 3 y 4. Si le he de ser sincero —continu6 Lardy—, no creo que
en este asunto de Fermat se haya avanzado mucho desde entonces. En
cualquier caso, le prepararé una bibliografia lo més exhaustiva que
pueda acerca de este enigma. Trabaje usted con ella y luego proponga-
me una via de ataque, la discutiremos. Creo que ha llegado el momen-
to de que tengamos un encuentro en la cancha de tenis. La he reserva-
do para dentro de media hora. ;Es tiempo suficiente?

JoAQuIN LEGUINA

En 1994, Wiles demostro, tras ocho afos de intenso trabajo, que
el teorema de Fermat es verdadero. Lo mas curioso es que, para
n = 2, la ecuacion x? + y? = z* tiene infinitas soluciones enteras.
En esta ecuacion, si consideramos z como una constante, por
ejemplo, z= 5, obtenemos la ecuacién de una figura geométrica
que no es una recta.

;Qué figura crees que puede ser?

Xty =7
Siz=75—x’+ y’ = 5" es una circunferencia de centro (0, 0) y radio
5, porque los puntos que verifican esta ecuacién equidistan del

origen de coordenadas una medida constante de 5 unidades.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Dibuja dos segmentos ABy CD, paralelos entre si,de 8 cmy 10 cm,
y traza con la escuadra sus mediatrices. ;Cémo son las mediatrices entre si?

Mediatriz de AB

A B

C D

Mediatriz de CD

Las mediatrices son paralelas.

002 | Dibuja un angulo de 60°y traza su bisectriz. Comprueba que el angulo queda dividido
en dos partes iguales.

003 | Si el radio de una circunferencia mide 12 cm, jcuanto medira su didametro?

El diametro medira el doble: 24 cm.

004 | ;Qué tipo de poliedro es un cubo? ;Y un ortoedro?

Un cubo es un prisma. Un ortoedro es un prisma también.

005 | Dibuja el desarrollo plano de un cono con radio de la base 3 cm y generatriz 10 cm.

10cm

006 | Hallala ecuacion de la recta:
a) Paralela al eje X'y que pasa por P(1, 3).
b) Paralela al eje Yy que pasa por P(—1, 4).

a) y=3 b) x= -1
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Lugares geométricos. Conicas

ACTIVIDADES

001 | Sien vez de una superficie conica se utiliza un cilindro, ;qué conicas se pueden
obtener?

Siel plano es perpendicular a la generatriz del cilindro,
la seccién es una circunferencia.

Si no es perpendicular, la secciéon es una elipse.

002 | Razona por qué la pardbola es una seccién cénica que no tiene dos ramas.

Porque el plano solo corta a uno de los conos de la superficie conica.

003 | Dibuja el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos rectas:

a) Que se cortan.

b) Que son paralelas.

a) Ellugar geométrico estd formado por las dos bisectrices de los angulos
que forman las rectas al cortarse.

N/
/N

b) Ellugar geométrico es otra recta paralela a ambas.

A\

004 | Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de coordenadas
cartesianas es 10.

;Y si la condicion del lugar geométrico es que su producto sea 10?
Los puntos que verifican la primera condicién forman una recta de ecuacion:
x+y=10

Los puntos que verifican la segunda condicién forman una hipérbola equilatera
de ecuacion: xy = 10
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SOLUCIONARIO

Los ejes mayor y menor de una elipse miden, respectivamente, 10y 6 cm.
Halla la distancia que hay entre los dos focos de la elipse y también la distancia
que hay hasta los vértices.

2a=10cm—=a=5cm
2b=6cm—>b=3cm
Comod*=b*+c—c=4cm

Luego la distancia entre los focos es de 8 cm.

La distancia desde los focos hasta los vértices Ay A"es de 1 cm y hasta
los vértices By B'es de 5 cm.

006 | Un punto de una elipse dista de cada uno de los focos 6 y 7 cm, respectivamente,

007

008

009

y la longitud del eje menor es 6,6 cm. Calcula la longitud del eje mayor y la distancia
entre los focos.

2a=d(P,F)+dP F)=6+7=13cm

El eje mayor mide 13 cm.

2a=13cm —=a=65cm
2b=66cm—b=33cm
Comod’=b+c—=>c=56cm

Asf, la distancia entre los focos mide 11,2 cm.

Calcula la ecuacion de una elipse cuyos focos son los puntos F(5,0) y F'(—5, 0)
y dos de sus vértices se sitian en los puntos A(8, 0) y A'(—8, 0).
2

— 2
C_5}—>b=\/39 LA
a=38 64 39

Halla la ecuacion de la elipse cuyos vértices son los puntos:

a=+4 Xt y?
- —+—=1
b= 2} 16 4
Halla los focos y los vértices de las elipses.
2 2 2 2
a) X 4 by X4+ ¥ =
121 25 81 64
Xy a=11-A(l1,0) A(=11,0)
121 25 b=5 5075 B0 -5
Como a? = b2+ ¢ > c =% =46 - F(4v6,0) F(-46,0)
2 2 — —
b)X— L:w_> a=9— A@S 0 A’( 9, 0)
81 64 b=8—-808 B0 -8

Como a?=b+c - c =17 - F(\17,0) F(-17,0)
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010 | Calcula las excentricidades de estas elipses.

2 2 2 2
GBS A by X Y =
144 121 225 9
x? y? {0:12
SR A
144 121 b=11
Comoa’=b*+c?—>c=+23 ee:%zo,w
X2y {0:15
) AP AR PN
25 9 b=3
Comoazzb2+czec:\/216:6x/g—>e:%:¥:0,97

011 | En una hipérbola, la distancia entre los vértices es de 8 cm, si B(0, 3) y su punto
simétrico es B'(0, —3). Calcula los focos de la hipérbola.
20=8—>a=4
b=3
Comoc?=a*+b>—=c=5-=F50 F'(-50)

012 | Conocidos los focos de una hipérbola: F(10,0) y F'(—10, 0), y sabiendo
que la distancia entre los vértices es de 16 unidades, hallaBy B
c=10
20=16—a=28
Comoc’=a’+b’—>b=6-B(0,6) B0, —6)

013 | Calcula la ecuacién de la hipérbola que tiene dos de sus vértices en (—6, 0) y (6, 0)
y que pasa por el punto (36, 7435 )

a==6

Comoc=a*+b'—=bl=c>—-36
2 2

Asi, la ecuacion de la hipérbola es de la forma: . . y % =1
C J—
Como el punto (36, 735 ) pertenece a la hipérbola:
2
e g A B PN AR N I
36 > —36 c®—36 c>—36
—?=85—>c=+85
XZ yZ
La ecuacion de la hipérbola es: — — Z2— =
36 49

014 | Halla la ecuacién de la hipérbola que tiene sus focos en los puntos (—2, 0) y (2, 0)
y sus vérticesen (—1,0) y (1, 0).
2 2

sz}%b:\/?ex——y—:1
a=1 1 3
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015 | Halla los focos y los vértices de la hipérbola que tiene por ecuacion:

Xy

225 144
Xyt la=15-A050 A(-150)
225 144 b=12-—B0,12) B0 —12)

Comoc = a’ + b — c = /369 =3v41 - F(3v41,0)  F(-3v41,0)

016 | Calcula la excentricidad de las hipérbolas que vienen dadas por estas ecuaciones.

2 2 2 2

a) XV by XY
225 196 121 36
<y, {0:15
225 19 b=14
J421

Como ¢? = a’ + b> = c =~ 421 —>e:T:1,36

X2y {0:11
by Z——2-=1>
121 36 b=6

J1s7

1

Comoc?=a’+b>—>c=+157 se=

=113

017 | Halla la ecuacion de la parabola con vértice en el origen de coordenadas
y foco F(0, 2).

p=4—x =8y

018 | Calcula la ecuacién de la parabola que tiene el vértice en el origen de coordenadas
y foco F(2, 0).

p=4—y =8

019 | Determina la ecuacién de la circunferencia con centro C(—3, 1) y que pasa
por el origen de coordenadas.

r=dP,O)=J(3—02+(1-07 =~10

La ecuacion de la circunferencia es: (x +3)* 4+ (y — 1)’ =10 > x" +y* + 6x — 2y =0

020 | Calcula el centroy la longitud del radio de la circunferencia de ecuacion
x24y? 4+ 2x+2y=0.
ComoA=—-2a:2=—-2a—a=—1
ComoB=—-2b:2=-2b—->b=—1
ComoC=a+b*—r:2—rP=0—r=+2
Asi, el centro es C(—1, —1) y el radio mide NF)
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021 | Estudia la posicion relativa de las circunferencias.
xX*+y?—9=0 X +y?—2x—2y+1=0

G0, 0

+y'—9=0->
X +y {ﬁ:?)

G, 1)
L=1

dC, C)=J1—02+(1—07 =2 <pn—r=2

Las circunferencias son interiores.

x2+y2—2x—2y+1:0—>{

022 | Encuentra una circunferencia tangente interior a la circunferencia
de ecuacion (x —3)°+ (y+ 1> = 4.

Respuesta abierta.
Una de las circunferencias tangentes interiores es: (x — 2) + (y 4+ 1) =1

023 | Discute la posicion relativa de la circunferencia de ecuacion x> +y?> —6x + 4y +4=0
y los ejes de coordenadas.

x2+y276x+4y+4:O—>{rC(i ;2)
La distancia del centro al eje de abscisas es: d(C 1) = ‘_ ‘ =2
0°+ 1
Al ser menor que el radio, el eje es secante a la circunferencia.
3
La distancia del centro al eje de ordenadas es: d(C, s) = ¢ =3

JE+0?

Al coincidir con el radio, el eje es tangente a la circunferencia.

024 | Encuentra tres rectas no paralelas, que sean secante, tangente y exterior
a la circunferencia de ecuacion x? + (y — 3)* = 36.
Respuesta abierta.
Una recta secante es:x —y =0
Unarecta tangentees:y +3 =0
Una recta exteriores:x —7 =0

025 | Determina el lugar geométrico de los puntos que equidistan de A(3, —5) y de B(7, 1).
;De qué figura se trata?
Sea (x, y) un punto equidistante de Ay B:
Jox=3+(y+5 =Jx =7+ -1
DX =X+ 9+ Y+ 10y +25=x"— 14x+ 49+ y* — 2y + 1
—2x+3y—4=0
Se trata de una recta, la mediatriz del segmento AB.
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026

| Jeolke)

Halla el lugar geométrico de los puntos que distan 3 unidades del punto P(—1, 4).
;De qué figura se trata?

Sea (x, y) un punto del lugar geométrico, entonces:

X+ +—4 =35+ +y—4'=9>X+y +2x—8/+8=0
Esta es la ecuacion de la circunferencia de centro (—1, 4) y radio 3.

Calcula el lugar geométrico p
[cXeke] . 1
de los puntos que distan !
4 unidades de larectar:
4x —2y+5=0.

o
[4x — 2y + 9| B

47 4 (=2
—|ax =2y +5|= 420 - |ax—2y+5/=8V5 >

Sea (x, y) un punto del lugar geométrico, entonces:

4x—2y+5-8V5 =0

—4x+2y—5-85 =0
de rectas.

028 | Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los siguientes pares

00

a) 3x—4y —26=0y12x+5y+1=0

b) —2x+7y+9=0y4x—14y+11=0

3Xx—4y—26 12X+ 5y +1
\3x—4y—26\_\12x+5y+1\_) 5 = 3
J3 + (47 Ji2+ 52 X—4y—26 _ —12x—5/—1
5 13
%{39x—52y—338_60>(+25y+5

L[y ra9=0
39x — 52y —338=—60x—25y—5 | 1x—3y—37=0
El lugar geométrico esta formado por las dos bisectrices de las rectas.

—2X+7y+9  Ax—14y +11
‘—2x+7y+9‘7‘4x—14y+11‘ J53 253
Je2+7 B J4 + (147 “2 4Ty +9 _ —Ax+14y 11

Js53 253
_){4x+14y+18:4x14y+ﬂ

N 8x —28y—7=0
—4x + 14y +18 = —4x + 14y — 11

0=0
Como las rectas son paralelas, el lugar geométrico es otra recta paralela a ambas.

029 | Determina el lugar geométrico de los puntos que estan a doble distancia del punto
“?= 1 P(3, 5) que del punto Q(1, —2). ;Qué figura es?
Sea (x, y) un punto del lugar geométrico.

Jox =374y =57 =2Jx =17+ (y + 2

S =X+ 9+y — 10y +25=40 =2+ 1+’ + 4y +4)

— 3 +3y = 2x+ 26y —14=0
A A . L, 2 2% 14
La figura es la circunferencia de ecuacién: x“ + y ——X—i-?y—?:o
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030 | Calcula el lugar geométrico de los puntos del plano tales que su distancia a la recta
°®° | de ecuacion 3x — 5y — 15 = 0 tenga el mismo valor que la ordenada y.

Sea (x, y) un punto del lugar geométrico.
3x —5y —15
u:ye\sx—w—w\:\/%y
3+ (=5
-5y —15=+/34y w—(5+34)y—15=0
- -
3+ 5y +15=+34y  |3x—(5-34)y—15=0

El lugar geométrico esta formado por dos rectas perpendiculares.
031 | Halla el lugar geométrico de los puntos del plano Q tales que el punto medio del
““" | segmento PQ: P(2, 6), es un punto de la recta que tiene por ecuacién 2x + 4y —5 = 0.

SiQ(x, y) es un extremo del segmento PQ, su punto medio es de la forma:
[ X+2 y+6 ]

1

2 2
Si este punto pertenece a la recta:

5. XH2 Y6

—5=0->x+2y+9=0

El lugar geométrico es otra recta.

032 | Consideramos larectar:3x —2y + 15 =0y el punto A(—T1, 2). Encuentra el lugar

“®® | geométrico de los puntos B tales que, para cada punto M de la recta, se verifica
que AM = MB y, ademas, los angulos que forman dichos segmentos con la recta
son suplementarios.

M
.
g
u\/
.
,
.

Silos puntos M verifican las condiciones del enunciado, son los puntos medios
. —14+x 2+
de los segmentos AB para cada punto B, siendo: /Vl[, Ty
Como los puntos M pertenecen a la recta r, se verifica que:
—14x
2
El lugar geométrico es una recta paralelaar.

3

2~2+Ty+15:o—>—3+3x—4—2y+30:O%3X—2y+23:0
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033 | Halla los vértices, los focos y las excentricidades de las siguientes elipses.
[ Jele)

2 2 2 2

a) 4 ¥ g d 4=
25 9 25 16
Xz yz

b XYy e) 9+ 25y =900
16 25

Q) 25x + 16y> = 1.600 f) X+27=16

Xt y? a=5-= A5 0 A'(=50)

A —+—=1—>

25 9 b=3-803) B0, -3
Comod®>=b>4+c—>c=4—F40) F'(—40)

La excentricidad es: e = % =08

X2y 1_){b=4—>8(4, 0) B'(—4,0)

b) !
16 25 a=5- A0, 5 A0, -5

Comod?=b>+c—>c=3—->F0,4 F©0 -4
La excentricidad es: e = % =06

b=8 — A@B 0 A(-8 0

2 2
0 250 416y =1600 = > + L =15
a =10 — B0, 10) B0, —10)

100
Comoad’=b>+c?—>c=6—F0,6) F'(0,—6)

La excentricidad es: e = % =06

Xy _M{a—5—>/\(5, 0) A(=50)

7+7
25 16 b=4— B0, 4 B0 —4
Comoad’=b"4+c*—=>c=3—F3,00 F'(=3,0

3
La excentricidad es: e = E =06

€) 9x?+ 2557 = 900 —

S yzf1 {a:10—>A(10,0) A'(=10, 0)

100 +£_ b=6 —B06 B0 —6)

Comoad’=b>+c*—>c=8—F80 F'(-80)

La excentricidad es: e = % =08

f) x2+2y2—16ex—2+y—2—1+ I=4 = A40 A=4,.0
16 8 b=8=2v2 - 8(0, 2v2) 8(0,—2v2)
Comoazzbz—kcz—)c:zﬁ—mf(z\/?, 0) F’(fzx/f, O)
W2 V2

La excentricidad es: e = 2 T = 0,707
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XZ y2
034 | Busca tres puntos de la elipse 0 + 36

| Jolke)

= 1y determina sus focos. Comprueba

que la suma de las distancias de esos puntos a los focos coincide con el eje mayor.

+2-=1
100 36 b=6

Comod®=b"+c—>c=8—-F80 F'(-80)

Xy %{0:10%20220

Tres puntos de la elipse son:

A(10,0) = dA F) + diA, F) = (10— 87 +(0—07 +(10+8’+(0—0 =

=24+18=20
B0, 6) — d(B F)+ dB F)=~/(0—87 +6—07 +0+8 +(—6—0? =
=104+10=20
(5 3v3) > diC )+ diC F) =587 +3V3 —0F +(5+87+ (33 —0F =
=6+4+14=20

035 | Encuentra las ecuaciones de las elipses que cumplen las siguientes condiciones.

| Jolke)

a) Laexcentricidad es 0,6 y su eje mayor mide 20.

1
b) Los focos son (6,0)y (—6, 0) y su excentricidad es 3
¢) Pasa por el punto (3, —2) y su eje mayor mide 10.

d) Susfocos estan en (4,0) y (—4, 0) y dos de sus vértices son (5,0) y (—5, 0).

a) 2a=20—»a=10
Sie=06—>c=6
XZ yZ
Comoa’=b"+c?>b=8—->—+-2—=1
100 64
b) c=6
Siezi—>a:]8
3

2

2
Comoa’=b"+c?>b=12{2 » = +L 1
324 288

c) 2a=10—a=>5

Por ser el punto (3, 2) un punto de la elipse:
25 b’ b’ 25 4 2
Asi, la ecuacion de la elipse es:

2 2

X y 2 2

— =1- 4y- =25

25+§ X2+ 4y

4
d) c=4

a=>5
X2 %

Comoad’=b+c—=>b=3 > —+-—=1
25 9
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036 | Determina la ecuacion de una elipse en la que el eje mayor mide el doble
°2% | que el menor y uno de los focos se halla en (—7, 0).

c=7

20=2-2b—>a=2b

Comod* =0+ —=4b> =0 +49 > b* = ﬁ—wzﬁ—m: 1443

Por tanto, la ecuacion de la elipse es:

X’ ,Vz 2 2
=1 324127 = 19
106 T Tag T
3

037 | Calcula la interseccion de la elipse 4x> + 9y* = 72 y la recta

(V2 —)x+3y—6v2 =0,
4+ 9y =72 632 —2(V2 —1)x
2(VZ —x+3y—ez=0] 07 3
Sustituyendo, tenemos que:
ax + (682 —2(V2 —)x) =72
S 4 +72-24V2 (V2 — N+ 4(N2 —1) v =72

= ax? — 48x + 242 x + 8 — 822+ 4x* = 0

%(2—5)%—3(2—\5))(:O—>x2—3x:0—>{§zo

=3

Los puntos de interseccion son: P(O/ 2\/3) yQG3,2)

038 | Una elipse es tangente a los lados del rectangulo definido por las rectas y = 8,
°®° | y=—8,x=10yx = —10. Halla su ecuacion y las coordenadas de cinco puntos.

Y

a=10 X2 y?
- +
b=8} 100 64

Cinco puntos de la elipse son: A(10,0), A" (—10, 0), B(0, 8), B'(0, —8) y C(S, 4\6)
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(XX

2 2

y

X
039 | Decide la posicion relativa de las rectas respecto de la elipse > + Yy =1

a) 2x+3y—5=0 b) —3x+2y—20=0 Q) 3x+10y—15\/§:0

a)

H4+3y—5=0 5-2x
2 2 =Yy =
Ox* + 25y° = 225 3

Sustituyendo, tenemos que:

_ 2
272X 55, 81X 4 625 — 500X + 100x% = 2025

— 181x”> — 500x — 1400 = 0

9x% 425

A =1.263.600 > 0 — La ecuacién tiene dos soluciones; por tanto, la elipse
y la recta son secantes.

—3x+2y—-20=0 3x + 20
- =
Ox? 4 25y% = 225 2

Sustituyendo, tenemos que:

2
120+ 400 _ 555, 36x2 4 225x + 3,000x -+ 10,000 = 900

— 261x? +3.000x +9.100 = 0

Ox? +25-

A = —500.400 < 0 — La ecuacién no tiene solucion; por tanto, la elipse
y la recta son exteriores.

3x+10y =155 =0 Ly 1575 —3x
9x? 4 25y? = 225 10

Sustituyendo, tenemos que:
1125 — 90~/5x + 9x?
100

— 225 — 36x2 +1.125— 90/5x ++ 9x? = 900
5 4552 —90/5x +225=0

Ox? +25-

A =0 — La ecuacién tiene una solucion; por tanto, la elipse y la recta son
tangentes.

040 | Escribe la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias

(XX

a(0,—12)ya(0,12) es 26.

JOX—07 +(y+12° +Jx =07 +(y =12 =26
S X122 =26 —x*+(y —127°
S X +122 =26+ x>+ (y —12* =52 x>+ (y —12)°

= y? + 144 4 24y = 676+ y + 144 — 24y — 52 x? + y + 144 — 24y
— 52X+ y? + 144 — 24y = 676 — 48y
13X+ y2 + 144 — 24y =169 —12y
—> 169x” + 169y? + 24.336 — 4056y = 28,561 + 144y? — 4056y
L 169x 4 257 = 4225 > 2o+ Y
25 169
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041 | Determina los focos, los vértices, las asintotas y las excentricidades de las siguientes

| Jeolke)

hipérbolas.
2 2 2 2
a) Y d) XY
25 9 25 16
2 2
by L X = €) 9x2 —25y> =900
25 16
c) 16y’ —25x* = 1.600 f) x2—22=16
g XY _ L |a=5-A50 AC50
25 9 b=3-—B03 B0, —3)
Comoc’=a’+b>—>c=V34 - F(@,O) F(—\/g O)
La excentricidad es: e = % =116
o) yox a=5— A0,5 A0, —5)
25 16 b=4—B40 B'(—40)
Como = a>+b? - c =41 > F(0,V41)  F(0, —V41)
41
La excentricidad es: e = % =128

yoox 1 {a_10ﬁA(O,10) A0, —10)

O 16y? — 25x? = 1600 = 2— — > = ,
100 64 b=8 —>B80 B(-80

Como ¢ = a*+ b? — ¢ = 2441 - F(0,2v/41)  F/(0, —2v/41)

La excentricidad es: e = % =128
o XY _ a=5-A50 A(=50
25 16 b=4— B0 4 B -4
Como ¢ = a*+b? — c =41 - F(V41,0) F (=41, 0)
La excentricidad es: e = g =1,28

2 2 — (—
e 9257 =900 X _ Y ]_>{a_10—>A(10/O) A'(=10,0)

100 36  |b=6 806 B0 —6)
Como > = a’+b? - c =234 > F(2v/34,0) F(-2v34,0)

La excentricidad es: e = 2134 =1,16
2 2 a=4 —— A4, 0) A'(—4, 0)
f x—2yl=16"-L =15
g 16 8 b=8 =22 - 8(0,2v2) 8(0,—2v2)
Como > =a’+b> - c=2J6 — F(Z\/g, O) F(-2v6,0)
La excentricidad es: e = # =122
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2 2

042 | Halla dos puntos de la hipérbola X y

coo 1 36
que la diferencia de las distancias de esos puntos a los focos coincide con el eje focal.

=1, determina sus focos y comprueba

2yl {a:10—>20:20
AR JEN
100 36 b=6

Como ¢ =@’ +b> — c =234 — F(Z\/Q, O) F’(f2\/§, 0)

Dos puntos de la hipérbola son:

A(10, 0) = (d(A, F) — d(A, F'))? =
:(\/(10—2\/§)Z+(0—0)2 —J(10+2\/§)2+(0—0)2)2:
({236 4034 — 2361 40434 ) =
= 236 — 4034 + 236+ 40/34 — 21/55606 — 54400 =

=472—-72=400 - dA F)—dA F')=20

A(=10,0) = (d(A" F) — dA", F)? =
2
= (\/(—10—2J3_4)2+<o—0)2 —J(—10+2\/3_4)2+(0—0>2) =

2
= (236 + 4034 — /236 - 4034 ) =
— 236 + 40/34 + 236 — 40/34 — 24/55696 — 54400 =

=472-72=400 = dA", F)—dA’ F')=20

0(4:3 Encuentra las ecuaciones de las hipérbolas que cumplen las siguientes condiciones.
a) Susasintotas sony = 2xey = —2xy un foco tiene por coordenadas (3\/; 0).
b) Los focos son (—5,0) y (5, 0) y la distancia entre sus vértices es 8.
¢) Lasasintotassony = lx ey = —%x y pasa por el punto (3\/5, 5).
d) Unfocoes (6,0)y su ex3centricidad es1,2.

a) g:2—>b:2a c=3J5

a
2 2

Comoczzaz+bze45:az+4azaazz9—>a:3—>b:6—>%—%:1
b) c=5 20=8—>a=4
2 2
ComOCZZGZ+bZ—>25:16+b2%b2:9%b:3_>;(767y?:]
o} Ezi—m:?)b
a 3
Por ser el punto (3\/ 29, 5) un punto de la hipérbola:
261_&:192:1—%)2:4%[9:2—)0:6
9%° b 9b*
2 yZ
Asi, la ecuacion de la hipérbola es: — — =— =1
36 4
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d) c=6 e:£:1/2—>a:5
a
2

2
Comoczzaz+b2—>b:\m—>;—5—)1/—]:1

044 | Encuentra la ecuacion de una hipérbola cuyo eje focal mide 18y pasa
| porel punto P (15, 4).

20=18—a=9
Por pertenecer el punto (15, 4) a la hipérbola:

25 16 g, oos2— 1206 = 817
81 b

— 144b°> =1296 - b =3

2 2

Asi, la ecuacion de la hipérbola es: é — y? =1

045 | El foco de una hipérbola se halla a una distancia de 2 unidades de un vértice
“®” | ya 18 unidades del otro. Escribe su ecuacion.

dA F)=2 ,
dA A') =16 =8
d(A',F):w}_’( )=16—a
AlserdA, F)=2—c=10
XZ yZ
Comoc=a’+b—>b=6—>"——-2—=1
64 36

046 | Escribe la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya diferencia
“?® | delas distancias a (0, —12) y a (0, 12) es 10.

Jx =02+ +127 —Jx =02 +(y—12* =10

=X+ +127 =104 x>+ (y — 127

S X+ +127 =100+ x>+ (y =127 + 20 x* + (y —12)°

— y? + 144 4 24y =100 + y? + 144 — 24y + 20/ x? + y? + 144 — 24y

—> 48y —100 = 20\/x? + y? + 144 — 24y
— 12y —25="5x? + y? + 144 — 24y
— 144y? — 600y + 625 = 25> + 25y + 3600 — 600y

yZ XZ
—>119y2—25X2:2.975—>E— Tl
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047 | Encuentra el foco y la directriz de las siguientes parabolas.

| Jolke)

Represéntalas graficamente.

a) y*=10x Q x*=6y
b) y*=7x d) x’=y

a) 2p:10—>p:5—>F[§,O]

Directrizz x = _2
2

b) 2p:7—>p:7%F[i,O]

Directriz. x = ——
2

Q 2p:6—>p:3—>F[O/2]

3
Directriz y = ——
Y 2

d) 2p:W—>p:1—>F[O,1]
2 4

1
Directriz. y = ——
Y 4

e) 2p——10—>p——5—>F[—; O]

Directrizz x = El
2

e) y’=—10x
f) x>=—6y
NG
s
NG
5t
F
T
F
N
s
Y E




048

| Jeolke)

049

050

SOLUCIONARIO

f) Zp——6—>p_—3—>F[O,—;]

3
Directriz y =— e i
2

Halla la ecuacion reducida de una parabola de vértice (0, 0) y directriz horizontal,
y que pasa por el punto (-3, 8).

La ecuacion de la pardbola es de la forma: x* = 2py
Como pasa por el punto (—3,8):9=2p-8 > p = % - x'= %y

Busca la ecuacion reducida de una parabola de vértice (0, 0) y directriz vertical,
sabiendo que pasa por el punto (5, —4).

La ecuacion de la pardbola es de la forma: y* = 2px
Como pasa por el punto (5, =4): 16 =2p-5—>p = % -y = %x

Obtén los vértices, focos y directrices de las parabolas.

a) y*=2(x —3) d) x—372=8(y+1)
b) (y —1)?=4(x —4) e) X'=—4y+1)
Q) x2=6(y —2) f) (y+37=-8x—1)
a) V(3,0
7 o B)
=2—->p=1- F[2, OJ Directriz. X = E
b) W4, 1)
2p=4—>p=2—->F(51) Directriz.x =3
c V0, 2)
2p_6—>p_3—>F[o, ;] Directriz:y:%
d) V3, -1)
2p=8—-p=4—F31) Directrizzy = =3
e) V0,—1)
Qp=4—-p=2-F0, -3) Directrizy =1
f) V(1,-3)
2p=8—->p=4—F-1,-3) Directrizx=3
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051

Halla la ecuacién de estas parabolas.

0T

a) Focoen (3,0)y directrizx = —8. c) Focoen (3,1)ydirectrizx = —5.

b) Focoen (0,2)y directrizy = —2. d) Focoen(3,1)ydirectrizx=7.
a) dP,F)=dP s)—>Jx=3+y" = \x+8\

X —6x+ 94 y? = x> +16x+ 64 — y> = 22x + 55
b) d(P,F)=d(P, s) = X+ (y—2° =|y+2|

X2+ yr—dy+4=y +4y+4— x> =8y
O dP,F)=dP s) = J(x =37+ =17 =|x+5]|

X=X+ 9+ Y =2y +1=x+10x+25 > (y = 1) =16x + 16
d) dP,F)=dP s) = Jx =3+ -1 =|x—7|
X=X+ 94+ y =2y +1=x>—14x+ 49 = (y — 1)* = —8x + 40
052 | Encuentra la ecuacion de la parabola con estos datos y determina los elementos
ees que falten (foco, vértice o directriz).
a) Vérticeen (2, 3) y directrizx = —3.

c) Vérticeen (3,1)yfocoen (3,7).
b) Vértice en (=2, 0) y directrizx = 6.

d) Vérticeen (3,1)yfocoen (5, 1).
a) Laecuacion de la pardbola es de la forma: (y — 3)* = 2p(x — 2)

Como ladirectrizes x = —3 egzd(\/,d):S—w: 10— (y — 3’ =20(x — 2)
El foco de la parabola es: F(7, 3)

b) Laecuacién de la pardbola es de la forma: y* = —2p(x + 2)
Como la directrizesx:6—>§ =dV,d)=8—-p=16—y’ = —32(x+2)
El foco de la pardbola es: F(—10, 0)

€) Laecuacion de la pardbola es de la forma: (x — 3)> = 2p(y — 1)
2

F3,7) =P —d,F)=6—p=12-(x— 3 =24(y — 1)

La directriz de la pardbola es:y = —5

d) Laecuacion de la parabola es de la forma: (y — 1) = 2p(x — 3)
2

FEN>L=dvf=25p=4>(—17=8x-73)
La directriz de la pardbola es: x = 1

L X 2]

053 | Halla la ecuaciéon del lugar geométrico de los puntos que equidistan
del puntoP (3, 1) ydelarectar:3x —4y + 5 =0.



SOLUCIONARIO

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico.
_ ]3x—4y+5]

(x =37+ -1
3+ (-4

X —4y+5
a\/xz—6x+9+y2—2y+1 :‘7)/

=X —6x+9+y =2y +1=

_9%? +16y” + 25 + 30x — 40y — 24xy

25
— 25x° — 150 4 225 + 25)° — 50y + 25 =

= 9x* + 16y% + 25 + 30x — 40y — 24xy

— 16x% + 9y* + 24xy — 180x — 10y + 225 =0

054 | ;Cudl es el vértice de una parabola cuyo foco es (—1, 3) si su directriz es la bisectriz

del primer cuadrante?

Si'la directriz es y = x, como el eje de la pardbola es una recta perpendicular,

se verifica que es de la forma:y = —x + k
Alser F(—1,3)un puntodeleje:3=1+k—> k=2

y=x
y=-—x+2

El vértice de la pardbola es el punto medio del segmento PF: V(0, 2)

} — P(1, es el punto de interseccion del eje y la directriz.

055 | Halla las ecuaciones de las circunferencias que tienen las siguientes caracteristicas.

eCo

a) Centroen (5, —3)y radio 8.
b) Centroen (—2, —4)y didametro \/E
¢) Centroen (0, 0) y radio 3.
d) Centroen (—3,4)yradio5.
a) =5+ +3’=64>xX+y —10x+6y—30=0
b) (x+ 274+ (/+4°=20>xX+y +4x+8/=0
Q X+y'=9
d) +3V+(y—4r=25—>x+y +6x—8/=0

956 Determina la ecuaciéon de una circunferencia con centro en (—1, 6) y que pasa
°““ | por el punto (3, —3). ;Esta el punto (—2, —8) situado en esa circunferencia?
La ecuacion de la circunferencia es de la forma: (x + 1)? + (y — 6)* =r*
Sipasa por el punto (3, =3): 34 1?4+ (=3 =6 =97 =1 =~97
La ecuacion simplificada es: x* + y* +2x — 12y — 60 =0

Sustituimos: (—2)? + (—8)> 4+ 2(—2) — 12(—8) — 60 =100 # 0
(=2, —8) No pertenece a la circunferencia.
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057

[eXolel

058

[eXolel

059

[exolel

Decide si las siguientes ecuaciones corresponden a circunferencias y,
en caso afirmativo, calcula su centro y su radio.

a) X’ +y*+6x—4y—12=0 d) x?4+y*+8x+4y+20=0
b) x*+y?—2x+10y+21=0 e) 4’44y —4x+12y—71=0
Q) x*+y’—4x+6y+18=0 f) 4x*+4y* —4x+6y—7=0

a) Xy +6x—4y—12=0->(x+3)*+(y—2°=25

La ecuacién corresponde a una circunferencia de centro C(—3, 2) y radio 5.
b) ¥4y —2x+10y+21=0—(x— 12+ (y+5°=5

La ecuacién corresponde a una circunferencia de centro C(1, —5) y radio Js.
O X4y —4x+6y+18=0—>K—2"+(y+3°=-5

No es una circunferencia.
d) X4+ +8x+4y+20=0>Kx+4°+(y+2°=0

No es una circunferencia.

e) 4x2+4y274x+12y771=O—>x2+y27x+3yf%:0
[ 1]2 378

S x—=| +ly+=| =—

2 2 4

. ) ) 1 3 .9
La ecuacién corresponde a una circunferencia de centro C[z, —2] y radio S

f) 4X2+4y2—4x+6y—7:O—>x2+y2—x+3y—%:0
1 3] 4
Six——| +ly+=| =—
2 4 16
La ecuacion corresponde a una circunferencia de centro C[Z, 4]y radio Jar .
4

Determina la ecuacion de la circunferencia de centro (3, —4) y que es tangente

alarecta.
3x+4y—18=0

3344418

32+42

La ecuacion de la circunferencia es: (x — 3)° + (y + 4 =25 = x>+ y* — 6x + 8y =0

dp, ) 5

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (2,9), (4,7) y (—10, —7).

Decide si los siguientes puntos estan o no en la circunferencia. Si no es asi, decide si
son puntos interiores o exteriores a la circunferencia sin representarla graficamente.

a) (—4,-9) b) (—=5,10) a (5,-5)
Sea la ecuacion de la circunferencia de la forma: x> 4 y* + Ax + By + C = 0.

4481+ 2A+9B+C=0 2A4+9B+C=—-85 2A+ 9B+ C=-85
164+49+ 4A+7B+C=0; > 4A+7B4+C=—-65; > A— B = 10

100+49—-10A—7B+C=0 10A+7B—C= 149 7A+ 48 = 16
2A4+ 9B+ C=-85| A=8
— A— B = 10} B=-2 = x>+ y*+8—-2y—-83=0

7A = 56| C=-83



060

[ 1 J¢)

a)

b)

Q)

SOLUCIONARIO

(—4) + (—9)” + 8(—4) — 2(—9) — 83 = 0 — (—4, —9) pertenece
a la circunferencia.

(=5 4+ 10° +8(—5) —2-10 — 83 = —18 # 0 — (-5, 10) no pertenece
a la circunferencia.

X+ +8x—2y—83=0—(x+ 47+ (y— 1)’ =100 — Centro: (—4, 1)
y radio: 10

J(=54 47+ (10—1)? =+/82 <10 = Fl punto (=5, 10) es interior.

52 4+ (=5 +8-5—2(=5) — 83 =17 # 0 — (5, —5) no pertenece
a la circunferencia.

\ (5 + 4)? =117 >10 — El punto (5, —5) es exterior.

Determina el punto de la circunferencia de centro (2, 8) y radio 5 que esté
mas proximo a cada uno de estos puntos.

a) P(7,18)

b) Q(—

1,6)

o R(5,4)

La ecuacién de la circunferencia es:
X—=27+(y—8°=25—-x+y —4x—16y+43=0

14
7
. A 4
a p
[ ik
\@y7c )
peg ETaRs
X
a) Larecta que pasa por Py el centro de la circunferenciaes: 2x —y +4 =0

y=2x+4
Las coordenadas del punto mas proximo son: A(Z +5,8+ 2\/5)

2 2 _
Xty _4X_16y+43_0}ex2—4x—1:09x:Zi\/E

La recta que pasa por Qy el centro de la circunferencia es: 2x — 3y + 20 =0

X+ y?—4x—16y+43=0 /
2420 —>13X2—52x—173:O—>X:$

3 e}
Las coordenadas del punto mas proximo son: /\/l[ 3 E —10v13

5244 —4.5—-16-4 + 43 =0 — R pertenece a la circunferencia
y coincide con el punto pedido.

279



Lugares geométricos. Conicas

061 | Halla la ecuacién de la circunferencia de centro (—4, 2) que es tangente
“7 | alacircunferencia.

X +y?—16x+6y+72=0
X4y —16x+6y+72=0—x—8"+(y+3’=1
La circunferencia tiene centro C,(8, —3) y radio r, = 1.
JB+4 +(—3-2" =135,=12

Entonces la circunferencia tangente es:
X+42+(y—2"=144 >+ +8x—4y—124=0

062 | Obtén la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la circunferencia
“®" | deradio 5y centro (-8, 2) en el punto (—4, —1).

La recta normal pasa por el punto y por el centro de la circunferencia.
Su ecuacion es: 3x + 4y + 16 =0

La recta tangente pasa por el punto y es perpendicular a la normal.
Su ecuacion es:4x — 3y + 13 =0

063 | Escribe la ecuacion de la recta tangente y de la recta
“®" | normal ala circunferencia: 4

X+y —6x—2y—15=0
en el punto P(—1, 4).
X +y —6x—2y—15=0
S x=324+(y—-11=25->C31)
La recta normal pasa por el punto y por el centro de la circunferencia.
Su ecuacion es: 3x +4y — 13 =0
La recta tangente pasa por el punto y es perpendicular a la normal.
Su ecuaciones:4x — 3y + 16 =0

064 | Obtén la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (7, —4) y (4, —1)
““" | y cuyo centro se sittaen larecta 2x +y — 1 =0.

Como el centro equidista de los puntos, se encuentra en la mediatriz del
segmento que forman.

JO=7P++9 = Jx =9+ +17 5> x> —14x+49+ y’ + 8y +16 =
=X —8x+16+y'+2y+1—>x—y—-8=0

El centro es el punto de interseccién de la mediatriz y la recta dada.

A4+y—1=0

x—y—8=0

r=\B-77+(=5+47 =\17

La ecuacioén de la circunferencia es:

X=3 4+ +5=17>xX+y —6x+10y+17=0

} — ((3, —5)
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065 | Halla los puntos de interseccion de la circunferencia X2 +y?—4x+6y —28=0
°2% | con las rectas.

a) rx+9—16=0 b) ssx+y+2=0 C) tt4x—5y—23=0
a X+ y’—4x+6y—28=0
xX+9 —-16=0

Los puntos de interseccién son: (7, 1) y (=2, 2)

b) x*+ y?—4x+6y—28=0
X+y+2=0

Los puntos de interseccién son: (6, —=8) y (=3, 1)

-y’ =3y+2=0

- x>—3x—18=0

Q xX*+y'—4x+6y—28=0
4x =5y —23=0
Los puntos de interseccién son: (7, 1)y (=3, —=7)

- x2—4x—-21=0

066 | Decide qué posiciones relativas tienen estas rectas con la circunferencia
S I x4y —10x —4y 4+ 16 =0.

a) rn—x+2y+11=0 Q tt2x—3y+9=0
b) s:3x —2y —7=0 d) u:3x+5y=-2
a Xy —10x—4y+16=0
—X+2y+11=0

A = —140 < 0 — La ecuacidn no tiene soluciones; por tanto,
la recta es exterior a la circunferencia.

— 5y +20y+27=0

b) x4+ y?—10x—4y +16=0
Xx—-2y—7=0
A = 2448 > 0 — La ecuacion tiene dos soluciones; por tanto,

la recta y la circunferencia son secantes.

—13x? —106x +169 =0

O X*+y’—10x—4y +16=0
2Xx—=3y+9=0
A =0 — La ecuacion tiene una solucion; por tanto, la recta es tangente

a la circunferencia.

}—>y2—10y+25:0

d) X+ y*—10x—4y+16=0
3X+54+2=0
A = —7.175 < 0 — La ecuacién no tiene soluciones; por tanto,

la recta es exterior a la circunferencia.

}—)17X2+89X+222=O

067 | Obtén el valor del coeficiente Cen la circunferencia X +y’+10x+2y+C=0
°®" | para que sea tangente a la recta 2x + 3y = 0.

X4y +1x+2y+C=0
2X+3y =0

Sila recta es tangente, entonces la interseccion con la circunferencia es un solo

punto, luego la ecuacion de segundo grado debe tener una Unica solucion.

6.084 —468C=0—C=13

}e13x2+78x+9C—0
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068 | ;Cudl debe ser el radio de la circunferencia de centro (9, —2) para que sea tangente
"7 | alarectay = —3x+ 57 Halla la ecuacion de la circunferencia.

=9 +y+2°=r
y=-=3x+5

Sila recta es tangente, entonces la interseccion con la circunferencia es un solo

punto, luego la ecuacion de segundo grado debe tener una Unica solucion.

3600 —40(130 = ) =0—-40 —1600=0—>r = 2\/5

La ecuacion de la circunferencia es:

X—97+(y+27=40—> X+ — 18X+ 4y +45=0

]»—)1OX2760X+BO—r2:O

069 | Calcula el valor de B de modo que la recta 3x + By — 6 = 0 sea tangente
°®° | ala circunferencia.

X +y*+10x+2y+1=0

X4+ Yy +10x+ 2y +1=0
6—By { = (B°+ 9y’ + (18 —42B)y +225=0

3
Sila recta es tangente, entonces la interseccién con la circunferencia es un solo
punto, luego la ecuacién de segundo grado debe tener una Unica solucion.
B=4
(18 — 42B)* — 900(8’ +9) =0 = 4B’ — 7B — 36 =0 — g9
4

070 Determina la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia, de radio 3 y centro
en (5, —2),yque es paralelaalarecta2x+y —11=0.

X

Las rectas paralelas a la recta dada son de la forma: 2x + y + k=0
( —5)2+(y+2)2_9}% X2+y2—1OX+4y+2O—O}
X+y+k=0 y=—-2x—k
— 5x? + (4k —18)x + k* — 4k +20=0
Sila recta es tangente, entonces la interseccion con la circunferencia es un solo
punto, luego la ecuacién de segundo grado debe tener una Unica solucion.

(4k — 187 — 20(¢ — 4k +20) =0 —> K + 16k + 19 =0k = —8 £ 3v/5
A+y—8+3J5=0

Las dos rectas que cumplen las condiciones son:
A+y—-8-3J5=0

071 | Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x> +y>+10x=0
°®® | yque es perpendicular a la recta —4x + y + 8 = 0.

Las rectas perpendiculares a la recta dada son de la forma: x + 4y + k=0
2 2 —
x+y +]OX_O}%17y2+(8k—40)y+k2—10k:0
x=—4y —k

Sila recta es tangente, entonces la interseccién con la circunferencia es un solo
punto, luego la ecuacién de segundo grado debe tener una Unica solucion.

(8k — 40 — 68(kX — 10k) = 0 —> kK — 10k — 400 = 0 > k = 5+ 517
X+4y+5+5/17 =0

Las dos rectas que cumplen las condiciones son:
X+4y+5-5J17 =0
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072 | Obtén la ecuacion del didmetro de la circunferencia X2 +y? —2x+4y —24=0
“"7 | yque pasa por (11, 2). Determina los dos extremos del diametro.

Xy —2+4y—24=0—>Kx— 1)1+ (y+2°=29->C(1,-2)

-1 -2
La ecuacion del diametro es: XT = yT - 2X—=5/—-12=0

Xy —2+4y—24=0

—x?=2x—24=0
X— 5 —12=0

Los extremos del didmetro son los puntos de interseccion: (6, 0) y (—4, —4)

073 | Halla la longitud de la cuerda que determina

““" llarectar:x+y+ 1=0al cortar a la circunferencia
X2+ y*+4x+ 12y + 11 = 0. Demuestra
que la mediatriz de esa cuerda pasa por el centro
de la circunferencia.

X4y +4x+ 12y +11=0

-S> x’=3x=0
X+y+1=0

Los puntos de interseccion son: A0, —1) y B(3, —4)

La longitud de la cuerda es: d(A, B) = /3 — 07 + (=4 + 1) = 3v/2 unidades
El punto medio de la cuerda es: /\/l[; —z]

Como AB = (3, —3), un vector normal es (1, 1). Asi, la ecuacion de la mediatriz es:
5 3

y+—=x———>x—-y—4=0
2 2

Ay +ax+12y+11=0> K+ 27+ (y+6°=29— (-2, —6)
Como —2 + 6 — 4 = 0 — La mediatriz pasa por C.

074 | Lasrectas 2x —3y +5=0y 3x+ 2y + 1 = 0 son, respectivamente, la recta tangente
®®° | ylarecta normal a una circunferencia de radio 4 en un punto. Determina el punto y
la ecuacién de la circunferencia.

2x—=3y+5=0
X+2y+1=0
El conjunto de puntos que se encuentran a V13 unidades del punto A es:

K+ +—1P=13X+y+2x—-2y—11=0
Como la normal a la circunferencia pedida pasa por el centro de la misma:
X2+ Yy +2x—2y—11=0
X+2y+1=0
Los puntos de interseccion son: (1, —=2) y (=3, 4)

} — (=1, 1) es el punto de tangencia.

}—>x2+2x—3—0

Luego las dos circunferencias que cumplen las condiciones son:
=1+ +2°=13> x>+ y’—2x+4y—-8=0
(X+3P+(—4'=13—> x>+ y’+6x—8y+12=0
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075 | Halla la interseccion de la circunferencia, de centro (0, 0) y radio 5,
22 | con otra circunferencia cuyo centro es (2, 0) y su radio mide 4.

2 2

X2+y2_25 25 = 16— (x— 2 > Ax =13 x = 12
=224y’ =16 4
169 . 231 231
—+y =05y =—ay=t——
6 Y= T 4

4 . 13 V231) (13 V231

Los pUntOS de|nterSeCC|On son: 4,7 y 4, T

076 | Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos de interseccién
““" | de las circunferencias.

Cix*+y?—2x—y—5=0 Cax*+y*—5=0
2 29y 5 _
oy = O 452552 +y =0
X +y =5=0

077 | Halla la distancia del centro de la circunferencia x*> + y? — 2x+ 4y —24 =0
a cada una de estas rectas, y Usalo para decidir la posicion relativa de cada recta
con la circunferencia.

a) rn2x+y—7=0 o tt—x+2y+20=0
b) s:5x+2y—30=0 d) uux—2=0
Xy —2+4y—24=0>Kx—1)7+(y+2°=29—C(1,-2)
) 1214+ (=2 -7 _ 745
5

<29 = Larectaes secante a la circunferencia.

5:14+2(=2)—30
b) g =29 =r — Larectaes tangente a la circunferencia.

52 4 2?
—14+2(=2)+ 20
o) ‘ ‘ =3v5 >vJ29 - La recta es exterior a la circunferencia.
(=17 +2°
[1-2| , 4
d) =1<+29 — Larectaes secante a la circunferencia.

078 | Calcula la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (5,4) y (-2, 3)
“®" | y que tiene un radio de 5 unidades.

La circunferencia de ecuacion (x — a)? + (y — b)* = 52 pasa por (5,4) y (—2, 3):
G-—al+@-b>=5>a*+b>—10a—-8b=-16
(—2—a+3B-b=5>a"+b>+4a—-6b=12

Restando las dos ecuaciones: 14a +2b =28 - b =14 —7a

Sustituimos en la primera ecuacion:
{a =2-5b=0

aA+072—-a)y—-10a—-8-71Q—a)=—-16—>ad*—3a+2=0—>
a=1->b=7

Existen dos circunferencias que cumplen las condiciones del problema:
=20+’ =5 > Kx-1+(y—-77=5
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079 | Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (-3, 7) y (11, 3)
""" | ycon un radio de 2 unidades. Explica lo que sucede.

La circunferencia de ecuacion (x — a)” + (y — b)* = 2% pasa por (—3,7)y (11, 3):
(=3—a’+07-b’=2>>a*+b>+6a—14b=—-54
(M—a+@-b=2">a’+ b’ —22a—6b=—126

7a—18

Restando las dos ecuaciones: 28a —8b =72 — b =

Sustituimos en la primera ecuacion:

2
a2+[70g18] +6a—14- 70;8 = —54 = 530> — 424a + 1044 = 0

A = —41.552 — No existe ninguna circunferencia que cumpla estas condiciones
alavez

080 | Halla el volumen de un cilindro cuya base tiene por ecuacion
Y | x2 4 y? + 6x+ 10y + 9 = 0y cuya altura mide 2 unidades.

XY +ex+10y+9=0—(x+37>+(y+5°=25—>r=5

El volumen del cilindroes: V= m-r*- h = 50m =157,08

081 Obtén las ecuaciones del lugar geométrico de los puntos que equidistan de (1, 4)
°®? | ydelarecta3x+ 4y + 1 =0. ;Serd una parabola? ;Se puede escribir su ecuacién?
;Por qué?

|3x + 4y + 1
JE=10 4y =4 = ——
V3442

Sy =2 +1+y —8y+16

_\3x+4y+1

5
9%’ +16y” + 14 6x + 8y + 24xy
25

— 25x° — 50X 4 25 4 25y° — 200y + 400 = 9%’ + 16y” + 1 4 6x + 8y + 24xy

S X =2+ 1+ y’ =8y +16=

— 16X + 9y? — 24xy — 56x — 208y + 424 =0

Se trata de una parabola, pero no se puede escribir su ecuacion reducida, porque
el vértice y el foco no se encuentran situados en uno de los ejes de coordenadas.

082 | Halla el lugar geométrico de los centros de las circunferencias que pasan, a la vez,
°2% | por los puntos (4, 1)y (—2, 5). ;De qué figura se trata?

Los centros de las circunferencias se encuentran a la misma distancia de ambos
puntos; por tanto, forman la mediatriz del segmento que determinan.

\/(x74)2+(y71)2 =\/(><+2)2+(y75)2 =X =8x+16+y* =2y +1=
= x4 4x+4+y? =10y +25—-3x—2y+3=0
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083 | Obtén la ecuacion de la circunferencia que es tangente a la recta 3x —4y —28 =0,
°"" | sabiendo que su radio mide 5y que pasa por el punto (=2, 4).

Yf La recta normal en el punto de tangencia de la recta
3x — 4y — 28 = 0 que pasa por el punto (=2, 4) es:
4x+3y—4=0

Las dos rectas se cortan en otro punto de la
circunferencia:

—4y-28=0] 12x—16y-112=0]
4x+3y—4=0] —12x—9y+12=0

Entonces el punto medio del segmento AB es ((1,0), y el radio de la circunferencia es:
r=+E2-17+4-0° =5
La ecuacion de la circunferenciaes: (x — 12 4+ y> =25 = x>+ > — 2x — 24 =0

084 | Sidibujas cuatro puntos sobre una circunferencia y los unes, N
L X B A . »
?" | segun se observa en la figura, resulta que: M

TM-TQ=TN-TP YT

Compruébalo tomando los puntos M(5, 1), N(4, 2), P(—3, —5) / AN
y Q(—2, 2) y demostrando que estan sobre la misma * B
circunferencia. Halla su ecuacién. Después, calcula

el punto Ty prueba que se verifica la igualdad inicial. Q

Sea la ecuacion de la circunferencia de la forma: x> + y* + Ax + By + C=0.
254+ 14+5A+ B+C=0 5A+ B+C=-26 5A+ B4+ C=-26

164+ 44+4A+2B4+C=0>4A+2B+C=-20t—> A— B = —6
9425-3A-58+C=0 3A+58—-C= 34 4A+ 3B = 4
5A+B8+C=-26 A=-2
— A-8 = —6{—>B=4 [ —>xX+y'—2%+4y-20=0
7A =-14 C=-20

Obtenemos la ecuacién de la circunferencia que pasa por M, Ny P.

Como (—2)* + 27 — 2(=2) + 4 -2 — 20 = 0, Q pertenece también
a la circunferencia.

-5 —1
La recta que pasa por My Q tiene por ecuacion: X = yf - x+7y—12=0
) Lo x—4 y—=2
La recta que pasa por Ny P tiene por ecuacion;: ———=———=>x—y —2=0
X+7y12:0}%T[13/5]
X—y—2=0 4" 4

2 2 2 2
e SRR e e e A
4 4 4 4 16 16 2
2 2 2 2
o T - B
4 4 4 4 16 16 2




SOLUCIONARIO

085 | En esta figura hemos trazado las dos rectas

L X Xe)

tangentes sy t a una circunferencia, de centro C A
y radio r, trazadas desde un punto P exterior
aella. C r
Supongamos que C(—1, 3), el radio mide \
5 unidades y el punto P(—9, —3).

. P/o/
Las rectas que pasan por P tienen la forma: 7 A t

y=—34+mx+9 > mx—y+9Im—-3=0
Imponemos que la distancia de C a esa recta sea igual al radio, 5.

(=Im—3+9m—3|_,

m?+1

Elevando al cuadrado obtenemos la ecuacion:
2
8m —6) = (5J/m? +1)

que tiene dos soluciones: 0,12y 2,34; por lo que las ecuaciones de las rectas son:
y=0,12x —1,92 y=2,34x+ 18,07

Considerando todo lo anterior, calcula las dos rectas tangentes a la circunferencia
dada que pasan por:

a) Elpunto (0, 14).
b) El punto (12, 0).
¢) Explicalo que sucede al hallar las rectas tangentes a la circunferencia que pasan
por el punto (2, 6).
a) Lasrectas que pasan por (0, 14) son de laforma:mx —y + 14 =0
m(=1)—3+414
m? + (—1)?

=5 =5-5m*—2m+121=25(m*+1)

—m+11
_>7
m? 41

m = —251

> 12m’+11m—48 =0 —
m =159

—251x—y4+14=0

Las rectas tangentes son:
159% —y +14=0

b) Las rectas que pasan por (12, 0) son de la forma:mx —y — 12m =0

mEN=3-10m) o | Z13m =31 o i6om? 4 78m 49 = 25(m +1)
m?+(—1)? m?+1
—>72m2+39m—8_0—>{m20’]5
m=-0,7

015x—y—18=0

Las rectas tangentes son:
—0/x—y+84=0

A Jo+1+6-3? =32 <5 = H punto es interior a la circunferencia,
no pueden trazarse las tangentes.
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086 | Dadaslasrectasr:3x+ 4y + 7 =0ys:12x — 5y + 7 = 0, jse puede trazar una
[ X Je) . .
circunferencia de centro (4, 4) que sea tangente a ambas rectas? ;Y con centro
en el punto (10, 2)? Escribe la ecuacion de dicha circunferencia en el caso
de que la respuesta haya sido afirmativa.

Circunferencia de centro (4, 4):

34+4-4+7|_,
V3447 . )
— No se puede trazar la circunferencia, ya que el centro
12-4-5-4+47 - 3 no se encuentra a la misma distancia de las dos
122+ (—5)° 13 rectas.

Circunferencia de centro (10, 2):

31044247 _ ¢
N3+ 42 } . ) )
— El centro estd a la misma distancia de las dos rectas.
12:10-5-247|_
122 + (=5

La ecuacién de la circunferencia es:

X—4Y+—4'=81-x+y —8—8/—49=0

087 | Dadas las rectas r:3x + 4y — 10 =0,
°®" | s:5x — 12y 4+ 2 = 0y la circunferencia
x*+y? —20x+84=0.

a) Comprueba que las dos rectas son
tangentes a la circunferencia.

b) Halla el punto P de interseccién de
ambas rectas, el punto C, que es centro A
de la circunferencia, y los puntos Ay A’, r
en los que las rectas son tangentes

a la circunferencia.

¢) Sillamamos d a la distancia que separa P de C, la distancia deiPa2 Qesd—r,
y la distancia de Pa Q'es d + r. Demuestra que PQ - PQ' = (Pa)

a) X+ y’—20x+84=0

— 25x? —380x + 1444 = 0
3X+4y—-10=0

A = 0 — La ecuacion tiene una solucién; por tanto, la recta es tangente
a la circunferencia.

X*+y?—20x+84=0

— 169x% — 2.860x + 12100 = 0
5 =12y +2=0

A =0 — La ecuacion tiene una solucién; por tanto, la recta es tangente
a la circunferencia.
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090 | Una hipérbola de % de excentricidad tiene su centro en (2, 3) y un foco en (7, 3).

SOLUCIONARIO

b) 3x+4y—10=0 9x+12y—30=0
S5x—12y+2=0 5x—12y+2=0

X4y —20x+84=0- (x— 10)> +y* =16 — ((10,0)

25x2380x+1.444:0—>x:358—>/\[38 16]

} — P2, 1)

i

5 5

169x% — 2.860x +12.100 =0 — x = ﬂ% A E 48]
13 13 13

Q X +yY —20x+84=0>K—-10°+y=16—>r=4

d=J10-—2+0—-1? =65

PQ-PQ' = (65 —4)- (V65 +4) = 65— 16 = 49

2 2
PAZ—[382] +[161} A L
5 5 25 25

Halla la ecuacién de una elipse cuyo centro es (2, 4), tiene un foco en (5, 4)

y su excentricidad es %

C@ 4 3
—>c=3 e=—-—o>a=
F(5, 4) 5
_22 _42
Comoa’=b>"+c—>b=4 La ecuacion es: k=2 +u=1

25 16

Escribe, en forma general, la ecuacion de la elipse 4x* + 9y*> —8x + 36y + 4 = 0.
Halla también sus focos y su excentricidad.

4 4+ 9y — 8x+ 36y +4=0— 4 — 8x+ 4+ 9° + 36y + 36 =36

=407 —2X+ 1)+ 9/ +4y+4) =36—> +

4
El centro de la elipse es C(1, —2).

Comoa® ="+ —sc=+5
Por tanto, los focos son: F(1 +/s, 72) y F’(] —e, 72)
R

3

La excentricidad de la elipse es: e =

Calcula su ecuacion.

€23 —c=5 e:i—>a:4

F(7, 3) 4 2 2
) _3

Comoc’=a*+b>—>b=3 La ecuacién es:u_%:w

(=1 2

1
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Y
091 | Una hipérbola en la que se cumple

°¢° | que a = b decimos que es
equilatera. Supdn que tiene su
centro en (0, 0) y que el eje focal

B
es horizontal. oA \ 0 F
5

X
Calcula su ecuacion y halla las
coordenadas de los focos en funcion N
de a. Determina las ecuaciones
de sus asintotas.
- - s X2 y? 2 2 2
La ecuacion de la hipérbola equilatera es de la forma: — — <> =1—->x"—y* =a

Comoa=byc=d +b*—>c=2a- F(\/Ea, O) F’(—\/Ea, O)
Al ser a = b, las ecuaciones de las asintotas son: y = £x

092 | Comprueba que la hipérbola, cuyos focos son (4\/3 4\/3) y (—4\/5, —45)
(X X ]

y su constante es 8\6, es una hipérbola equildtera. Comprueba que (8, 2) estd
situado en esa hipérbola. Obtén su ecuacion.

2c:\/(—4f—4ﬁ)2+(—4f—45)2:16

c=38
b=42
046}_)

Al ser a = b, la hipérbola es equildtera.
Jx=av2) +(y—av2) —(x+442) +(y+442) =842
S lx— a2 +(y=av2) =882 +(x+ 4v2) +(y+4v2)
—x?—8V2x+324 y? — 82y +32 =128+ x? + 8/2x + 32+ y2 +
+ 82y + 3241692y (x + 4v2) + [y + 442)
S 162X — 1632y —128 = 1682 (x + 432) + (y + 42)
Sxtyt a2 = —|(x+4v2) +(y+av2)

- x2+y2+2xy+8\5x+8\/§y+32:X2+8\5X+32+y2+8\5y+32
— 2xy =32 — xy =16 es la ecuacion de la hipérbola.

8-2=16—(8,2) esun punto de la hipérbola.

093 | Como la parabola es el lugar geométrico Y
°® | delos puntos que equidistan de una recta
llamada directriz y un punto denominado
foco, emplea la definicién para calcular 4
la ecuacién de una parabola cuya directriz
sealarectar:3x+ 4y =0y cuyo
foco sea F(—1, 0).

290



SOLUCIONARIO

X+ 4 X+ 4
(X+])Z+y2:7‘ y‘—> x2+2x+1+y2:7‘ /|
V3442 5
Ox? +16y? + 24xy
25
— 25x% 4 50x + 25 + 25y% = 9x* + 16y2 + 24xy
— 16x% 4 9y? — 24xy + 50x + 25 =0

S XU F Ty =

094 | Halla los focos, vértices y directrices de las siguientes parabolas.
see
a) y=x>4+2x+1 Q) y=4x>—8x+12
b) 4y=—x*+8x—6 d) y=6x>+9x—10
(Recuerda que, en una pardbola del tipo y = ax* + bx + ¢, la directriz es horizontal

- . b
y el vértice es un punto de abscisa —2—).
a

a) y=(x+1
El vértice de la pardbola es: V(—1, 0)

2p:1_>p:]—>F[1,1] Directriz:yzfi
2 4 4

b) 4y—WO:—(X2—8x+16)—>y—§:—%(x—4)2

El vértice de la pardbola es: \/[4, i]

p=——op=——— F[4, ] Directrizz y = —
4 8 1 g 16

Q y—8=4(—2x+1)—>y—8=4x— 1)
El vértice de la pardbola es: (1, 8)

2p=4—->p=2-—F1,9) Directrizy =7
2
d) +u—6x2+—x+i—> +ﬂ:6x+i

16 8 4

El vértice de la pardbola es: \/[—3, —107]
4 8

3 95 119

p=6—>p=3—>F— — Directriz y = ———
[ 4 8 ] g 8

3
095 | Calcula los puntos de interseccién de la pardbolay = TXZ y la circunferencia

7 | x4 y?=25.
2 _
3X2_1§y70 — X2 =25-y’
X +y =25

y=3
3y’ +16y —75=0— P

Los puntos de interseccion son: (4, 3) y (—4, 3)
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096 | Determina las posiciones relativas de la parabola y* = 9x con las rectas.

Yels!
a) r3x+y—6=0 b) s:2x+y+6=0 ) t:3x—2y+3=0
En el caso de que las rectas corten a la parabola, halla los puntos de corte.

2

a) yo=9%
X+y—6=0
A =81 > 0 — La ecuacion tiene dos soluciones; por tanto, la recta corta
a la pardbola en dos puntos.

}—>y2+3y—18—0

Los puntos de interseccion son: (1, 3) y (4, —6)

b) yz = Ox 2
-2y +9% +54=0
Hty+6=0] VTV
A = —351 < 0 — La ecuacién no tiene soluciones; por tanto, la recta no corta
ala pardbola.
Q y? = 9x

Sy —6y+9=0
3x—2y+3:0} oo

A =0 — La ecuacion solo tiene una solucion; por tanto, la recta corta
a la pardbola en un punto, siendo tangente en el punto (1, 3).

097 | Las bisectrices de los cuatro cuadrantes cortan a la parébola y = x* —3x
" | entres puntos. Halla el rea del triangulo que forman.

Y

Las bisectrices de los cuatro cuadrantes tienen como ecuaciones: {y -
y ==X
}z/:X}—>x2—4x:o
Yy =x"—=3x
Los puntos de interseccion son: (0, 0) y (4, 4)
y ==X
y = x—3x
Los puntos de interseccion son: (0,0) y (2, —2)

}—>x272x:0

Como el dngulo en el vértice O es recto, el drea del tridngulo es:
OA-0B  8-\32

2 2

8
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SOLUCIONARIO

La cénica de ecuacién: 9x? + 16y? + 24xy + 8x — 44y + 24 = 0 es una parabola
cuyo eje es la recta: r: 8x — 6y + 2 = 0. Determina su foco.

Sea F(a, b) el foco de la pardbola.

8x — by + 2
T A
82+ (—6)
8x — 6y +2
\/xz—zax+az+y2—2by+bzzx]g/+
64x7 + 36y’ — 96xy + 32x — 24y + 4

x?—2ax +a*+ y? —2by + b’ =

100
100x” — 200ax + 100a” + 100y” — 200by + 1006” =

= 64x? + 36y? — 96xy + 32x — 24y + 4
Ox? +16y” + 24xy — (500 + 8)x — (50b — 6)y + 25a° + 25b° — 1= 0

8 = —(50a + 8) 0
X’ + 16y° 4 24xy + 8x — 44y + 24 =0 — 1—44 = —(500 — 6) -e{b:]
24 = 250° + 2567 — 1 =

El foco es el punto F(0, 1).

Encuentra los puntos de corte de las parabolas y? = 9xy x? = %y.
y? = Ox
=y
Los puntos de corte son: (0,0) y (1, 3)

}%9x4—9x—0—>x(x3—1)—0

El famoso hombre bala Adal L. White hizo

una demostracién en una ciudad. Se introdujo
en un caidn y fue lanzado al aire, siguiendo una
trayectoria de un arco de parabola. Alcanzé

una altura maxima de 20 metros y cayd ileso

a una distancia de 60 metros del caiién.

Determina la ecuacion de la parabola que describe
su trayectoria.

(Puedes suponer que el punto mds elevado es el origen
de coordenadas)

YA Si se considera el origen de coordenadas
1 como el punto mas elevado, los puntos
Ay Bserfan el punto de lanzamiento

30 X y de aterrizaje, respectivamente.
/ N La ecuacion de la parabola es de la forma:
f 3 y = —2px*

Como (30, —20) es un punto de la

pardbola: =20 = —2p - 900 = p = %

- , . ! 1
Por tanto, la ecuacién de la pardbola que describe la trayectoria es: y = ———x’

45
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101 | Determina el valor de k que hace que la recta 2x+ y + k=0 sea tangente
ala parabola y* = 6x.
y? = 6x

S (=X —K*=6x >4’ + @k —6)x+k*=0
X+y+k=0

La recta es tangente a la pardbola si solo la corta en un punto; por tanto,
la ecuacion debe tener una Unica solucion.

A:(4/<—6)2—16k2:Oe—48k+36:O—>k:%

102 | Encuentra la ecuacion de una parabola de directriz horizontal que pase
““" | porlos puntos (4,7), (—8,7) y (10, 25).

Sila directriz es horizontal, la ecuacion de la pardbola es de la forma:

y=ax+bx+c
Entonces:
7= 1l6a+ 4b+c 16a +4b +c=7 16a + 4b +c = 49
7= 64a— 8b+ct— 4a— b =0{— 4a— b =0
25=100a + 10b + ¢ 14a + b =3 6a =1
a:1 b:g C:S
6 3 3

Por tanto, la ecuacion de la parébola es: 6y = x* + 4x + 10

103 | Elfoco de esta parabola es F(—1, 3) y su directriz es la bisectriz del primer cuadrante.
“®" | Completa su ecuacion.

Xty i+ 22y 4+ ax+[]

"

"N

'41’\")(

P (=1 ‘ ‘
X—=y
S+ T+ Yy —6y+9 =
I V2
X2+ y? — 2y

S X+ 2+ 1y -6y +9=

=27+ Ax+ 242y =12y +18 = x? + y* — 2xy
= X2+ Yy 2y +4x—12y +20=0
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Decide qué tipo de cénicas son las siguientes, halla sus elementos y haz una

representacion grafica aproximada.

a) X’ +y’+2x+6y+1=0
b) x> —4y*+ 16y —32=0

a)

SOLUCIONARIO

€ 16x>+9y> —32x+ 54y —47=0
d) x>’ +6x—4y+17=0

CHy+2x+6y+1=0 Y
X+1’+(y+3°=9 :
La conica es una circunferencia de centro ) = e
C(—1, —3) yradio 3. / N\
\ /
N LA
2 ) 2
X =416y —32=0->xX—4y—-2°’=16—> T6 _%:1
La conica es una hipérbola de centro C(0, 2).
Y
Comod’=16—a=4— A(,4’ 2
Al=42)
.
Sic=a"+b"—>c=+20
74 1
L FN20.2) A x
F(=20, 2)

16X2 + 9y2 — 32x + 54y — 47 =0 — 16(x — 1) + 9(y + 3)> = 144

N (x —1) . (y + 3V
16
A, 1)

Comod®=16—a=4—1 "
A'Ql, =7)

= 1— La conica es una elipse de centro ((1, —3)

B(—=2, —-3)

Sit*=9—->b=3—1"
B'(4, —3)

F(1, =3+7)

Comoaz—bz—kcz—)c—ﬁ—)[

F(1,-3-+7)

XAbx—4y+17=0—>Kx+3°’ =4y —2)

—>y—2:%(x+3)2

La conica es una pardbola de vértice (-3, 2).

1 1 17
Como2p=——=p=——F-3 —
SR i ah)

15
La directrizes larecta y = e
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2 2

X
105 | Calcula la recta tangente a la elipse — + RAR Y¢
“®% | enel punto P(0, 8). 2 16 4
(Las rectas que pasan por (0, 8) tienen como ecuacion
y=mx+ 8)
y=mx+8
——
16x% 4 25y% = 400 1 X
y=mx+38

— (16 4+ 25m?) x* + 400mx +1.200 = 0

La recta es tangente a la elipse si la ecuacion tiene solo una solucién, es decir,
si el discriminante de la ecuacion es igual a cero. e
4

A = 160.000m* — 4.800(16 + 25m?) = 40.000m’ — 76.800 =0 — m = :I:i
Hay dos rectas tangentes a la elipse que pasan por el punto (0, 8):

43x =5y +40=0

{4\/§X+Sy—40—0

106 | En lafigura se observa una propiedad de la recta tangente a una elipse
°®® | en un punto P. Vemos que es la bisectriz del angulo formado por la recta P
con un foco y la recta que une P con el otro foco.

t

\ p

£ 0 F\

Usa esta propiedad para calcular la ecuacién de la recta tangente
2 2

16
en el punto P| 3, ] de la elipse de ecuacion x + = L
5 25 16
a=>5
—>c=3
b= 4} ¢

Los focos son los puntos: F(0, 3) y F'(0, —3)

La recta que pasa por el puntoy el foco Fes:x — 15y +45=0

La recta que pasa por el puntoy el foco F'es: 31x — 15y — 45 =0

Los puntos de la bisectriz equidistan de ambas rectas:
X—15y+4531X—15y—45_>{\/@(x—15y+45)_ 113 31x —15y — 45)
JEH(157 3R (=157 593 (x — 15y + 45) 113 31x — 15y — 45)
305,18x + 205,82y —1.574,17 =0

353,88x — 524,72y + 617,46 =0

Como la recta tangente en un punto del primer cuadrante tiene pendiente
negativa, la recta tangente pedida es: 305,18x + 205,82y — 1574,177 =0

j

Simpiﬂcando:{
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o00

Observa la figura. Hemos dibujado una parabola
y en ella situamos un punto P. Vemos

SOLUCIONARIO

que la recta tangente a la parabola en ese punto
es la bisectriz del angulo que forman la recta
que une P con el foco y la recta perpendicular

a la directriz que pasa por P.

Usando esa informacion, calcula la recta

tangente a la parabola y* = 18x
en el punto (2, 6).

2p=18—->p=9—-F90)

La directrizes larecta:x+9=0

La recta que pasa por el puntoy el foco es: 6x 4+ 7y — 54 =0

La recta perpendicular a la directriz que pasa por el puntoes:y — 6 =0
Los puntos de la bisectriz equidistan de ambas rectas:

l6x+7y —54|  |y—6|

\/62+72 \/12+02

6x +7y —54 =/85(y —6) = 6x — 221y +131=0
6x + 7y — 54 = —\/85(y —6) = 6x + 1621y —109,31= 0

Como la recta tangente en un punto del primer cuadrante tiene pendiente
positiva, la recta tangente pedida es: 6x — 2,21y 4+ 131 =0

Si una sefal incide sobre una antena
parabolica en direccién perpendicular
a su directriz, esta se refleja como

si chocara contra la recta tangente

en ese punto.

Demuestra que el rayo reflejado pasa
siempre por el foco de la parabola.

Esta propiedad es la que confiere su utilidad
a las antenas parabdlicas, puesto que

concentran la sefial en un solo punto, el foco.

S

M / R

Se considera un punto f, una recta sy un punto M
que pertenezca a ella.

Si se traza la perpendicular a d que pasa por M,

esta recta corta a la mediatriz del segmento MF

en un punto P, que pertenece a la parabola de foco F
y directriz s por ser MP = PF. Como la recta

es perpendicular, la medida del segmento MP
coincide con la distancia del punto Pala rectas.

Esta mediatriz es la tangente a la pardbola de foco F y directriz s. Ademas,
los angulos RPS y FPT son iguales, por ser los dngulos que forman el rayo
que incide y el rayo que se refleja. Y por ser opuestos por el vértice,

los angulos MPT y TPF también son iguales.

Por tanto, un rayo que incide perpendicularmente a la directriz se refleja pasando

por el foco F.
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109

L X 2]

110

1

112
[ X Xe)

Un espejo hiperbdlico es tal que la distancia focal mide 26 mm y el eje real 24 mm.
Calcula las coordenadas de los vértices y los focos.

F'(13,0)

A'(12,0)

2c=26—c=13—F(—13,0)
20=24—a=12—>A(-12,0)

Un tridngulo inscrito en una circunferencia,
cuyo lado mayor coincida con un didmetro,
es un triangulo rectangulo.

a) Utiliza esta propiedad para calcular el lugar
geométrico de los puntos cuya suma
de los cuadrados de las distancias
aP(3, —3) y Q(—5, 3) es 100.

b) Comprueba tus resultados, teniendo en cuenta que conociendo los dos extremos
del didametro puedes calcular el centro y el radio
de la circunferencia.

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico.

X=3 7+ +3 '+ Kx+5"+(—37=100
S =X+ 9+ Y+ 6y + 94+ x4+ 10x+ 25+ — 6y +9=100
> X+ Y+ 2% —24=0— K+ 1)1+ =25

Es una circunferencia de centro (—1, 0) y radio 5.

El centro de la circunferencia es el punto medio del segmento: (—1, 0)

Y el radio de la circunferencia es la mitad de distancia entre los puntos:

(=5-37+B+37 =10

Desde un punto de una hipérbola, los focos
estdna2cmy 8 cm,y el eje imaginario
mide 6 cm. Calcula.

a) ¢Cudl es la distancia entre sus vértices?

b) ;Y la distancia focal?

a) 2a=d(P,F)—dP,F)=8—-2=6
b) 2b=6—b=3cm
Comoc=a’+ b’

c=18 =32 cm = 2c =62 cm

P
&\

Hemos medido la distancia desde un punto =
MG

de una elipse a sus focosy esde 9cmy 7 cm,
respectivamente. Si la excentricidad es 0,8;
icudl es la longitud de sus ejes?

20=dP, F)+dP,F)=9+7=16cm
a=2=8

e=0,8
Comod’=b+c -b=48cm—=2b=96cm

B
90‘,“-""‘

~— A
F

A e
2

}45:6,4



SOLUCIONARIO

113 | Los dos triangulos de la figura tienen la misma
""" | base, AB, que mide 8 cm, y sus perimetros

miden 20 cm.
Dibuja otro tridngulo con estas propiedades
y halla un método para dibujarlos. A B

Respuesta abierta.

A 8cm B
Si P es el tercer vértice de un triangulo en las condiciones del problema, entonces:
dpP,A)+d(P,B =12

Por tanto, para dibujar todos los tridngulos hay que trazar la elipse
de focos Ay B con constante 2a = 12.

PARA FINALIZAR...

114 | Dados los puntos A(2, 1) y B(6, 4), determina el lugar geométrico de los puntos P

Py
tales que el drea del tridngulo ABP sea 10 de unidades cuadradas.

dA B =4 +3 =5

Siel drea del tridngulo mide 10, entonces la altura debe medir 4.

-2 —1
Seares la recta determinada por Ay por B: XT = yT —>3x—-4y—-2=0

3x —4y —2 — 4y —2 =
d(P,r)—4—>y—4%{3X 4y —2=20

32 4 (—4)? —3x+4y+2=20
El lugar geométrico esta formado por dos rectas paralelas: {SX —4y—-22=0

tangente a la recta r: x = a que pasa
por el punto B(b, 0).

3x—4y+18=0
115 | Considera un punto Q de una circunferencia y |
con centro en el origen y radio r, $Pla y)
y otro punto P con la misma abscisa que Q.
Halla el lugar geométrico de los puntos P, sabiendo Q0@ y)
que la razén de las ordenadas de Py Q es k. o
Sea ((g, b) el centro de una circunferencia 0 X

|x—a|
VP40
S KX—a?=K—-b+y’—> y’=20b-a).
El lugar geométrico es la parabola de foco By directriz r.

diC, n=4dC B — (x = b’ +(y -0’
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116 | Igual que una recta puede expresarse con ecuaciones paramétricas,
también puede hacerse con las conicas.

Comprueba que las ecuaciones:

X=a+r cos o . .
) { + son de una circunferencia.

y=b+rsena

X = a .
b) { a €05 Ao de una elipse.

y=bsena

a) X=a-+rcosa X—a=rcosa
y=b+4rsena y—b=rsena
= (x—aP+(y—b)Y =r?cos’ a+r’sen’ o = r?

Se trata de una circunferencia de centro C(a, b) y radio r.

= C0S 2 2
X Yy 2 2
—>—2+——cos a+sen o =1

b) x =a cos 04}
ﬁ
bz

y=bsena
=sen o

o< ox

Las ecuaciones corresponden a la elipse de centro C(0, 0) y constante 2a.

117 | Describe el lugar geométrico de los puntos que verifican la ecuacion
x> —y?>—4x+ 6y —5=0.

X—y —dx+6y—5=0—>(—4x+4) —(V—6y+9) —5=4-9
X—2=y-3 _){xfy+1=0

— 2 —(y—37=0
- Kx=2"=(y~-3) _){xz_y+3 i ty—5=0

El lugar geométrico esta formado por dos rectas perpendiculares.

118 | Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y), v
tales que el producto de las pendientes de las rectas
que los unen con los puntos A(2, 0) y B(—2, 0)
esigual a k.

Pxy)

Identifica el lugar geométrico si: 14

b) k=0 d) k=4

a) k=—1 ) k=—4 o % \A=

Y
X—2
Y

X+ 2

A—P>=(x72,y)—>m1:

BP=(x+2y)—>m=

Y Y ks = k(-4
X—2 Xx+2

a) Sik=—-1oy =-X+4-oxX+y =4
El lugar geométrico es una circunferencia centrada en el origen
de coordenadas, de radio 2.
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SOLUCIONARIO

b) Sik=0—-y'=0—-y=0
El lugar geométrico es una recta, el eje de abscisas.
XZ yz
Q Sik=—4—5y' =—4C+16> 4 +y = 16—>7+E:1
El lugar geométrico es una elipse centrada en el origen de coordenadas.

2 2

d) Sik=4 5y =4¢ 16— 4x2—y2:we—>%—f—6:1

El lugar geométrico es una hipérbola centrada en el origen de coordenadas.

119 | Consideramos un segmento de extremos Ay B, y su punto medio M.
Determina el lugar geométrico de los puntos P, tales que las distancias entre este
punto y M, Ay B cumplan la siguiente condicion.

M _ PB
PA  PM
POy
A 1
oo ! )
DA
” .’I
A M B

Si AB = 2d y M = (0, 0), se puede considerar que A= (—d,0)y B=(d, 0).
Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico.
PM =[x+ y?

PA= (x4 d\ +y’

PB =/(x— a7+ y*
%:%—)(WY:ﬁ-%exz+y2:\/(x+d)z+y2 =i+ y?
X422+t = = d) + - dYy 4 (= d)y

Xt 22y = Xt = 2d% 4 df 4 XAy A 2dxy? + dByR o xRy = 2dxy? o+ dPyP

2 2

2 —2dyr =gt — 2 Y
FEE
2 2

Por seriguales los ejes, el lugar geométrico es una hipérbola equilatera.
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En busca de Klingsor

Cierta vez, un reportero pregunto a Einstein:
—;Existe una féormula para obtener éxito en la vida?

—pregunto el reportero, insistente.

—Si A representa al éxito, diria que la formula es A = x +y 4+ z, en
donde x es el trabajo e y la suerte —explico Einstein.
—:Y qué seria la 22
Einstein sonrio antes de responder:
—Mantener la boca cerrada.
Un joven norteamericano, Bacon, estudia Fisica en el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton y alli conoce a Einstein, del que recuerda algunas
anécdotas como esta. Al finalizar la Segunda Guerra Mundial, se hace espia
y viaja a Alemania para encontrar al mdximo responsable de las investigacio-
nes atomicas realizadas por los nazis, que se esconde bajo el se cudonimo de
Klingsor. En sus pesquisas le ayuda un matemdtico, de nombre Links, que for-
mo parte del equipo de investigacion nuclear.
iPor qué estabamos juntos el teniente Bacon y yo [pensaba Links
¢Cuando nos encontramos por primera vez? ;Cual era nuestra mision?
¢Como se cruzaron, en fin, nuestras vidas paralelas? Para responder a
estos cuestionamientos no me queda mas remedio que hablar un poco
de mi.
Ubico mi nacimiento en el mapa de mi imaginacion como un pequerno
punto dibujado en el centro de un plano cartesiano. Hacia arriba, en el

eje de las y, esta todo lo positivo que me ha ocurrido; en contraposi-
ci6n, hacia ab bajo descubro mis desventuras, mis retrocesos y mis re-
quiebros. A la cleledm, en el eje de las x, encuentro los actos que me
definen, aquellos que voluntariamente he convertido en el centro de
mi vida —deseos, anhelos, obsesiones—, mientras que, a la izquierda,
yacen esas porciones de mi ser que me han modelado contra mi volun-
tad o mi conciencia, esas partes aparentemente impredecibles o espon-
taneas que, no puedo negarlo, también me han llevado adonde estoy
ahora. ;Cual seria el resultado final de un ejercicio como éste? ;Qué
forma apareceria en medio de la hoja? ;Seria posible trazar las coorde-
nadas que he recorrido a lo largo de mi trayecto? ;Y obtener, a partir de
esa linea, la formula que me resuma en cuerpo y alma?

JORGE VoLri

Juzga la metéfora de Links. ;Seria posible representar una «vida»
mediante una curva en un sistema de coordenadas cartesianas?

No serfa posible, ya que los elementos que se describen en el texto
no son traducibles a puntos del plano que puedan describir
una curva.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Dada la funcién f(x) = log (sen x):

a) ;Esté definida para x = %? b) ;Y parax = 37“?

a) f[“
2

b) f[iﬁ] =log [sen 32“] = log (—1) — La funcién no esta definida para x = 37“

= log

sen ;] =log 1= 0 — La funcién esta definida para x = %

porque no existe el logaritmo de —1.

002 | Expresa las siguientes condiciones en forma de intervalo.
a) —1<x<5 b) x>7 o x<-=2 d) Todos los numeros reales.
a) [=1,5) b) [7, +o0) 0 (=00, =2] d) (—o0, +00)

003 | Expresa, de forma algebraica y mediante una tabla, la funcién que asigna a cada
numero su cubo menos dos veces su cuadrado.

) = x> — 2x°

X -2 —1 0 1 2
f(x) —16 -3 0 —1 0

004 | Dibuja estas funciones e indica de qué tipo son.

a) Unvendedor de muebles tiene un sueldo fijo de 480 €, y por cada mueble
que vende, cobra 10 € de comision.

b) A cada numero real le hacemos corresponder su doble menos 2.

a) Y

400 +
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Funciones

ACTIVIDADES
001 | Justifica si las siguientes graficas corresponden a funciones.
a) v b) va
X X

a) La grafica corresponde a una funcién, porque a cada valor de x le corresponde
un Unico valor de y.

b) La gréfica no corresponde a una funcién, porque hay valores de x a los que
les corresponden varios valores de y.

002 | Razona, en cada caso, si la relacion entre las magnitudes es una funcion o no.
a) Ladistancia entre dos ciudades y el tiempo que se tarda en ir de una a otra.

b) La cantidad de fruta que compra una familia, en kilogramos, y el precio
por kilogramo.

c) Laalturade los alumnos de un centro escolar y su edad.
a) No se trata de una funcién, ya que segun sea la distancia entre dos ciudades,

el tiempo que se tarda puede tomar valores distintos, dependiendo
de la velocidad a la que se circule.

b) Es una funcién, puesto que para cada cantidad de fruta que se compre
hay un precio Unico segun el peso por kilogramo adquirido.

c) No se trata de una funcién, porque distintos alumnos pueden tener la misma
altura, aun siendo de edades distintas.

003 | Determina el dominio y el recorrido Y
de esta funcién. T

Dom f=[—4,3]U (4,6) 1
Imf=1[-3,2]U {4} 4

004 | ;Cudl es el dominio de estas funciones?

a) f)=+x+4 Q) f(x) =9x> + 6x> —9x
b) fix) = > d) fx) = cosx
Xx“—16
a) Dom f=[—4, +) ¢) Domf=R
b) Domf=R —{—4, 4} d) Domf=R



SOLUCIONARIO 7

005 | ;En qué intervalos es creciente esta funcién?
¢Y decreciente? En x = 2, jes concava o convexa? )

La funcion es creciente en (—6, —2) U (—1, 2). 1

La funcion es decreciente en (—2, —1) U (2, 4). \ X

En x = 2, la funciéon no es ni cobncava
ni convexa.

YA

006 | Estudia el crecimiento de la funcién.

La funcion es decreciente en (—oo, —2),
es constante en (—2, 1) y es creciente
en (1, +o0). \ X

007 | ;En qué puntos de la funcién hay maximos
relativos? ;Y minimos relativos? ;Tiene maximos /
o minimos absolutos?

Existe un maximo relativo en el punto x = —2. / /

No tiene minimos relativos ni absolutos
y no hay maximos absolutos.

008 | Estudia el dominio, el recorrido, el crecimiento
y los méximos y minimos de f(x). \

Dom f = (—o0, 6]
Imf= [*3, +OO) JT f(

La funcion es decreciente en
(=00, —3) U (=1, 5) y es creciente
en(—=3,—-1U(G5,6).

Existe un maximo relativo en x = —1y un minimo absoluto en x = 5.
No hay méximos absolutos.

/

009 | Dibuja la grafica de una funcién para que sea:

a) Impar. b) Par.

Respuesta abierta.
a) Y b) YA

LD
~
[ =
ol
T~ ——
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Funciones

010 | Justifica si estas funciones son simétricas.

2) fog= X 12 b) gix) = x> —3

(=0'+2 _ x'+2 _
(_ )2 XZ

) = f(x) es simétrica respecto del eje V.

011 | Representa una funcion periddica tal que el periodo lo determine esta grafica.

012 | Razona si las siguientes graficas corresponden a funciones periddicas.

a) y b) v

1

—— ' 1

f X T "

a) Lafuncioén es periédicay su periodo es 4.
b) Lafuncion no es periddica, porque la gréfica no se repite.

013 | Teniendo en cuenta la grafica de y = f(x), identifica a qué funcidn corresponde
cada una de las gréficas que aparecen en la figura.

Y

9
gx) = —fx)

h(x) = f(—x)

iX) = fx —=3)



014

015

SOLUCIONARIO 7

A partir de la grafica de y = f(x), representa estas funciones.

Determina el valor de las estas funciones en el punto x = —5,
X+3
sifx) =x*—3ygx) = +3
X

a) (F—g)) b) (F- g)x) 9 [ é ] "
a) F—g)=x"-3— X+3 (f — g)(=5) = (=5 —3— —5+3 :E
X — -
b) (f'Q)(X)—(xz—g).[X+3]_ X3 43x2—3x—9
X X
(s = TS50 -0 4
f x1—3 X3 f 5 — 35
e B —|P ==
J [g](x) X+3  x+3 [g]( ) S

X
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016 | Teniendo en cuenta que f(x) =V x° y g(x]
funciones en los puntos que se indican.

a) (f-g9)(—4) [ ]

, halla el valor de las siguientes

B (g = L2
X+ 1

No existe (f- g)(—4), porque (—4)° no es real por ser el radicando negativo.

. [f] NI (N
) X) = =

g X +3 x*+3
x+1
| f 5 A .
No existe | — [(=1), porque v (—=1)° no es real por ser el radicando negativo.
g

017 | Determina el valor de la composicion de funciones que se indica en cada apartado,

enx=—4,sif(x) = x>y glx) = x—1
a) (fog)x) Q) (fof)x)
b) (gof)x) d) (gog)x

3 (Fog)—4) = flgl—4) = f[s] -5

4)" 16
b) (gof)—4) = g(f(—4) = g(16) = %

O (fof)(—4) = f(f(—4) = f(16) = 256

d) (gog)(—4) = glg(—4) = 9[5] '

018 | Sif(x) =V 2% y g(x) = x — 4, halla el valor de estas funciones en los puntos
que se indican, determlnando primero la composicién de funciones
correspondiente.

a) (fog)(5) b) (gof)(5)

Justifica, a partir de los apartados anteriores, si la composicién de funciones
es conmutativa.

Q) (Fog)) = flgh)) = fix — 4) = \20x — 4)°
(fFog)5) =2

b) (go Nl = gif) = g(V2x* ) = V2x* — 4
(gof)5) =250 —4 =510 —4

(f 0 g)(5) # (g o f)(5) — La composicion de funciones no es conmutativa.



SOLUCIONARIO

019 | Sif(x) =3x+2ygk) =

x+1
a) Determinagof,fogygog.

b) Halla las funciones inversas de f(x) y de g(x), y comprueba que fof~'yg~'og
dan la funcién identidad.

a) (goNK = glflx) = gBx +2) = X +2

3x 43
(fog)(X>f(g(X))f[ X ]3~ Xy X2
X+1 X+1 X+1
X
_ o X _ X +1 _ X
(90 9 = glgt) g[w] T
X+

b) y=3x+2—ox=2L"%5fl)= x—2

3
(Fof )= <f1(x)>:f[xz]:3- X2 ia=x
3 3
_ _ oy _ Y Sy X
= SXYFY=XDIX—XYy =Y > X= - g x)=
X +1 1—x
X
G090 =g g = g~| | = —=X L«
1—x X 1 X+1—x
1—x
020 | Averigua cual es la funcién inversa de f(x) = 7+ x .
X
a) Representa las funciones f(x) y f ' (x).
b) Comprueba si sus graficas son simétricas respecto a la recta y = x.
_IEx axy:7+x—>xy—x:7—>x:L—>f’*( )= !
X y—1 X —1
a)

b) Las funciones son simétricas respecto a la recta y = x.
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I
021 | Razona si las siguientes graficas pueden corresponder a una funcién.
[ Jexe]
a) Y
\C LT
INENE|
| |
\\ \ ’l \\ I’ II X
1V /
b) Y
L~ ~
/ ] AN
X
N )4
™~ "
o] Y
/,
1/
\ i \
\ / \ X
\
d) Y
N
N
A 1
\ X
\\ I e
a) La gréfica corresponde a una funcién, porque a cada valor de x le corresponde
un Unico valor de y.
b) La grafica no corresponde a una funcién, porque a los valores de x situados
entre los vértices de la elipse les corresponden dos valores de y.
¢) Lagréfica corresponde a una funcién, porque a cada valor de x le corresponde
un Unico valor de y.
d) La gréfica no corresponde a una funcion, porque hay valores de x a los que
les corresponden varios valores de y.
I
022 | Realiza una tablay representa estas funciones.
[ Jele]
a) Cada numero entero lo relacionamos con su nimero de divisores positivos.
b) Cada numero real lo relacionamos con su parte entera.
¢) A cada numero le hacemos corresponder él mismo menos su valor absoluto.
d) A cadanumero le corresponde el valor 2.
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SOLUCIONARIO 7

Al x | -4 3] 2] 1 3| 4
fx) | 3 2 2 1 1 2 3
YA
X
D)l x | —2 | <16 =1 | —04 07 15 | 2
fx) | —2 | =2 | =1 | =1 0 1 2
Y
Y S o e e o S
X
a9l x -2 | -16]| =1 | —04 0,7 15 2
fx) | —4 | =32 =2 | —08 0 0 0
YA
X
d) X -2 —1 1
fx) | 2 2 2 2
YA
1
X
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Funciones

023 | Alolargo de un dia medimos la longitud, en metros,
°% | dela sombra que proyecta una farola desde el amanecer
hasta que anochece.

Las medidas, tomadas cada dos horas, desde las 6:00 h,
se muestran a continuacion.

0 25 17 5 2

6 19 32 0
a) ¢Crees que las tablas definen una funcion?
b) En caso afirmativo, identifica sus variables.

a) Latabla define una funcién porque a cada hora le corresponde una Unica
longitud de la sombra.

b) La variable independiente x corresponde con la hora del dia y la variable
dependiente y corresponde con la longitud, en metros, de la sombra.

024 | Comprueba si los siguientes puntos estan en los dominios de cada funcién.

[ Jeke)
a) Lospuntosx=3,x=2yx=—5paralafuncionf(x) =vx+1.
b) Los puntosx =3,x=4yx =15 paralafuncién f(x) = In (x —4).
3x —6

¢) Lospuntosx=2,x= —2yx =0 para lafuncién f(x) = .
x+2

a) J3+1=2—>x=3€cDomf
\/m:\/?—n(:ZGDomf
V=541 :\/ng%x:—SgDomf
b) INnB—4)=In(—1)¢€R—x=3¢Domf
IN4—-4)=In0¢€R—->x=4¢Domf
NG—-4)=In1=0—-x=5€Domf

o) M:O%XZZEDOI’T\I(
242
—242 0
306 3, —0eDomf
042

025 | Estudia si los valores de la ordenada, y, estan incluidos en los recorridos de estas
°“" | funciones.

a) Lasordenadasy=3,y=2ey= —5paralafuncionf(x) = v3x —3.

b) Lasordenadasy =0,y =30ey= —3 para la funcion f(x) = x> — 5x + 6.
2x —5
X+2°

13
¢) Lasordenadasy = 1,y:?ey= —7 para la funcion f(x) =
a Vx—-3=3-53%-3=9-5x=4—->y=3¢clmf
V3x -3 :2%3X—3:4+x:§—>yzzelmf

y=—5¢ Imf, porque la raiz no puede tomar valores negativos.



SOLUCIONARIO

b) ¥ —5x+6=0—>x=20x=3—>y=0&Imf
X =5x+6=30—>x—5x—24=0—>x=80x=-3—>y=30€lmf
X =5x+6=-3>xX—-5x+9=0->A=-11<0
— La ecuacion no tiene soluciones -y =—-3 €Imf

Q) X5 =1l X-5=x42->x=7->y=1€lmf
X+2
2= :E—>12x—30213x+26—>x:—56—>y:E€|mf
X+2 6 6
=5 =7 oX-5=-x-14ox=-1oy=-7€lmf
X+2

026 | Determina el dominio de estas funciones.

L X Xe)

2

X—3 7 X x —1
a) flx) = b) f(x) = o fx)= d) fx) = ——
) fx) ; ) f(x) 3 1 2
a) Domf=R ¢ Domf=R
b) Domf=R — {3} d) Domf=R —{-=2,0}
027 | Estudia el dominio de las siguientes funciones.
a) y=+vx+3 0 y=~x"—4x+4 e) y=VxX"+2x+9
b) Yy =J2x*+3x -2 d) y=+v5—2 f) y=v6+x—x’
a) Dom f=[-3, +)
X =2
b) 2 +3x—-2=0—>1 1
2
Dom f = (—oo, Z)U[;, +oo]
Q) X¥—4x+4=0—->x=2
Domf=R
d) Domf = [oo, 5]
2
e) X*+2x+9=0— A= —32<0— Laecuacion no tiene soluciones.
Domf=R
f) 6+x—x2:Oeixz_2
X =3
Domf=[-2,3]
028 | Escribe el dominio de las funciones. 10
000
a) y=log, (x —4) ¢ y=3"x e) y:In[4 ]
b) y=cos(1 —x) d) y=sen(x —m -
a) Dom f= (4, +) c¢) Dom = (0, +x) e) Dom f=(—o0, 4)
b) Domf=R d) Domf=R
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029 | Analiza el dominio de las siguientes funciones.

soe
a) y=1log,(5+x)
b) y: 23)(46

1

Q y=52

d y=2—tgx
3

e y=— -
l‘g[x+1]
2

a) Dom f= (=5, + o0)
b) Domf=R
c) Domf=R — {2}

d) Domf—R—{;—H«n,keZ}

e) Domf—R—{;‘Jrk;kez}

030 | Determina el dominio de las funciones.
a y= W+ J8—x
b) y=¥Yx+2-JVx+3
Q y= \/mm

a) Domf=[-1,8]
b) Dom f=[—3, 4+0o0)
c) Domf=o

031 | Estudia el dominioy el recorrido de las siguientes funciones.

o000

a) y=5-3
b) y=24++Vx—1
3
Q y=—
X
d y=2—-4
e) y=v3—x ++3+x
f) y= 2
X—2
a) Domf=R d) Domf=R
Imf=R Imf= (-0, 2)
b) Dom f=[1, +o0) e) Domf=[-3,3]
Im f=[2, +0) Imf:[\/€,2\/§]
c) Domf=R — {0} f) Domf=R — {2}
Imf=R — {0} Imf=R — {0}
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[ 1 J¢)

SOLUCIONARIO 7

Estudia las caracteristicas de las siguientes funciones.

a)

14 <) 1%
|
I 10
s T
N X ~ X
Y d) Y
1 \\ E :
N~ ! ! .
™ g B
\ JAN /i
| : :
a) Domf=R — {0} Imf=R — {0}

o}

La funcién es decreciente en (—oe, 0) U (0, +00).

No existen maximos ni minimos relativos y absolutos.

Es convexa en (—oe, 0) y es concava en (0, 4-c0).

La funcién es simétrica respecto del origen de coordenadas.
No hay periodicidad.

Dom f=R — {0} Imf=R

La funcion es creciente en (—oo, —2) y es decreciente en (—2, 0) U (0, 4-o0).
No existen maximos ni minimos relativos y absolutos.

Es convexa en (—oe, —2) U (—2,0) y es concava en (0, 4-o0).

La funcién no es simétrica ni periédica.

Domf:]R—{—],;} Imf=R

La funcién es creciente en (—oo, —2) U (2, +0) y es decreciente

en(—2, —1U —1,i U 3,2.
2 2
Existe un maximo relativo en x = —2y un minimo relativo en x = 2.

Es convexa en (—oo, — 1)U

0, ;]y es concavaen (—1,00U % +00]‘

La funcién no es simétrica ni periédica.

Dom f=R —{-15;1;3,5} Imf=R

La funcién es creciente en (—oo; —1,5) U (—1,5, =05 U (05 1) U (1;35 U (35,45
y es decreciente en (—0,5;0,5) U (4,5; 4+0).

Maximo relativo en x = —0,5 y en x = 4,5 y minimo relativo en x = 0,5.

Es concavaen (—oo; —1,5 U (0, 1) U (1;3,5) y es convexa en (—0,5; 0) U (3,5; 5).

La funcién no es simétrica ni periédica.
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033 | Considera la funcién que relaciona el tiempo, en dias, con la superficie visible
[ X Xe]
delaLuna.

a) ¢Esuna funcién periddica?
b) En caso afirmativo, indica el periodo.

a) Al depender la superficie visible de las fases en la rotacion de la Luna alrededor
de la Tierra, la funcién es periédica.

b) El periodo es de 28 dias.

034 Estudia las simetrias de la funcién.
fix) =x* —3x
f—x) = (—x)* =3(—x) = —x* + 3x = —f(x) = La funcién es simétrica respecto
del origen de coordenadas.
035 | Dada la gréfica de la funcién y = X%
Y
\ /
1
X
representa estas funciones.
a) y=(x—2) o y=K+3)
b) y=x>+3 d) y=x>—4
a) Y Q) Y
\ \ Iy:)/ mANAN N [ D
\ A\ / \ \/ /
\ \ / \ /\ /
\I 74 4 N\ /
Y=\ ) X )?
b) YA d) Y
\ ] |
\ 2
VN [ vs N1/
\ / X
AN \ /
\ \ /
1' \
N /
=X
X N
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[ 1 J¢)

SOLUCIONARIO 7

A partir de la siguiente funcién:

obtén la grafica de estas funciones.

a g=—2" b =12 9 i="241  d jn=—2
X—2 X+ 4 X X

a) YA

>y

Py
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Funciones

I Y
037 | Con la grafica de esta funcion:
e
f(x) = x> —2x \ 1 /
X
representa graficamente las siguientes funciones.
a) flx—2) b) —f(x) Q flx+1) d) f(x)+2
Razona cémo lo haces y calcula su expresién algebraica.
a) YA
\ |
foo\ 1\ /1]
\CAACT Y
\ ¥/ I" I fix—2)=(x— 27+ 2x—2) = x* — 2x
X
b) YA
\ /
f(x)
\ 1
>  —f)=—-x—2
JUTT\ X
=f(x)
1 \
Q) Y
\ |
\\ JL]IFCo)
\I\ /
N\ 2 X+ =Kx+17+2+1)=x"+4x+3
X
d) YA
\ |
\ [f(x)
/
\ /
40 5 ) +2=x>+2x+2
\ /
X
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SOLUCIONARIO 7

I
038 | A partir de cada gréfica, dibuja la grafica de las funciones que se indican.
[ X Xe]
a) f(—x)y —flx) Y
N\ q
AN /
\2 /
Nd L/
\v/
X
b) glx)+1yglx) —3 y
gx) |
|
Vo
\
\ / X
A hix+1)yh(x—2) 1
T /
T —— X
/V
hx)
a) Y
AN >4
\\\\ //( )
fl o)
- X
—fx) i ]
b) Y
g+t
1 |
_H_% >
gl ) L
/] =
1]
Q) Y
/ } /
hx 41 ; ) /|
X
VO AVALRE
VA4
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039 | La gréfica pertenece a la funcién y = 3. y A
000 X \
y £
Construye a partir de ella la grafica de las
funciones. \
2 2
a) y=——+3 q y= =1
)y x—1 X+ 2
2 2
)y x—3 x+1
a) Y Q) Y
\ (1) 2
\ yE
| V= -1 x
‘ ~l X I ——
o} S—— B X
| \ >
2 AREEL o
i y ==+ |
\ X —
b) 14 d) Y
| B 2 I\ L2
Ji L L1 12 YErT T ] yET
| T 1S /s g
R e NN
i 2 | X
yE— |
TR |

8
040 | Dada la funcién f(x) = —, determina la expresion algebraica de estas funciones
°¢ | y represéntalas. X

a) flx—3) b) f(x)+3 c) f(—x) d) —f(x)
a) flx—3) = 8 b) f(X)+3:§—|—3
X—=3 X
YA YA
1
\: X 3) ’F)+1
' \.
) \\ \\
~ ‘E X \7 T
N ™ X
) ‘ :
Tt Sl
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[“Jee]

SOLUCIONARIO 7

9 fln=—2 d) —fi) = -
X X
14 14
il |
T\ T\
= === = =%
e\ T[T e \ I/ T
\L \
Dadas las funciones:
fx) =x+2 gx) = x23 ]
calcula.
a) (F+9)5) o (f-9)0) e) (f-f)(2) g) (g—1r)3) [ ]
b) ( [ ]( 2 f) (g+1)5) h) (F+f-9)©0) ) 2

a F+ok)=+x+2

1
f+g \/_+§

b) (f—g)(x):\/m—xf_] (f_g)(g):(_g
9 (g = 2L 90 = -7
2_
g [f](x)_@” Vx+2 [ f ](_2)_0
g 3 g

e (f-Hl)=x+2 f-HR) =4

f) (g+f)(X)=%+ X+2 (g+f)(5):%+\/7
9 (g-HW=——-Vx+2 9= = =5

3xjx+2

hy (F+f-g9))=+Vx+2 +

[ ] x? =M x + 2
[ ‘ ] ) no es real, porque el denominador de una fraccion no puede ser igual a 0.

) = x+2 Q) =
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042 | Calcula el dominio de las funciones.

fx)=<x*—4 glx) = /25 — x?

Utiliza el resultado para calcular el dominio de las siguientes funciones.

a) (F+ g 9 [f](x)
g
g

b) (f-g)(x) d) [ f](X)

Dom f= (=0, =2] U [2, + )
Dom g =[-5,5]

a) Dom (f+g)=[-5 —-21U[2 5]
b) Dom (f-g) = [-5, =21 U [2, 5]

) Dom [f] = (=5 -2]U[2 5)
g

043 | Dadas las funciones:

mkx)=+vx*>—4 nXx)=x+6 p(x) = X;l
X

define las siguientes funciones y determina sus dominios.

a) (m+nK) 0 [ﬂ](x)
m
b) (n+ p)x) d) (m-n+p)x

a Mm+nX)=vx’—4 +x+6
Dom (m 4+ n) = (=00, =2] U [2, +00)
X —1
X4+1
Dom (n+p)=R — {1}

0 [”](x)= X+

b) (n+p)x)=x+6+

m /X2_4
Dom [”] = (—o0, ) U2, +0)
m
&) m-n+p) =X —4-(x+6+ X:
X

Dom (m-n+ p) = (o0, =21 U [2, +00)
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| Jeolke)

045

L X Xe)

Dadas las funciones:

2

flx) =2 glx) =x

calcula las composiciones de funciones.

a) fog d) gof
b) goh e) hog
) hof f) foh

Determina el valor de cada funcidn para x = 3.

2

a) (fog)l)=flg) = fix) = 2"
(fogB) =512

b) (goh)(x) = gh(x) = 9[1] _ Lz
X X
1
h(Q3) = —
gohnd =
9 (hofx) = hifX) = h(2") = ZL
(hof(3) = —
8
d) (gofHx) = g(fx) = g2) = 2*
(of)3) =64
e) (hog)x) = h(g(x)) = hix) = XL

1
hog)(3) = —
(hog)B3) 5

1
D (Foh)) = fhx) = f[] o
(Foh@® =<2

Comprueba con las funciones f(x) = v x + 1 y g(x) = 3x — 2 que la composicion

SOLUCIONARIO

de funciones no es conmutativa. Calcula el dominiodefogydegof.

(fogx)=fgx)=Ff3x -2 =~3x—1

Gof) = gfx) = gWx+1)=3Jx+1-2

(fo g)(x) # (gof)(x) = La composicion de funciones no es conmutativa.

Dom (f o g) =

L e
3

Dom(gof)=[-1,+x)
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Funciones

046

(XX

Explica de qué manera hay que componer las funciones:

fX)=\x>+4 gx) =5x+ 1 h(x) = 2

X +1
para obtener las siguientes funciones.
11
a) mx)=5Vx>+4 +1 b) n(x) =25x+6 o} p(X):X-:_]
X

3 (gof) = gfx) = gWx’+4) =5+ 4 +1=m)
gx+1)=56x+1)+1= 2546 = n(x)

2 10 X +11
g[ ]— +1= = p(x)
X+ X +1 X +1

b) (goglx) = g(g(x)

A (gohx) = ghx)

Determinafo f~'yf~" o fen los pares de funciones para comprobar
si son inversas o no.

a) fx)=3x—1y f‘1(x):%x+1
b) ) =2y F(x) = [%]
Q flx) =2y f(x) =log, x
d) fix)=senxy f~'(x) = arcsen x

e) fX)=x>+2y fF'x)=+x—2

a) (Fof M) =ff"x)= f[;x + 1] = 3[;)( + 1] —1=x+2

(F1 o) = F(F0) = £'(3x — 1) = %(y CT=x %
Las funciones no son inversas.

X 1Y
b) (fof ) = ff(x) = f[[;] ] _ 2{3]

o
(o f)) = F(f0) = 12 = []]
Las funciones no son inversas.

A (Fof™x) =ff"(x) = fllog, x) = 2°%* = x
(o f)x) =(fx) = (2" = log, 2* = x
Las funciones son inversas.

d) (Fof"(x) = AF'(x) = flarc sen x) = sen (arc sen x) = x

(o NX) = F(f(x)) = f'(sen x) = arc sen (sen x) = x
Las funciones son inversas.

&) (Fof))=fr"0) = fVx—2) =x—2+2=x
(FoN)=F() ="+ =Vx' +2-2 = x

Las funciones son inversas.
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s0®

SOLUCIONARIO 7

Calcula la funcién inversa de cada funcion.

a) y=2x+5

3—x
b) y=
Y 2

Q y=32x-3

Comprueba que sus graficas son simétricas respecto a la bisectriz
del primer cuadrante.

a) y:2x+5—>x:7y_5—>f“(x):7xg5
1
7
) P
. 4/
K
/. X
(] X
Tw A7
Py
r o fX)
/
3—x -
b) y= > x=3=-2y>f(x)=3—-2%
Y
\
\ .
\JX) .
~C ) ;
NS
TN X
. ‘\‘
L \fi(X N

2
Y
v
/o
1 < ,)—-
X AL~
.
= x
[ ~
.
|
S
I
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049 | Dada la gréfica de la funcién y = x*:
[ Jexe]

—~—

dibuja la grafica de su funcion inversa.

4

T T ——

—_—

050 | Dibuja las funciones inversas.
[ Zeke]

a) Y

|

326



C) Yy
] — |
1
tlog
y
2
d) v
] y::2
a) Y
£
T A7
5 —
——
X
b) Y
f(x)
//
-
1
[
Q) YA
JE=1;
/
1 —T"]
A .
£030
)
d) YA
(x)
1
’[fll )

SOLUCIONARIO 7
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051 | Dibuja funciones que cumplan estas propiedades.
[ Jexe]

a) Sudominioy su recorrido son R.
b) Sudominioes R —{1}.

c) Escrecientey sudominioes R —{—1, 2}.
d) Eslogaritmicay su dominio es (3, +).

e) Eslogaritmicay su dominio es (—oo, —2).

f) Esexponencial y sudominio es R —{0}.

Respuesta abierta.

a) YA d) Y
F(
|
/
X X
|
| 0
I
b) YA e) Y
A%
: o0 1‘
=S X X
c) YA f) Y
/
\AfG0
1 I i
s/ )
V.1 X —
\\ X
(

052 | En una vivienda pagan 10 euros de gasto fijo y 0,50 euros por cada kilovatio
““" | consumido a la empresa que les suministra electricidad.

a) Obtén una expresion de la relacidn que existe entre el consumo y el precio
y represéntala.

b) Sia esta cantidad hay que aumentarle el 16 % de IVA, jcdmo sera la ecuacion?
{Qué variacion sufre la gréfica?
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L2 2e)

054

L2 2e)

SOLUCIONARIO

La gréfica es otra recta con mayor pendiente que la primera.

- . . 1 .
Halla el dominio de las funciones del tipo f(x) = —, siendo n un nimero natural.

Ux
Sinesimpar: Dom f=R — {0}
Sines par: Dom f= (0, +o0)

El manual de usuario de un vehiculo afirma que el ruido producido por el motor
sigue aproximadamente la férmula:

r=at*+28t+8

donde t es el nUmero de anos
de antigliedad del vehiculo;
a es un numero fijo, que

se denomina coeficiente

de atenuacion, y r es el nivel
de ruido, medido

en decibelios.

La semana pasada llevé mi vehiculo a pasar la revision de los cuatro aflos y en el
informe figura que la medicién fue de 27 decibelios. ;Cudl es el coeficiente de
atenuacion? ;Cudntos decibelios producird a los ocho afios?

27=a-4+28-44+8—>160a=78—a=04875
Alos ocho anos producird: r = 0,4875 - 8% + 2,8 - 8 + 8 = 61,6 decibelios
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055 | En una circunferencia de 5 cm de radio
[ X Je) . . .
se inscribe un rectdngulo de lado x.

a) Expresa el area en funcion de x. ;Cudl es su dominio?

b) Realiza un tanteo para determinar el maximo valor 10
que puede tomar esa funcién. ;Cuanto mediran
los lados del rectangulo en ese caso? ;Qué tanto
por ciento de la superficie del circulo ocupa b
el rectangulo?

a) Por el teorema de Pitdgoras: 10° = b> + x* = b = V100 — x°
El 4rea del rectangulo viene dada por la funcién: fix) = xv/100 — x”
b) Al ser x la medida de un lado, el dominio de la funcién es: Dom f = [0, 10]

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f(x) 0 995 | 19592862 |3666| 433 | 48 [4998| 48 |3923

El méximo valor del drea es, aproximadamente, 49,98 cm?. En ese caso,
el lado x mide 7 cm. Asi, el otro lado mide: b = /51 = 7,14 cm

El 4rea del circulo mide: A = wr? = 78,53 cm?

= 0,6364, el &rea del rectdngulo ocupa el 63,64 %

,
de la superficie del circulo.

056 | Considera los triangulos cuya superficie mide S.

[ X Je)

a) Escribe la expresion algebraica que relaciona la base en funcién de la altura
en estos triangulos.

b) ;Cudl es la funcién que relaciona la altura en funcién de la base?
c) Representa ambas funciones.

Las dos gréficas son iguales.
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PARA FINALIZAR...

057 | Sean las funciones f(x) = % y g(x) = %.

Comprueba que se cumple que [g(x)]* — [f(X)]*= 1.

[g(X)]Z—[f(X)]Z—[ex+eXJQ_[GX—GX]Z_ €2X+€72X+2 B €2X+€72X—2

242
4

1

058 | Calcula las funciones inversas de:

e’ —e™ e te™

e'—e ]

y=———>2y=¢e"—
2 X
Siz=e"
[ 2
Zy:z—iﬁzz—2y2—1:0—>z:7zyi jy 4 S =yEy +1
z

Por tanto, las funciones inversas son de la forma: ¥y = In (X +A X+ )

ey:ln(x—\/xz—H)_
Siz=e"

2_
2y:z+i—>zzf2yz+1:0—>z:M—>eX:yj:\/y271
z

2
Por tanto, las funciones inversas son de la forma: y = In (x +Vxr =1 )

ey:ln(xf\/xzfﬂ.

059 | Sila funcion definida por f(x) =

,con x # —%, verifica que f[f(x)] = x,

2x+3
;cuanto vale ¢?
cx
“ %3 2
f(fx) = f| —Z ]_ = ¢ = X = X = 2cx> + 6x* + %X
2x+3 X 2cx+6x+9
2-——+43
2x 43
, , 2 2+ 4x* 4 24x3 4 36x°
S CX=2X —6x" =X =0—>cCc= =
2X
=XxEVXF+9 =xEJK+3)? =xEK+3)
2
Sic =243 )= 23X
X +3
Sic=—3fx)= =3
X+ 3
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060 | En un cuadrado de 16 cm de lado se suprime, de cada esquina, un triangulo
rectdngulo e isésceles de cateto x. Expresa el area y el perimetro del poligono
resultante en funcién de x. ;Cuél es su dominio? ;Y su recorrido?

XZ

El drea de la figura viene dada por la funcién: f(x) = 16> — 4 - - = 256 — 2x°

La hipotenusa de los triangulos mide: @ = x* + x> — a = V/2x

El perimetro de la figura viene dado por la funcién:

g0) = 4 2x + 416 — 20 = (42 — 8)x + 64

Y Yi
1 ()
I g(x)
501
"""" 2N X 10
10 X
Domf:{O,S\/ﬂ Domg:{0,86+16]
Im f=[0, 256] Im g = [0, 64]

061 | Un grupo de alumnos de 1.° Bachillerato pide presupuesto en dos agencias de viajes
para realizar una excursion.
La primera agencia les hace la siguiente propuesta.

Si el nimero de alumnos que va a la excursion es 40 o menos, les cobrara 200 €
por alumno.

Si el nimero de alumnos es superior a 40 le descontara un 10 % a cada uno
de los alumnos que se inscriba.

La oferta de la segunda agencia es:

Si completan un autobus, con capacidad para 60 personas, el precio sera de 150 €
por persona. Si alguno de los autobuses no estd completo, se incrementara el
precio en un 1% por cada persona que falte para completarlo.

;Qué agencia les conviene mas?
Un descuento del 10 % en el precio de 200 € significa un precio de: 200-0,9 = 180 €
Asi, la funciéon que representa la propuesta de la primera agencia es:

fx) = 200x si 0< x <40
180x si x> 40
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SOLUCIONARIO

El incremento de un 1% por cada persona que falte significa que el precio seré:
60 —

150-[1+ X]X—150)(—1—1,5(60)(—)(2)—240)(—1,5)(2

La funcidn que representa la propuesta de la segunda agencia es:

gl = 240x —1,5x* si 0< x <60
150x si x> 60

Los puntos de interseccion de ambas funciones son:

x=0
« Si0< x <40 — 200x = 240x —1,5%x> =5 1,5x* —40x =0 — 80 ~
X =—=20606
. Si40<><<60—>18Ox:240x—1,5x2—>1,5x2—6OX:Oﬁ{iizo

« Six>60— 180x=150x > x=0

Por tanto, la primera agencia resulta més conveniente si el nimero de alumnos
es menor o igual a 26. A partir de 27 alumnos, es mas econdmica la segunda
agencia.

062 | Una farola tiene 7 m de altura.

En su base hay una persona

de 1,80 m de altura que empieza
a andar en linea recta, alejandose
de la farola a una velocidad
de2m/s. 180 m
Al cabo de 10 segundos, jcual

serd la longitud de su sombra?

Halla una funcién que exprese la
longitud de la sombra en funcion
del tiempo, t, que se camina.

7m

(8

| .

Al cabo de 10 segundos, la persona ha recorrido 20 m.
q

20m s

Como la farola 'y la persona forman angulos rectos con el suelo, sus alturas determinan
dos lados paralelos de tridngulos que se encuentran en posicion de Tales.

Lzﬁ_nz 1820 =514m
18 S 7
La funcidn que expresa la longitud de la sombra en funcién del tiempo es:
flr) = 18- 2t _ 3,6t
7 7
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Funciones elementales

El darbol de la ciencia

Al decir Andrés [estudiante de medicinal que la vida, segin su profe-
sor Letamendi, es una funcion indeterminada entre la energia indivi-
dual y el cosmos, y que esta funcion no puede ser mas que suma, res-
ta, multiplicacion y division, y que no pudiendo ser suma, ni resta, ni
division, tiene que ser multiplicacion, uno de los amigos de Sanudo
[estudiante de ingenieria] se echo a reir.

—;Por qué se rie usted? —le pregunto Andrés sorprendido.

—Porque en todo eso que dice usted hay una porcion de sofismas y de
falsedades. Primeramente hay muchas mas funciones matematicas
que sumar, restar, multiplicar y dividir.

—iCudles?

—Elevar a potencia, extraer raices... Después, aunque no hubiera mas
que cuatro funciones matematicas primitivas, es absurdo pensar que
en el conflicto de estos dos elementos, la energia de la vida y el cos-
mos, uno de ellos, por lo menos, heterogéneo y complicado, porque
no haya suma, ni resta, ni division, ha de haber multiplicacion. Ade-
mas, seria necesario demostrar por qué no puede haber suma, por qué
no puede haber resta y por qué no puede haber division. Después ha-
bria que demostrar por qué no puede haber dos o tres funciones si-
multaneas. No basta decirlo.

—Pero eso lo da el razonamiento.

—No, no; perdone usted —replico el estudiante—. Por ejemplo, entre
esa mujer y yo puede haber varias funciones matematicas: suma, si
hacemos los dos una misma cosa ayudandonos; resta, si ella quiere
una cosa y yo la contraria y vence uno de los dos contra el otro; multi-
plicacion, si tenemos un hijo, y division si yo la corto en pedazos a
ella o ella a mi.

—Eso es una broma —dijo Andrés.

—Claro que es una broma —replico el estudiante—, una broma por el es-
tilo de las de su profesor; pero que tiende a una verdad, y es que entre
la fuerza de la vida y el cosmos hay un infinito de funciones distintas:
sumas, restas, multiplicaciones, de todo, y que ademas es muy posible
que existan otras funciones que no tengan expresion matematica.

Pio BArOJA

Existen algunas proteinas de gran tamafo a las que se les
pueden unir hormonas para modificar
su funcién en el cuerpo humano.

Este mecanismo estd regulado
por la formula

10kx TS
y=———"
1+ kx bt —t—i—t
siendo y la concentracion
de hormonas unidas,

la concentracion total de hormonas y k una constante.
Representa esta funciéon para k = 1.

i1 X



SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Calculala pendiente de la recta que pasa por los puntos A(2, 1) y B(—2, 3).
m=——
2
002 | Dibuja sobre unos ejes de coordenadas algunas parabolas que tengan como vértice
el punto (0, 1).
Y
Respuesta abierta. \
/£
X
003 | Dibuja, sobre unos ejes de coordenadas, una hipérbola de vértices (1, 1) y (—1, —1)
y con asintotasy =0y x =0.
Y
Respuesta abierta. Il
\
X
|
|
004 | Calcula las siguientes razones trigonométricas.
3T 4 31 10T o 5T
a) sen— p)cos— ) tg— d) sen —  g) cos —  f) tg —
4 3 6 2
3 \/5 3w ) o V2
a) sen — = —— C) g — no existe. e) (0§ — = —
4 2 2 2
4 1 10 3 5
b) cos LI d) sen LI —L f) g ELE no existe.
3 2 6 2 2
ACTIVIDADES
001 | Representa, sobre los mismos ejes de coordenadas, las funciones y = 3x — 1
ey = 5x + 4. Halla el punto comun a las dos graficas.
YA
[
I/ " El punto de interseccion es:
// s
/ 2" 2
/
[
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002

003

004

Dibuja todos los tipos de rectas que conoces y encuentra aquellos que no
corresponden a una funcién. Escribe sus ecuaciones.

Respuesta abierta.

Y
d pd (M y =4esuna funcién constante.
5 3 3 ., ,
P @ y = —x — = esuna funcién afin.
d 4 2
P X ® y = —3xesuna funcion lineal.
271G @ : g
p [\ @ x=4noesunafuncién.

Representa graficamente las siguientes funciones cuadréticas.
a) y=—-3x"—x—1 b) y=x*+2x—2

a) V|———— b) V(=1,-3)

Representa en el intervalo [—1, 1], con una escala que sea lo suficientemente grande,
las funciones.

fix) =x fix) = x? flx) =x* fix) = x*
Describe sus propiedades.

Y

En todas las funciones, el dominio es R y el punto de corte con los ejes es el origen
de coordenadas.

Las funciones de exponente par son decrecientes para los valores negativos de x,
son crecientes para los valores positivos, tienen un maximo absoluto en x =0

y son simétricas respecto del eje de ordenadas.

Las funciones de exponente impar son crecientes, no tienen maximos ni minimos
y son simétricas respecto del origen de coordenadas.



005

006

007

SOLUCIONARIO

Representa graficamente las siguientes funciones de proporcionalidad inversa.

3 1
a) y=— b) y=——
X 2x
a) Y
\
TN
- "
N
\
b) Y
4
A X

Representa estas funciones racionales, y relacionalas con las funciones
de proporcionalidad inversa.

1 1
= b = —
a) ¥y 12 ) Y =
a) Y b) 14
| |
| |
\b |
X X
\
|
Es una traslacion horizontal de la Es el producto por si misma de la
funcién de proporcionalidad inversa: funcion de proporcionalidad inversa:
1 1
fx)=——>flx+ 2= f(x):i—>f(x)~f(x)=L
X X+ 2 X x*

Halla el dominio de las funciones con radicales.
a) f)=3Yx*—4 b) g(x) = x> —36

a) Domf=R

b) Dom g = (—oo, —6] U [6, +00)
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008 | Representa graficamente estas funciones.
a) fx)=x+2 c) hx)=3x—1
b) gx)=4x—4 d) i) =3x+2

a) Y Q) Y

009 | Razona, sin hacer la gréfica, si las siguientes funciones son crecientes
o decrecientes.

a) flx)=1,2
2 X
b) g(x) = [3]

c) h(x)=0,8"

a) 1,2>1—f(x) es creciente.
b) %< 1 — g(x) es decreciente.
c) 08 < 1— h(x) es decreciente.

d) J? > 1 —i(x) es creciente.

010 | Representa graficamente estas funciones.

4 X
a) y=-2" c) y=[3] e) y=-"2"
b) y=2~ d) y=0,1" f) y=23
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SOLUCIONARIO

a) Y d) Y
x I
\
\ 1' -
\ X
b) Y e) Y
\ 1
\ ] X
1' /
> i
Q) Y f) Y
/
/
/
9] o) i
gl 1
X X

011 | Razona, sin hacer la gréfica, si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes.
a) f(x) =log,,x o) h(x) =log, x e) jix) =log s x

b) g(x) = log,x d) i(x) = loggs x f) k(x) =logs, x

3
a) 1,2>1—f(x) es creciente.

b) % < 1 — g(x) es decreciente.

c) 7>1—hx) escreciente.
d) 0,8 <1 —i(x) es decreciente.
e V3 >1 — j(x) es creciente.

f) 82> 1— k(x) es creciente.

012 | Representa graficamente estas funciones.

a) y=—log,x ) y=logsx e) y = —log, (—x)
3
X
b) y=log,(—x) d) y=logo, x f) y =log, [;]
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a) Y d) Y
X —— X
b) e) 4
1 X X
c) Y f) Y
/1
/
/ . =
1/ —
/ X
7
/ X /
|

013 | Describe las caracteristicas de estas funciones.
a) flx)=sen(x—1)
b) g(x) =(senx) —1

a) Domf=R Imf=[-1,1]

La funcion es periddica, de periodo 27 radianes. No es simétrica.

3
Presenta maximos en x = 1+ — + 2k y minimosen x =1+ ELI 2k,
. 2 2
siendo k € Z.

b) Domg=R Img=1[-2,0]

La funcién es peridédica, de periodo 2w radianes. No es simétrica.

3
Presenta maximos en X = — + 2k y minimos en X = =4 2k,
. 2 2
siendo k € Z.

014 | Representa las funciones y di qué observas.

a) f(x) = sen [x + ;] b) g(x) = cos [x — ‘;]
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016

017

Describe las caracteristicas de estas funciones.

f(x)

™
= sen[x + 2] = C0s X

SOLUCIONARIO

b) Yl/\
/\

a) fx)=tg [x —:] b) gix) =

a) Domf=R — {kr, ke 7} Imf=R

b) Domg:R—{;—H—kﬂ,keZ} Img=R

La funcion es periddica, de periodo = radianes.

Es siempre creciente y simétrica respecto del origen de coordenadas.

La funcion es periddica, de periodo = radianes.
Es siempre creciente y no es simétrica.

Representa las funciones inversas.

a) f(x) = arccos [x + :]

a)

YA

Representa graficamente esta funcién definida a trozos.

4

si

N

x <=2

) =9x* si =2 <x <1

1

si

x >1

Describe sus principales caracteristicas.

Domf=R Im f=[0, 4]
La funcion es continua, no es periédica
ni simétrica.

Es decreciente en (=2, 0) y es creciente en (0, 1). Tiene un minimo absoluto en x = 0.

b) g(x) = arcsen (x

b)

><V

glx) = COS[X— = senx
2
-
y
1
e
o~
Y
\
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018

019

020

342

En un contrato mensual de telefonia mévil se factura a 0,12 € por minuto.
Si el consumo no llega a 9 €, entonces se abona esa cantidad.

a) Halla la expresion de la funcién que relaciona el consumo, en minutos,
y el importe de la factura mensual, en euros.

b) Representa la funcién.
a) 9 si 0<x<76

912 si 76<x<77
924 s 77<x<78

=153 & 78<x<79
938 si 79<x<80
o) ¥
’]:3 )77

El servicio de correos cobra 0,30 € por los primeros 25 g de envio y, a partir de esa
cantidad, cobra 0,20 € por cada 25 g (o fraccidn) de peso extra. Representa la gréfica
del coste del envio de cartas hasta 150 g.

<

DPO T
D ODDOD

La funcién que asocia a cada numero su parte decimal es:
flx) =x —[x]

Representa la funcion y analiza sus propiedades.

Domf=R Imf=10,1)

La funcion no es continua. Todos los nimeros
enteros son puntos de discontinuidad
inevitable de salto finito.

Es periddica, de periodo 1. No es simétrica. X

Es creciente en (k, k + 1), siendo k € Z.
No tiene maximos ni minimos.




021

[ JeXe)

SOLUCIONARIO

Representa, sin hacer las tablas de valores correspondientes, las funciones lineales

y afines.
) y=2=3
a) y=———
3
b) y=—x+4
) Y ! x+1
Qy=—
2
d) y=—2x
a) o} Y
1
X -
X
1
b) d) Y
)
X
X
Escribe la expresion algebraica de las funciones representadas,
y calcula su pendiente y su ordenada en el origen.
Y
S
N
\
T+
A\l X
1\
ry=x+2 m=1 =2
Sy=-3x—2 m=— n=-2
t 2 m 2 n=0
Y= ——X = —— =
/ 3 3
uy= ix 1 m= l n=-—1
V=3 3
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023

| Jolke)

024

025

eCo

Representa las funciones en los mismos ejes de coordenadas, y relaciona la abertura
de las ramas de cada parabola con el coeficiente de X2

1
= 2x? =—X
Q) y=2x d) y 4

La abertura es menor cuando el coeficiente es mayor.

Halla los vértices y los puntos de corte con los ejes de las siguientes parabolas.
a) f)=x*—2x+2 b) gx) = —2x* +x —1 ) hx)=—x*-2
a) Va1, 1)

No tiene puntos de corte con el eje X. Punto de corte con el eje Y: (0, 2)

No tiene puntos de corte con el eje X. Punto de corte con el eje Y: (0, —1)
o V(0,-2)

No tiene puntos de corte con el eje X. Punto de corte con el eje Y (0, —2)

Haz la representacién gréfica de las siguientes funciones cuadraticas,
indicando el vértice y los cortes con los ejes.

a) y=x"—2x—38
b) y=—x*+3x

Q y=x*+4x+4
d) y=2%+3x—2

a) V(1,-9) Y
Puntos de corte con el eje X: (—2,0) y (4, 0) 51

-------------

Punto de corte con el eje Y: (0, —8) T+1 X




026
[ JeXe)

) v[3, 9]
2 4
Puntos de corte con el eje X: (0,0) y (3, 0)

Punto de corte con el eje Y: (0, 0)

o V(=20
Punto de corte con el eje X: (—2, 0)

Punto de corte con el eje Y: (0, 4)

Puntos de corte con el eje X: (—2,0) y [;O]

Punto de corte con el eje Y: (0, —2)

SOLUCIONARIO

YA
\
/ \
i \
I \
Y
¥ I
\ |
\
\
1 I
)
\
1
i

Representa la funcién y = x*y, a partir de ella, dibuja las graficas

de estas funciones polinémicas.

a) y=(x—2)?
b) y=x*+3
Q y=K+3)
d y=x"—4

;Qué relacion guardan las gréficas de las Ultimas cuatro funciones con la gréfica

de la primera?

a) Y

—
~

La funcion se traslada horizontalmente 2 unidades a la derecha.
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—
T~
—~—

La funcion se traslada verticalmente 3 unidades hacia arriba.

Q) Y

—

—

—

T~

~
—~——

La funcion se traslada horizontalmente 3 unidades a la izquierda.

d) Y

La funcion se traslada verticalmente 4 unidades hacia abajo.

027 | Hazla grafica de la funcion f(x) = x* 4 2x. Obtén la expresion algebraica
°¢% | de las siguientes funciones y represéntalas.

a) fix—2) o flx+1)
b) f(x) —4 d) fx)+2
¢Hay alguna relacion entre estas graficas?

a) flx—2)=K—2"+2x—-2=x"—2x

Y
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[ 1 J¢)

SOLUCIONARIO

Q) fx+1)=Kx+1)124+2+1)=x>+4x+3
Y

o
|

—
]

flc )\ 1\ /

—
"
~—

f(x) + 2

Considera las siguientes funciones.
fx) =x*—2x+1 gx)=(x—1)° h(x) = 3x

Calcula la expresion algebraica de la funcién que se indica en cada apartado,
y represéntala graficamente.

a) f(—x) Q) g(—x) e) h(—x)
b) —f(x) d) —g(x) f) —h(x)
a) (=X =(=Xx"=2=0+1=x+2x+1
Y

\ [

\ (%)

\ /

\ /
X
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X
/ \
—g(x)
| \
| \
I \
e) h(—x) =3(—x) = —3x
Y)
\
\ X
h(=x)
\
f) —hkx)=—3x
Y)
\
\ X
—h(x)
\




029

[ 1 J¢)

03

[ Jekel

031

[“Jee]

SOLUCIONARIO

Construye la tabla de valores y dibuja la gréfica de las funciones.
a) y=x+2+3
b) y=—+6x+1

Al x| 25| 215 =1 | <05 o 1
) [—0125| 3 [4125] 4 [3375| 3 6 19
Y
/
[T,
f
[ X
Dl x| 3] 2 ] =1 0 1 2 3
fo| 10 | 3] 4| 1 6 s | s
Y
|

|
|
|
SARRAREE
+
|
EENEAAARE
|
|
|

Halla los puntos donde cortan las siguientes funciones polinémicas al eje X.

a) y=3x+9 d) y=8x*+10x —3
b) y=—2x+5 e) y=2+x+3
) y=6x+17x—3
a) X=—-3 d)X:i,X:—i
4 2
b) XZ% e) No tiene puntos de corte.
1
Q) X=-3,x=—
6
Halla los puntos donde estas funciones cortan al eje X.
a) y=Kxk—"1k+2) b) y=(@x—1) Q y=Kx—2)x+3)2x+1)
1 1
a) x=1,x=-2 b) XZE Q x=2x=-3Xx=——
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032 | Representa las siguientes funciones polinémicas, indicando los puntos de corte
°¢ | con los ejes.

a) y=4x*+4x+1 d) y=x* -2 —7x—4

b) y=x*—x*—9%+9 e) y=x—2x*—2x—3

A y=2¢—-9%+x+12

1 Y
a) Punto de corte con el eje X: [—2, O]
0,1)

T,

Punto de corte con el eje Y (

b) Puntos de corte con el eje X: Y

(=3,0,(1,0y 3,0

Punto de corte con el eje Y: (0, 9)

——

!

¢) Puntos de corte con el gje X: Y

3
_ =0
( 1,0),[2 JY(4,0) {

————

Punto de corte con el eje Y: (0, 12)

s il

d) Puntos de corte con el eje X: (—1,0) y (4, 0) Y

Punto de corte con el eje Y: (0, 4) 2

—
——

e) Punto de corte con el eje X: (3, 0) Y

Punto de corte con el eje Y: (0, —3) 1

——
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[“lee]

034

035

SOLUCIONARIO

Relaciona cada grafica con su expresion algebraica.

2 2

X X
=2 4+3x—1 =2 —x+2
a) ¥ 5 + 3x oy 3 X+
b) y=2x—2x+1 d) y=—-2*+x+1
Y
V(\/ ——\ / \
\ N
\ // 17<\\
/ AN\ *
)§
\
he / [ R

1
a) y=f(x), porquesi a= 5 > 0, la pardbola es abierta hacia arribay c = —1.
b) y=h(x), puessia=2 >0, lapardbola es abierta hacia arribay c = 1.
1
c) y=gx), porquesia= —g < 0, la pardbola es abierta hacia abajoy ¢ = 2.

d) y=i(x),yaquesia= — 2 <0,lapardbola es abierta hacia abajoy c = —1.

Representa funciones de la forma y = ax* — 3x + 2 con distintos valores de g,
y estudia su variacion en funcion del parametro.

Respuesta abierta. Y
Sia=1—1x)=x"—3x+2 Akq\ I
Sia:%%g(x):%x2—3x+2 \AT,I
Sia:—%eh(x):—%xz—b(—f—z f //‘\;/ >
Sia=—1—i(X)=—x*—3x+2 [ | N
Sia=-3—jX) =—-3x"—3x+2 I

La abertura de las pardbolas es menor cuanto mayor es el valor absoluto de a.

Representa funciones de la forma y = x> + bx + 2 con distintos valores de b,
y explica como varian en funcién del parametro.

Respuesta abierta. Y
Sib=1->f)=x"+x+2 \\; \ IIIII
Sib=——=9gK) =x>4+—x+2 \ /

2 2 \

1 1 \/ /
Sib=—=>h})=x>——x+2 N

2 2
Sib=—1—=i)=x"—x+2 : X
Sib=-3—=jx)=x*—3x+2

La abertura de las parabolas es mayor cuanto mayor es el valor absoluto de b.
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036 | Representa funciones de la forma y = x> + 2x + ¢ con distintos valores de c,
000 o . .z .z .
y analiza su variaciéon en funcion del parametro.

Respuesta abierta.

Sic=1=f)=x"+2x+1

3 3
SiCZEAQ(X):Xz‘FzX'FE

Sic=2—>h()=x"+2x+2

SiC:—i—w'(x):xz—i-zx—i
2 2

Sic=—1—=j)=x"+2x—1
Sic=—-3>2k)=x*+2x—13

Todas las pardbolas tienen la misma abertura. Se trasladan verticalmente,
hacia arriba si ¢ es positivo, y hacia abajo si ¢ es negativo.

023)7 Escribe funciones con las siguientes caracteristicas.
- a) Una pardbola que corte al eje Xenx =3y x=>5.
b) Una parabola que corte al eje Xenx=—2yx=1.
¢) Una pardbola que corte dos veces al eje X en x = 2.
d) Una funcién cubica que corte al eje Xenx= —3,x=—1yx=1.
e) Una funcidn cubica que corte al eje X dos veces en x =2y unavezenx = —1.
f) Una funcién cubica que corte una vez al eje Xen x = 5.

g) Una funcién polinémica de cuarto grado que corte al eje Xenx = —1,x =3,
x=4yx=>5.

h) Una funcién de cuarto grado que solo corte dos veces al eje de abscisas,
enx=—-2yenx=>5.

Respuesta abierta.

a) y=K-3)x—5) e) y=Kx—2°x+1)
b) y=K+2k—1) f) y=k- )3

Q y=K-27 g y=K+1k=3)x—4)x-15)
d) y=0K+3)x+ Dx—1) h) y=(x+ 2)%x — 5)

038 | Explica las diferentes situaciones que pueden producirse al determinar dénde corta
°ee |l eje X una funcién polinémica de cuarto grado.

Para determinar los puntos de corte con el eje X se iguala la expresiéon de

la funcion a cero. Entonces se obtiene una ecuacion polinémica de cuarto grado
que puede tener como maximo cuatro soluciones. Por tanto, la funcion puede

no cortar el eje, o cortarlo una, dos, tres o cuatro veces, segun el niumero de raices
del polinomio.
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039 | Obtén la expresion algebraica y representa la funcion cuadratica que pasa
°®° | por los puntos A(1, —2), B(2, —2) y C(3, 0).

Sea f(x) = ax’ 4+ bx + ¢

a+ b+c=-2 a+ b+c=-2
da+2b+c=-2t—>3a+ b = 0
9 +3b+c= 0 8a +2b = 2

a+b+c=-2|a= 1

—3a+b = 0tb=-3

2a = 2lc= 0

La expresion de la funcion es: f(x) = x* — 3x

040 | Hallay representa las funciones polinémicas de grado minimo que pasan por
“®® | los siguientes puntos.

a) A(0,0), B[S, 2] y (=2, —1) d) A(1,0),B(2,1),C(3,0)yD(#4,1)
b) A(—1,0),B(0,—1)y C[a, 1] e) A(=2,3), B[Z, 3] y C(2,2)
2 2 3 2
Q) A(3,0),B(4,1)yC(5,0) f) A(=2,-2),B(1,1)yC(4, —3)
a) Los puntos A, By C estan alineados. YA

La funcion que pasa por ellos es:
fx) = 2x

b) Seaf(x) =ax’+ bx +c

a—- b+c= 0 a:i
c—_1 1y a- b=1 5
3a+2b=2 1
9 3 1 b=——
—a+—=b+c= — 5
4 2 2
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La expresion de la funcién es: Y
|
f(x):ixz—ix—1
5 5 \ /
/
\
/
1 X
Q) Seaf(x) =ax’+ bx+c
9a+3b+c=0 9a +3b+c=0 9a+3b +c= 0|la=-1
16a +4b+c=1t— 7a+ b =1t—>7a+ b = 1;b=38
250 +5b +c=0 16a + 2b =0 2a =-2(c=-15
La expresion de la funcion es: Y
fX) = —x* + 8x — 15 :
A X
| \
| \
| \
d) Seaf(x) =ax’+ bx’ + cx +d.
a+ b+ c+d=0 a+ b+ c+d=0
8a+ 4b+2c+d=1 7a+ 3b+ ¢ =1
27a + 9% +3c +d=0 13a + 4b+ ¢ =0
64a + 16b +4c +d =1 63a + 15b + 3¢ =1
2
a+ b+c+d= 0 a+ bt+c+d= 0973
7a +3b +c¢ = 1 7a +3b +¢ = 1l b=-5
6a+ b =-1 6a+ b =-1 c—3—4
2la +3b =-1 3a = 2/ 3
d=-7
La expresion de la funcion es: Y
|
|
f(X)=£X3—5x2+ﬁx—7 |
3 3 1
{ X
|
|




041

[ Jeke]

042

eeC

e) Seaf(x) =ax’+ bx+c
440_22b+C:§ 49— 2b+ c= 3 Za+1gcisga:£
2ot Sbrc=2)—s8a+12b+18c =27} — 0TI = 64
9 3 2 b o=—1 p=—1 =2
4a + 2b +c=2 - 4 - 16
La expresion de la funcion es: Y
f(x):ixzfix é 1
64 4 16 1
Al
....... T
f) Seaf(x) =ax’*+ bx+c
7
a=——
40 —-2b+c=-2 a+ b+c= 1 a+b+c=1 1118
a+ b+c= 11— 3a-3b =-3t—> a-b =—lib=—
160 +4b+c=-3| 150 +3b =-4| 18a =—7 178
c=—
9
La expresion de la funcién es: Y{
f(X):—LXz-I-lX-i-l :::::'] f————t+—
18 18 9 1
;Cudl es el dominio de estas funciones racionales?
7 2x +3
fxX) = ———— ) =——
i (X +7)x — 4 D = 0
a) R—{-7,4 b) R —{-5,2}
Dada la funcion f(x) = i determina la expresion algebraica
X
de las siguientes funciones.
a) g)=flx—3) Q) g =fx) —2 e) gh)=f-—x)
b) glx)="flx+1) d) gx)=fx)+3 f) gx) = —f(x)
2 2 2— 2% 2 2
a) gk = Q g =——-2= o) g =—"—=-=
X —3 X X —X X
2 2 2+ 3x 2
b) gt = d g=<=+3==% f g =—=
X+ 1 X X X

SOLUCIONARIO
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043 | Observa la gréfica de la funcion y = 3.
[ 2 Je] X
14
\ V = z
X
\\
‘I +
. X
T~
N
N
Representa las siguientes funciones.
9 9 9
a) y=—-—- Q y=—— e) y=—+=2
X —3 X X
b) y—3—3 d y= 2 f) y=—
X X+2 x—1
a) Y d) Y
: |
TN
' \\ b}
N X TN
. \
: |
b) Y e) Y
| |
\ \
T . )
I~ X Lol |
\\
. \
\ 1
Q) Y f) Y
I .
/ :
L/ Al
=T X i /, L
/ f
l T
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SOLUCIONARIO

Sin representarlas, escribe la relacién que hay entre las graficas de estas funciones

yIadey:E-
X
12 12 12 12
a) y= b) y=—- Qy=—+1 dy=——
X+ 4 X X X

a) Lafuncién se desplaza horizontalmente 4 unidades a la izquierda.

b) La funcion se desplaza verticalmente 2 unidades hacia abajo.

¢) Lafuncién se desplaza verticalmente 1 unidad hacia arriba.

d) Lafuncion es simétrica a la inicial y el eje de simetria es el eje de ordenadas.

3
La grafica de la funcion y = — es:
X
Y
\
_3
1 \\\\
\\ X
\\
A
\
3
Encuentra la relacién que tienen estas funciones con la funcién y = — y represéntalas.
X
4 4 3
a) y=x+ .Tenencuentaque:y=X+ =1+ .
X +1 X +1 X +1
2x—5
b) y=
x—1
—2x +1
Qy=
X +1
X —5
d y=
X+ 2
a) Y b) Y
2 ;
: X I e
; i
! |'
X+ 4 3 2x —5 3
X+ 1 X +1 x —1 x —1
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d) 1%
b
I e | bttt
i AL 1 DRSS S S X
—2x + 1 3 —x =5 3
=—=1T - y = =—1-
X4+ 1 X+ 1 X+ 2 X+ 2
046 | Determina el dominio de estas funciones con radicales.
a) fix)= Ix +7 o hx)=x+7
) =—/x +5 d) i) = —/x +5
a) Dom f=[0, +o0) c) Domh=[-7, +x)
b) Dom g= [0, +0) d) Domi=[-5, 4+o0)

047 Halla el dominio de las siguientes funciones con radicales.

a) fx)=3x—1 b) g(x) =/ x*— 81 ) h(x)=41—x3

a) Domf=R
b) Dom g= (—o0, —3] U [3, +-0)
c) Domh = (—oo, —1]

048 ;Cual es el dominio de estas funciones con radicales?

7x J3x =1

a) f) = b) gx) = ———
2—Jx—5 4—x+1
a) Domf=15,9) U (9, +wx) b) Dom g=I[—1,15) U (15, 4+0)

049 | La grafica de la funcion f(x) = Ixes:
Y

Obtén la expresidn algebraica y representa las siguientes funciones.
a) flx—2) Q) 1+ f(x) e) —1 —f(x)
b) f(x+3) d) —f(x) f) fx) —2
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) fix—2=x-2 d) —f) = —Jx
Y Y
T ”’ ~ X
X T
b) fix +3)=+x+3 e —1—f)=—1-~/x
Y Y.
. X
! T~
X I —— .
O T+ =1+Vx A ) —2=+x —2
Y Y
— 1" 1 — e |
1 X
X

050 | Con ayuda de la calculadora, realiza una tabla de valores para representar la funcion
L JoRel
y = x> + 1. Determina su dominio y su recorrido.

X -2 —1 0 1 2
fx) | 2,23 141 1 141 2,23
Domf=R
Im f=1[1, +00)
14
/|
S
R v
X
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051

L X 2]

053

A partir de la grafica de la funcién y = /x> + 1, explica cémo harias
la representacion grafica de las siguientes funciones con radicales.

a) Yy=1+x*+1 Qy=1—+x>+1
b) y=—2+x*+1 d) y =x*+2x+2

) La funcion se desplaza verticalmente 1 unidad hacia arriba.

o Q

) La funcion se desplaza verticalmente 2 unidades hacia abajo.

@)

) Lafuncién se desplaza verticalmente 1 unidad hacia abajo.

d) La funcién se desplaza verticalmente 1 unidad hacia arriba y se dibuja abierta
hacia abajo con la misma abertura.

Calcula el dominio de estas funciones.

a) y=Yx—17° b) y =+/x—1

Utiliza el resultado para probar que las funciones no son iguales y represéntalas
graficamente.

a) Domf=R b) Dom f=1[1, +o0)
Y Y

Representa la gréfica de las funciones y = 2*e y = 3", Y
A partir de ellas, razona cémo serd la grafica
de las funciones y = 5 ey = 10",

Las gréficas de las funciones y = 5 e y = 10

también son crecientes y pasan por

el punto (0, 1), pero su crecimiento esmas AEEEEEN
lento six < 0,y es mas rapido si x > 0, i 1 X
cuanto mayor es el valor de la base.

Ayudate de la calculadoray realiza una tabla
de valores para representar

1 X
la funcién exponencial y = [3] .

X -2 —1 0 1 2
f(x) 9 3 1 033 | 0,11 At




055

[ Jele)

056
*0

SOLUCIONARIO

1 1
Representa las funciones y = [2] ey = [3] . A partir de las gréficas,

1 1)
;como seran las graficas de las funciones y = [5] ey = [10]?

Y

Las gréficas de las funciones

—
-

—|L ! ey= [1]X también son
Y 5 10

decrecientes y pasan por el punto (0, 1),

pero su decrecimiento es mas lento si x < 0,

y es mas rapido si x > 0, cuanto menor

X es el valor de la base.

Esta es la gréfica de la funcion exponencial f(x) = 4.

—~——

Obtén la expresion algebraica y representa las siguientes funciones.

a) fix—3) c) 4+ flx) e) 2 —f(x)
b) flx+1) d) —f(x) f) fix) —2
a) flx—3)=4"" Q 4+fX)=4+4
Y Y
I 1
|
| X
\
/
1' |
X I
b) flx+1)=4"" d) —fx) = —4
Y Y
I
|
/ 1
/ \ X
1' \
X |
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057

eCo

e 2—f)=2—-4& f) f)—2=4-2

X

1
A partir de la gréfica de la funcién y = [3] , explica cémo harias la representacién

gréfica de las siguientes funciones.
x—3 1 —X
a) y=[] Q) y=[3] e) y=3"*
b) B 3X d) y 3 [1]x+1 f) y 3 [1]2)(
Y= 3 3

a) Lafuncion se traslada horizontalmente 3 unidades hacia la derecha.

—1\* X!
1 1
IR C
) [ 3 3
La funcién es simétrica a ella y el eje de ordenadas es el eje de simetria
de ambas.

—x N
c =|—| =||—
3 3
La funcién es simétrica a ella y el eje de ordenadas es el eje de simetria

de ambas. Coincide con la anterior.

d) La funcién se traslada horizontalmente 1 unidad hacia la izquierda.

o y—3ro [[ % ]} ) [[ % ]]

Primero se traslada horizontalmente 2 unidades hacia la izquierda'y,
después, se dibuja la funcion simétrica a ella respecto del eje de ordenadas.

2—x x-2)"!
3 3
Primero se traslada horizontalmente 2 unidades hacia la derecha'y,
después, se dibuja la funcion simétrica a ella respecto del eje de ordenadas.

-1
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I
Con la calculadora, realiza una tabla de valores para representar la funcién

058

[ Zeke] .. .
logaritmica y = logs x.

f(x) 0 0,63 1 126 | 146

I
059 | Representa la gréfica de las funciones.
*0
y=log, x y=logs x
Deduce, a partir de ellas, cédmo sera la gréfica de las funciones y = logs x e y = log x.
Y
— ]
X
Las gréficas de las funciones y = logs x e y = log x también son crecientes y pasan
por el punto (1, 0), pero su crecimiento es mas rapido si0 < x < 1,y es mas lento
six > 1, cuanto mayor es el valor de la base.
I
060 | Representa las funcionesy =log, x ey =log; x.
[ X }v] ; ;

;Como seran las gréficas de las funciones y =log, x e y =log ; x?
5 10

Y

/1]
/]

Las gréficas de las funciones y =log, x e y =log ; x también son decrecientes

5 10
y pasan por el punto (1, 0), pero su decrecimiento es mas rapidosi0 < x < 1,

y es mas lento si x > 1, cuanto menor es el valor de la base.
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061 | Esta es la grafica de la funcion logaritmica f(x) = log x.
[ X Xe]

YA

)=1og

Obtén la expresidn algebraica y representa las siguientes funciones.

a) flx—4) Q) 44 flx+1) e) 2—flx—2)
b) f(x+3) d) —f(x) f) f(2 —x)
a) fix—4) =logx—4) d) —flx) = —log x

Y Y

X 1
b) fix+3) =log (x + 3) e) 2—fix—2=2—log(x—2)
Y Y
X
Q) 4+fix+1)=4+logx+1) f) 2—x =log(2—x)
Y Y
X
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A partir de la gréfica de la funcién logaritmica y = log; x, explica cdmo harias
la representacion grafica de las siguientes funciones.

a) y=log;3x c) y =logs [1] e) y =log; 3x
X 1

3

3
b) y =log, x d) y =log, [] f) ,V=|093[X]
1 S lx 9

3

a) y=logs;3x=1+logsx
La funcion se traslada verticalmente 1 unidad hacia arriba.

b) y=log,x =log;:x

3

La funcidn es simétrica a ella y el eje de abscisas es el eje de simetria de ambas.

¢) Lafuncion es simétrica a ella y el eje de abscisas es el eje de simetria de ambas.
Coincide con la anterior.

3
d) y=log; [] =1—logsx
X

Primero se dibuja la funcién simétrica a ella respecto del eje de abscisas
y, después, se traslada verticalmente1 unidad hacia arriba.

e) y=log; 3x =log;3+log; x = —1+logs x
3 3 3

Primero se dibuja la funcién simétrica a ella respecto del eje de abscisas
y, después, se traslada verticalmente 1 unidad hacia abajo.

f) y=logs [;] =logsx —2

La funcidn se traslada verticalmente 2 unidades hacia abajo.

Dibuja la gréfica de y = cos x y, a partir de ella, haz la grafica de las siguientes
funciones.

a) y=—cosx ) y=1+cosx
b) ¥ = cos [x+;] d) y=cos(—x)
a) Y b) Y
! |
N VAN - NI\ <
N N X N N D& &
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064

e

065

ees

N7 NN N
] X P BT

Dibuja la grafica de y = sen x y, a partir de ella, haz la gréafica de estas funciones.

a) y=—senx ) y=-—-2+senx
™
b) y=sen|x + 2] d) y= —sen(—x)
a) Y Q) Y

Realiza una gréfica y estudia las caracteristicas de estas funciones.

y =sen 2x y =sen 3x
A partir de lo anterior explica como seran las gréficas de las funciones:
a) y=sen4x b) y =sen 6x

Las gréficas de las funciones y = sen 4x e y = sen 6x tienen el mismo dominio
y recorrido y son periddicas, pero el periodo es mayor cuanto mayor es el valor

por el que se multiplica la variable independiente x.
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Representa y estudia las caracteristicas de estas funciones.

y=cosi y=cosi
2 3

Explica, a partir del estudio anterior, cémo il

seran las graficas de las siguientes funciones. %
\ -+

)y—cosi b)y—cosi
@ 5 6

a) Lagréfica delafuncion y = cos ?Uene el mismo dominio y recorrido

y es periddica, pero el periodo es 10m.

X
b) La gréfica de la funcién y = cos g tiene el mismo dominio y recorrido

y es periddica, pero el periodo es 6.

T

— X

Ayudéandote de su grafica, comprueba que estos pares de funciones no son iguales.

a)y:COS[X] y = Cosx c)y:tg[X] y= 9%

2 2 2 2
_ [X _senx

b)y_senz] y— 2

a) Y

Esta es la gréfica de la funcion
trigonométrica y = tg x.
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Utiliza la gréfica anterior para construir las graficas de las siguientes funciones.
b) y=1—tgx

a) y=tgx+m
14 b) Y

a)

069 | A continuacién puedes ver la gréfica de la funcion y = arc sen x.
[ X 2e)

& il
2

y=arcsenx

Realiza las graficas de las funciones.

1
a) y=2+arcsenx Q) y=arcsen[x_2]
b) y=3 —arcsen x d) y=arcsen (x—1)

a) Y Q) 14
s
Tt ? +
D —
-1 X
T
-1 10X
b) 4 d v
Tl
2
—_—
1 X
s
: [
—_—t—
-1 1 X
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[ X Je)

Esta es la gréfica de la funcion y = arc cos x.
Realiza las gréficas de las funciones.

a) y=2+arccos x
b) y=3 —arccos x

c) Y = arccos [X —;]

d) y=arccos(x—1)

a) Y

Observa la gréfica de la funcion
y=arctgx.
Realiza las gréficas de las funciones.

a) y=2+arctgx
b) y=3 —arctgx

1
=arctg|x — —
QY 9[ 2]

d) y=arctg(x—1)

a)

SOLUCIONARIO

Y
1
s
2 y=arccosx
i 1 X
Q) Y
L
s
2
1 X
d)
™
s
2
1 X
"
2
y=arctgx
_T
2
b) Y
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X
072 | Lafuncién cuya expresion algebraicaes y = m se llama funcién signo de x.
o0

Y

Encuentra su expresion algebraica como una funcion definida a trozos.

a) ¢Cudntovalesix=3? b) ;Ysix=—-5? c) ;Ysix=-34?
1 si x>0
o = {—1 si x<0
a) f(3)=1 b) f(—5)=—1 c) f(=3,4)=—1

073 | Representay describe las caracteristicas de las siguientes funciones.

(e Xe]
2x +1 si x <2

? f(x):{x—s six>2

x?—=3x six<3
b) gix) =16 six=3
[—x+3 six >3

6
A h(x)=1x—1
[y+1 six >2

si x <2

a) Domf=R Imf=R

La funcion es creciente en
(=00, 2) U (2, 4-00).

2
et —— At
No es continua en x = 2,y este es un punto % X
de discontinuidad inevitable de salto finito.

No tiene asintotas.
No es simétrica ni periddica.
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SOLUCIONARIO

b) Domg=R Img—l—j, +o0

U (3, +0)

iy . 3
La funcion es creciente en E, 3

3
y es decreciente en [—OO ,2].

) - 3
Tiene un minimo absoluto en x = 5

No es continua en x = 3, y este es un punto de discontinuidad evitable.
No tiene asintotas. No es simétrica ni periddica.

c) Domh=R —{1} Imh=(—00,0)U[6, +x) Y

La funcion es decreciente

en (—oo, 1)U (1, 2) y es creciente en

(2, +OO), 2

Tiene un minimo relativo en x = 2. —

No es continuaen x =1,y este es

un punto de discontinuidad inevitable

de salto infinito.
Tiene una asintota vertical en x = 1y una asintota horizontal en y = 0.
No es simétrica ni periddica.

Representa y describe las caracteristicas de estas funciones definidas a trozos.

x3 six <0
2 si x <1

a) flx) = log x si x >1

si0<x<4 b) 9(X)={
x—3

\/; six >4

a) Domf=R — {3} Im f= (—o0, 0] U [2, +00)

La funcién es creciente en (—oo, 0) U (4, +c0) y es decreciente en (0, 3) U (3, 4).

Tiene un minimo relativo en x = 4.

No es continua en x =0, nien x = 3,y el punto x = 0 es de discontinuidad
inevitable de salto finito, y el punto x = 3 es de discontinuidad inevitable
de salto infinito.

Tiene una asintota vertical en x = 3.
No es simétrica ni periddica.

\7
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b) Domg=R Img=1(0,2]
La funcion es creciente en (—oo, 1) U (1, 4-00).
No tiene maximos ni minimos.

No es continua en x = 1, y este punto es de discontinuidad inevitable
de salto finito.

No tiene asintotas.
No es simétrica ni periddica.

Y

075 | Escribe como funciones definidas a trozos.

a) y=|x+2]| b) y=]12 —3x|

2 s o x>=2 12=3x si x<4
f) =1 X T = b) fx) = g
a) fx) {—x—z S x<-_2 ) ) —1243x s x>4

076 | Observa la grafica de la funcién y = x> —x —6.

Y

Realiza la gréficadey = |x* —x —6]|.

Y

——
[
~—
-

—
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SOLUCIONARIO

I
077 | Representa la funcion.
oo [x243x| six<—1
fx)=1-4 si x = —1
—x+3 si x >—1
Estudia el valor que toma la funcién en los puntos préximos a —1,
completando las tablas.
lzquierda de —1 —2 —1,5 —1,1 —1,05
f(x) 2 2,25 2,09 2,0475
Derecha de —1 0 —0,5 —0,9 —0,95
f(x) 3 35 39 3,95

y por la derecha se acercan a 4.

078
*0
a) y=|x*—4x—5|

Describe lo que le sucede a la funcién en las proximidades de —1.
Por la izquierda de —1 los valores de la funcion se acercan a 2,

Escribe como una funcién definida a trozos y representa las funciones.

o y=|2¢—7x+3]
d) y=|—-x+4x—5]|

I

b) y=|x* —4x+5]|
2) ) = x> —4x -5 s x<—-1,x>5
X244 +5 si —1<x<5
7
| |
| |
|
/™
\
Pl |
'
%
b) Y
\ |
/
/
X
20 —7x +3 s Xgi,x23
O f() = 2
2P+ T7x =3 s —<x<3

T ———,
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QZ? Expresa como una funcion definida a trozos.
o la) y= x|+ [x+2]

b) y=|x+1] —|1—x]|

Qy= |x—1| — |1 —x|

d) y=|2x+1| —|2—x

—2X—2 i x<-=2
a) flx) = 2 si —2<x<0 o flx)=0
X+ 2 s x>0

1
—X —3 i X < ——

—2 si x < -1 2
b) f(x) =1 2x —1 <1 d) flx) =
) ) SoTis xS J=15 1 g 1 ox<o
2 x>1 2
X+3 i x> 2

080 | EI numero de alumnos afectados por una epidemia de gripe se obtiene a partir
°“ | dela funcion:
30x

X +2
siendo x el nimero de dias transcurridos desde el comienzo de la epidemia.

f(x) =

a) ¢Cuantos afectados hubo el primer dia?
b) ;En qué momento el nimero de afectados fue 15?

c) Representa la funcion y comprueba los resultados que has obtenido en
los apartados anteriores.

a) f(1) =10 afectados
30x
b) =153k =15x+30 > 15x =30 > x =2
X+ 2
Hubo 15 afectados dos dias después del comienzo de la epidemia.
Q) Y
20l
"""" > T X
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SOLUCIONARIO

Un capital de 5.000 €

estd depositado en un banco,
y produce un interés

anual del 2 %.

a) ¢Cuantodinero hay
al cabo de un ano?

b) ;Y alosdosafos?

c) ¢Yalosnanos?

a) 5.100€ b) 5202 € c) C=5.000-1,02"

La tabla recoge el interés que ofrece un banco al ingresar dinero durante un afio.

Dinero (€) Interés (%)
Hasta 1.000 5
De 1.000 a 2.500 10
De 2.500 a 5.000 15
Mas de 5.000 20

a) Representa la funcion que determina el interés obtenido dependiendo del dinero
que se ingresa. ;De qué tipo de funcion se trata?

b) Siseingresan 1.800 €, ;cuanto dinero tendré al final del afo?
c) ;Y siingreso 500 €?

a) Y

dn

Se trata de una funcién definida a trozos.

b) 1.800-1,1=1980€
c) 500-105=525€

Encuentra las funciones inversas de estas funciones.

a) y=3x—1 f) y=In(x+3)
b) y=+x g y=3+4-5
c) y=sen2x h) y=1+l%
d) y=1+19x ) oy=[x—1]

e) y=arccos (x —2) j) y=x
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a) y:3x—1—>y+1:3x%x:y7+1%f4(x):x;ﬂ

Dy =¥ o 5=y =

o) y=sen2x—>2x=arcseny_>xzm_>f4<x):&2€ﬂx

d) :M—)2y—1:tgx—>x:arctg(Zy—1)—>f'1(><):arctg(2x—1)

e) y=arccos(x —2) = cosy =x —2—>x=2+cosy = (x) =2+ cosx
f) y=Ink+3)=>x+3=¢/ >5x=¢-3>f'X)=e" -3
X —3

q) y:3+4-5x—>5X:y43—>x:logs[y43]—>f1(x):logs[

P —

h y= W% S5y =1+logsx = l0gsx =5y —1— x =3¥" — f(x) = 3

x—1 si x>1

) f(X):{fXJM sioox <1

y=x—-1->x=y+1 S = x+1 si x2>1
y=-x+1=>x=-y+1

) oy=x-ox=y->Ff=x

084 | Una granja de caracoles ha ajustado sus gastos de produccién por x kilogramos
see . s
de caracoles segun la funcion:

1 3

G(x) = 2000 + —x
200.000

Sus ingresos se rigen por la formula:
1 2 1 3

I(x) = 8.000 + 2x — X+ X
1.000 200.000

Averigua cual es el numero

de kilogramos de caracoles

con el que se obtiene el beneficio
maximo.

Los beneficios de la granja se obtienen a partir de la funcion:

1 e

f(x) = 8000 + 2x — 1 x* + ! x* — 2000 —
1.000 200.000 200.000

1
X2
1.000
Se trata de una funcién cuadratica, por lo que su gréfica es una parabola.

Al ser el coeficiente de x* un valor negativo la pardbola estd abierta hacia abajo.
Entonces la funcién alcanza su maximo en el vértice de la misma:

= 6000 + 2x —

x = =2 — 2000 kg
2a
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Una ONG ha estimado que el nimero de personas ingresadas en los hospitales
110
t?+10
donde P es el numero de personas hospitalizadas, en miles, y t es el nimero de dias

transcurridos desde el tsunami.

tras un tsunami sigue aproximadamente la férmula: P = 1+ t €(0, 30)

a) ;Cuantas personas habra hospitalizadas el primer dia?
b) ;Y cudntas habréd al cabo de tres semanas?

¢) Sila capacidad hospitalaria de unaisla del area afectada es de 2.000 camas,
;hasta qué dia estuvo desbordada la capacidad?

a) 11.000 personas
b) 1.243 personas
110

) =250 4+120=224+20>t>—-100=0 >t ==+10

4+ 10
Como el nimero de personas hospitalizadas decrece segun el nimero de dias
la capacidad de hospitalizaciéon estuvo desbordada hasta el décimo dia.

La evolucién de una poblacion viene determinada por la funcién P(t) = 100 - 2/,
y la de los alimentos que necesitan sigue la funcion A(t) = 1.000t + 1.000.

a) ¢Cuanta poblacion habia al principio? ;Y alimentos?
b) ;Y después de 2 afos?
c) ;A partir de qué aio la poblacién tendrad menos alimentos de los que son necesarios?

a) P(0)=100 A(0)=1.000
b) P2)=400 A(2) =3.000
Q

A partir del sexto afo.

PARA FINALIZAR...

087 | Razona para qué valor de x se hace mayor la diferencia \/x*> +1 —{ x|

La diferencia alcanza el mayor valor
parax = 0.
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088 | La funcion f(x) esta formada por cuatro Y
segmentos.
) . . . B(—2,6) (1,6
;Cuantas soluciones tiene la ecuacion f[f(x)] = 67 2.0 1£01.6
Como f(1) = f(—2) = 6, las soluciones VAV
de la ecuacion son los valores para los EEENAREEA\REERED
que las ordenadas son igualesa 1ya —2.
En total hay seis puntos que cumplen A(=7,=4)
estas condiciones, es decir, la ecuacion
tiene seis soluciones.

D(b, +6)

089 | Calcula los valores maximo y minimo (extremos absolutos) que puede alcanzar
la funcién f(x) = [I| —x*|en el intervalo [—2, 2].

Y
I En el intervalo [— 2, 2], el méximo valor
es4,yaquelospuntosx =2yx=—2

son los maximos absolutos, y el minimo

1 valor es 0, porque los puntos x =Ty x = —1
1 son los minimos absolutos.

090 | ;Cuantas soluciones tienen las siguientes ecuaciones en el intervalo [—, «]?
X
a) e¥=2—x b) Inx=—x Q) senx:;

a) 4] Q) Y

Tiene dos soluciones. Tiene tres soluciones.

b) v

Tiene una solucién.

091 | Las manecillas de un reloj miden 20y 30 cm. Entre las 12 horas y las 12 horas y 30 minutos:
a) Expresa el angulo que forman en funcion del tiempo, t, medido en minutos.

b) Halla el drea del triangulo creado al unir sus extremos en funcién de t.
{Puede tomar el valor cero? ;A qué hora alcanza su mayor valor?

¢) Expresa la distancia entre los extremos de las agujas en funcién de t.
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SOLUCIONARIO

a) Como la manecilla que marca las horas tarda 12 horas en completar una vuelta

2
(2w radianes), su velocidad es: v, = T rad/min

720 360

. ) ) 2T T )
Andlogamente, la velocidad de la otra manecilla es: v,, = o = o rad/min

El dangulo que forman ambas manecillas es la diferencia entre los dngulos
recorridos por cada una, en funcion del tiempo t transcurrido:
s T 11
l’ _

o=— t=—trad
30 360 360

) A= .20-30- sen [”“r] — 300 sen [”“t]
2 360 360

Esta funcién se anula si el dngulo mide k= radianes, con k € Z. En el intervalo
de tiempo dado esta condicién solo se cumple a las 12 horas (o = 0).

Como el mayor valor de la funcién seno se alcanza cuando el dngulo mide

L . ) ) .
5y radianes, hay que calcular a qué hora el dngulo formado tiene esta amplitud:

13]?2{ = % — t =16,36 Elé&reaes maxima alas 12 horasy 16,36 minutos.

c) Por el teorema del coseno, la distancia entre las agujas es:

d=]20"+30°—2-20-30 cos [”“r] — 1300 — 1200 cos [”“r] -
360 360

=10,/13—-12 cos[”ﬂt]
360

La temperatura media diaria, medida en grados Celsius, en una ciudad,
durante el aflo pasado, viene dada por la siguiente funcién.

T=2
9

13 — 23 cos 2t — 32)
365

donde t es el tiempo en dias, correspondiendo t = 1 al 1 de enero, y el angulo esta
medido en radianes. Halla la temperatura correspondiente a los dias 1 de enero
y 10 de agosto. Calcula las temperaturas maxima y minima del afo.
Para calcular la temperatura del 1 de enero: t = 1 — T = —3,77 grados
Para calcular la temperatura del 10 de agosto: t = 222 — T = 19,89 grados
Como en la expresion dada, el coseno del angulo estd multiplicado por un ndmero
negativo, la funcién alcanza el maximo si su amplitud es de « radianes.
27 .
—(t —32)=7 > t=2145dfas
365
Por tanto, la temperatura maxima es: T = 20 grados
Andlogamente, la funcidn alcanza el minimo si dicho dangulo mide 0 radianes.
27

%(t —32)=0—>1t =32 Asi,latemperatura minima es: T = —5,55 grados
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El ocho

Sharrif iba sacando los libros [de mi bolsa] y ordenandolos en una
pila sobre el escritorio mientras leia cuidadosamente los titulos.

—Juegos matematicos de ajedrez... jah! {Los nimeros de Fibonacci! —ex-
clamo, con esa sonrisa que me hacia sentir que tenia algo contra mi.
Senalaba el aburrido libro de Nim—. ;De modo que te interesan las
matematicas? —pregunt6, mirandome con intencion.

—No mucho —dije, poniéndome en pie y tratando de volver a guardar
mis pertenencias en la bolsa. [...]

—;Qué sabe exactamente sobre los numeros de Fibonacci? [...]
—Se usan para proyecciones de mercado —murmuré-. [...]

—;Entonces no conoce al autor? [...] Me refiero a Leonardo Fibonacci.
Un italiano nacido en Pisa en el siglo xi1, pero educado aqui, en Argel.
Era un brillante conocedor de las matematicas de aquel moro famoso,
Al-Kwarizmi, que ha dado su nombre a la palabra «algoritmo». Fibo-
nacci introdujo en Europa la numeracion arabiga, que reemplazo a los
Viejos numeros romanos...

Maldicion. Debi haber comprendido que Nim no iba a darme un libro so-
lo para que me entretuviera, aun cuando lo hubiera escrito €l mismo. [...]

Permaneci leyéndolo casi hasta el amanecer y mi decision habia resulta-
do productiva, aunque no sabia con certeza como. Al parecer, los ntime-

mar esta interesante sucesion de nameros empezando por el uno y su-
mando a cada numero al precedente: 1, 1,2, 3,5, 8,13, 21... [...] Descu-
bri6 que los cocientes entre cada término y el anterior se aproximan al

1++5
)

de todas las cosas naturales que formaban una espiral.

namero y que este numero describia también la estructura

ros de Fibonacci se usan para algo mas que las proyecciones del mercado
2 de valores. La resolucion de un problema habia llevado a Fibonacci a for-
-

KATHERINE NEVILLE

Los nimeros de Fibonacci aparecen con frecuencia en la naturaleza. Por ejemplo, el nimero
de espirales de los girasoles o de las pifias es siempre uno de estos nimeros.

Ademads, como se dice en esta novela, al dividir cada término de la sucesion de Fibonacci
entre el anterior, se obtiene una nueva sucesién de nimeros que se aproximan

1445
2

es verdadera. Compruébala ti mismo.

cada vez mas al nimero de oro: . Aunque no la descubrié Fibonacci, esta propiedad

La sucesion que se obtiene al dividir cada término de la sucesion de Fibonacci entre el anterior es:

a =1 = a7:£:1,615u.

_3#
21

a,=2 dg =1,619...
8




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Escribe los términos 14, 123y 2.345 de estas sucesiones.

a) a,=n*>—=3n+2 b) a, = n+4
2n+1
a) a,, =156 Gi13 = 14.762 0345 = 5491.992
18 127 2.349
b) a.=— s = —— Uoz4s = ———
29 247 4691

002 | Factoriza este polinomio: P(x) = 7x° + 14x* — 35x° — 42x?

P(x) =7x"(x — 2)(x+ 1)(x + 3)

003 | Simplifica estas fracciones algebraicas.

X2 4+ 2x +1 9 y2(x? —4x + 4)
xX(x+1) x(x —2)
x3(x? —4) (x> —9)(y* —16)
x(x —2) xy(2x —6)(y +4)
X2+ (x+17 x+1

x(x+1) x(x+1) X
X (X2 =4) X (x+2(x—=2)

= =x(x+2)
x(x—=2) x(x—=2)
o y(x* —4x+4) _ Y2 (x —2) _ y2(x —2)
x(x—2) x(x—=2) X
(x> =9)(y* —16)  (x+3)x—=3)y+4)Ny—4) (x+3)y—4)
xy(2x —6)y +47  2y(x=3)Ny+4F  2y(y+4)

004 | Resuelve estas operaciones y simplifica el resultado.

2 _ x—1
a) ()(_+_1)_X7?’X'H b) (2x —2) —
x—1 3x
2 2 2
a) (X—H)—X —3x +1 _X —1—x"+3x-1 _ 3x =2
x—1 x—1 X —1
b) (2X—2)—X 1:6)( 6x x+1:6x 7X 41
3x 3x 3x
ACTIVIDADES
001 | Obtén el término general de estas sucesiones.
37 m p 3 1 =1 =3
515 45" 174" 9" 16"
a) an_4n7’| b) an:ﬂ
5‘3/7—1 nZ
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002

003

004

005

006

007

Con tu calculadora, halla los cinco primeros términos de la sucesion recurrente

a1 +3 . . . .
a, = PREY siendo a, = 1,y determina el nimero al que se aproxima.
n—1
~ 7 1 ~
a =1 a,=2 03:5:1,6 a,=—=175 05:—9:1,72
3 4 11

Los términos de la sucesion se aproximan a: J3 = 1,732...

Con ayuda de tu calculadora, halla el limite de las siguientes sucesiones.

a) a, = (_1)2n+4 b) a,= nz C) a, = n2 _ n3 d) a, = 0,2”
a) lima, =1 b) lma, =+ Q) lma, =—o0 d) lima, =0
n—o n—o n—e n—w

Escribe sucesiones de numeros reales que cumplan que su limite, cuando n
tiende a infinito, es:

a) !ILT) a, =3 b) lima, = —x o Ilima,=+ow d) lim a, no existe

n—o n—ow n—ow
Respuesta abierta.
3n

a) a, = b) a, =4—n Qa,=n"+3 d) g, = (="'
n+1

Calcula estos limites de sucesiones.
a) limn? b) lim~/n o lim3n* d) lim 0,5"

n—oe n—e= n—o n—o

a) imn =+w b) //m\/_:-i-oo Q) limin* =40 d) im0,5" =0

n—o n—o n—o n—o

Halla los limites de las sucesiones cuyos términos generales son los siguientes.

8n b) (n—"1n
2n* +3n—1 (n+2)°
_1\i0
) m—381 SR Ukl U
n>e 20’ 430 —1 n=x (n 4 2)°

Halla los siguientes limites.

. [3n* =1 4n* ) 3n? +1
a lm|l—— — o Im, |——
n—% n? 2n* +3 n>=\ n? 4 n42

2 . n+1 n—1
b) lim Inu d) l/m[ + —]
n—e 2n == n—1 n+1
2 4 3n? ]
a) m| 2=t A o lim | 1 _J3
el P 2n* +3 ==\ n? 4n42
2 [ n+1 n—1
b) /im\nn+7:+oo d) //m[ - J—O
on meln—=1 n+1



008 | Calcula estos limites.

SOLUCIONARIO

n* +1 —n? n’ 41
a) lim o) lim9 2
L e Yo ) lim
, 2n® +1 ot
b) lim In% d) lim 0,1
n—o 2n + n n—w
4 03 n? 41
a) lim nA + n :i o lm92» =3
=l 20t 41 3 +n4 6 n—%
, 20 41 as
o) min 221 g d) moir =1
n—e 2[’73 + n n—e
009 | Explica por qué no son indeterminaciones.
0 [}
a) o0 0 b) — c) — d) o«
© 0

a) Elproducto de valores muy grandes resulta un valor ain més grande.
b) Al dividir cero entre cualquier nimero distinto de él, el resultado es cero.

c) Elcociente de un valor muy grande entre un nimero muy proximo a cero
es un valor alin més grande.

d) Cualquier nimero elevado a uno es el mismo numero.

010 | Pon ejemplos de limites que produzcan indeterminaciones de los tipos.
a) 0. b) 17 Q) oo d) 0°

Respuesta abierta.

a) i [1] Inn o lim(n—4)n

n—oe| 4

2n 1 i

b) /im[n—H] o) i [2]
n—»| n—1 n=e<{n

011 | Calcula los siguientes limites, resolviendo las indeterminaciones que puedan presentar.

3
. N 1
a) lim M b) lim ntvn+1
n—o n n—w 2n
n+dn =
a) Iim——m—m—m > —
n—o n ']
Jn+3n
im—— =20
n—oc n
n—e on [e')
o n+n+1 1
lim =
n—o 2(7 2
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oo
012 | ;Presentan indeterminaciones del tipo — estas sucesiones?
oo

En caso afirmativo, halla el limite.

_n2 3 _ 2
a) lim 2= by fim S22 =1
n

o
n—e n n—

a) No es una indeterminacion, porque la raiz cuadrada no esta definida
para valores grandes de n.
3 2
. S .o 5—n
b) Esunaindeterminacion del tipo —: im ——— =0
o0 n—ow n

013 | Calcula los siguientes limites.

n3+2n+1_ n?

4 3
a) i b) fim |1 4 =+ 2
n—e | 2n% —1 n—1 n—=|n? 41 n
P +2n+1 n?
a) i — — 00— 00
-l 2n? —1 n—1

-n*—n’+3n" —n—-1

li = lim =—

n3+2n+1_ n? ]

o=l 2n? —1 n—1) = 2n* =20 —n+1
4 _ 3 2
o) | T o
n—o n2 +1 n
4 3 3 2
lim n +n7+2 :/,'mw:_1
n—w f72 +1 n n—w /'73+/'7

014 | Halla estos limites.

a) lim (Vn> =4 —Jn> —3n)

n—o

b) lim (Zn—\/n2 +5)

n—o.

o lim (\/n2 +7 +\/3n2 +n)

a) //'m(\/n2 —4 I —3n) s 0-—w
im(J —4 —Jn? —3n) =i Sn—4 _3
noe eIt —a 0 =30 2

b) /im(an\/n2+5)—>oofoc
3n’ =5 3
im(2n—Jn +5)= Im—20—2> 2
n—o n%m4n2+ /nz +5 4

) //'m(\/n2 +7 Jr\/3n2 +n):+oc

n—o
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015 | Calcula los siguientes limites.

n 2n
1)s ) 1]s3
a) Iim[1+] b) llm[1—
n—o n n—o n
n n 1
B B 1 °
a) Im|l+—| -1 Im{1+ —| = Ilm||1+ — =e>
n—w n n—o n n—ows n
2n 2n ,i
B 1y 2
b) //m[1— — 1" /im[1— = lim [1+] J =e 3
n—o n n—oe n n—oe —n

016 | Halla estos limites.

n 3n—2
a) lim[1+5] b) lim [1+3]
n—o n n—o 2n
n 5
5 n n ?
a) //m[1+J—>1°° //m[1+] = lm|{|14+ — =e
n—o n n—o n n—o ﬂ
5
(3n—2)
3 3n-2 A 3 302 23” 2n s
b) lm {1+ — - im |1+ — = lm||14+ — —p2
n—o 2n n—o 2//) n—ws
017 | Halla los siguientes limites.
3
. 2 4
x=te| x —1 x>t (x2 —6)(2x —1)°
o YV Bx +1)x* 3
a) lim =22=38 b) m —F—— =
x>+l x X—> 400 (XZ —6)(2)(—1)3 8
018 | Calcula estos limites.
. X +1 ) 2 *
a) lim b) lim ﬂ
x—>+=| 3x 4+ 3 x4 x2 41
a) lim XH] =0
o+ 3x 43
x4+ 2x )
b) lim — | "
X X +] X(2x-1)
24 ox ) 2w 1) by
- -1
im | X2~ i [1+ X ]— lim {|14 = ¢?
x4l x? +1 X+ X2 +1 X— 400 X2 +1

2x —1
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019 | Calculalos limites laterales en el punto x = 3 de:

f(x):{x_?’ six <3

X2 +1 six>3
im f(x)= lm(x—=3)=0 im f(x) = lim (x> +1) =10
x—3 x—3 x—3! x—37

020 | Halla los limites laterales en x = 0 de las funciones.

_ X
a) )= X b) fx) = =
x? x|
a) lim f(x) = —o0 lim f(x) = +o0
x—0" x—0T
1 six >0 . .
filx) = = — =
b) (X) {—] Si X < O xhjg’ f(X) 1 X/Ln;' f(X> ]
2
021 | Calcula el limite de la funcién f(x) = - enx=2yenx=>5.
X —
2 fim f(x) = —o0
lim f(x) = —1 lim f(x) —» = . — No existe fim f(x).
X—2 X—5 0 lim f(X) = +o0 X—5
x—5"
-2 3
022 | Razona si existe o no el limite de la funcién f(x) = X + X+
x+3 X—2
enx=2,enx=3yenx=4.
fim f(x) = —o0
Iim f(x) » = e — No existe /im f(x).
X2 0 lim f(x) = +o0 x—2
x—27
lim f(x) = 3 lim f(x) = 3
Xx—3 6 X—4 ]4
023 | Halla los siguientes limites.
x3 —2x2+x 4 _
a) fim XX b) fim X —1°
x—1 X2—3X+2 x—>—2 x3 +8
39,2 39,2 1Y
a) fim XX X 2 +X—>g fim = X"+ x = lim il =0
=1 x2 —3x 42 0 =1 x2 —3x 42 =1 (x =1)(x =2)
4 J—
b) fim =~ 16 - 9
X——2 X3 +8 O
4 2 _
im X 16 — im (x*+4)(x+2)(x—=2) :_g
=2 x3 48 o2 (x4 2)(x* —2x+4) 3
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x™ —1

024 | Calcula lirn1

X—> X_1

;Puedes determinar el limite para un valor m cualquiera?

sim=2ym=3.

2 _ _
//'mX ] o /imX 1://'rn(><—0—1):2
x>l x ] O x—1 X_] x—1
3 _ 3
fim = 1,0 fim = ]://m(x2+x+1):3
x>0 x ] 0 x—=1 X_] x—=1
lim = mK"T X"+ x+D=m
x> x —1 x—1

025 | Pon un ejemplo de una funcién que tenga como asintotas verticales las rectas
cuyas ecuaciones son:

Respuesta abierta. Por ejemplo: f(x) =
(x =1x = 2)(x = 3)

026 | Halla las asintotas verticales de las funciones.

a) f(x):i b) f(x)= ! o) fm:#
X x2 —1 x3 — 4x

a) Domf=R — {0}

Im f(x) = —o0
0 —f(x) tiene una asintota vertical en x = 0.
fim f(x) = 4+o0

x—0"

b) Domf=R —{-1, 1}

im f(x) = 400

ot — f(x) tiene una asintota vertical en x = —1.
lim f(x) = —o0

x—=1"

lim f(x) = —c0

x=1"

lim f(x) = +o0

x=1"

— f(x) tiene una asintota vertical en x = 1.

c) Domf=R —-{-2,0,2}

m f(x) = —oc
o —f(x) tiene una asintota vertical en x = —2.
im f(x) = 4+o0
x—-2"
lim f(x) = —o0
2 — f(x) tiene una asintota vertical en x = 2.
fim f(x) = 4+o0
x—2"
im f(x) = +o0
0 — f(x) tiene una asintota vertical en x = 0.
fim f(x) = —o0
x—0"
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;Puede ocurrir que una funcidn tenga una asintota horizontal y otra oblicua

I
027
cuando x — +o0? Razona la respuesta.
No puede ocurrir, ya que si tiene una asintota horizontal se verifica que: fim f(x) = k
X—>+%
Ysi lim s = 0, la funcién no tiene asintota oblicua.
X—=+* X
I
028 | Calcula sus asintotas y representa las funciones.
2 3
X X X
a) f(x)= 5 b) f(x)= . o flx)= .
x“+1 x“+1 X“+1
a)  lim 5 = 0 — f(x) tiene una asintota horizontal: y = 0.
X—te x _|_]
Y
— X
2
b) fm — =1 f(x) tiene una asintota horizontal: y = 1.
X—>te x _|_]
Y
]
X
o flx ) X
lim ) = lim — =1
X— 4w X x>+ X4 X
Q) B — f(x) tiene una asintota oblicua: y = x.
. ) —X
lim | — —x|= lim =0
xo | x2 41 x>+ X241
Y
///
//
1 ////
T,
P x
7
/,/
)4
vl
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029 | Estudia la continuidad de estas funciones.
a) f(x)=x7? b) f(xX)=vx—4 o fx)=In(1—x?)

a) Domf=R — {0} = f(x) es continua en R — {0}.
b) Dom f= [4, +o0) — f(x) es continua en [4, +0).
c) Domf=(-1,1) = f(x)escontinuaen (-1, 1).

030 | Hallamy n para que la funcién f(x) sea continua en R.

2 si x <1
fx)=1mx+n sitT<x<3
4 six >3

f(x) es continua en x = 1 si se verifica que: f(1) = lim f(x)

x—=1

fim f(x) = 2
x—1
imf(x)=m+nf—>m+n=2
x—=1

f(nyy=2

f(x) es continua en x = 3 si se verifica que: f(3) = im f(x)
x—3

im f(x) =3m-+n

x—3"
lim f(x) = 4 —3m+n=4
x—3"

fe=4

m+n:2} m=1
%
Sm+n=4 n=1

031 | Estudia la continuidad de la funcidn que asigna a cada nimero su parte entera.
y=1[K
Especifica los tipos de discontinuidades que presenta esta funcion.

La funcion no es continua para todos los valores enteros. Todos los nimeros
enteros son puntos de discontinuidad inevitable de salto finito.

032 | Estudia la continuidad de estas funciones.

x+1 x six<T
3 flo= X —2 b) fx) = X sil<x<4
5 six>4

a) Domf=R — {2}

//'mi f(x) = —o0

e — No existe lim f(x)y f(x) no es continua en x = 2.
lim f(x) = + oo =2

x—2"

La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcion tiene una asintota
vertical en x = 2.
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b) Dom f=R — {0}

lim f(x) = —o0

0 — No existe fim f(x)y f(x) no es continua en x = 0.
lim f(x) = +o0 x=0

x—0*

La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcion tiene una asintota
vertical en x = 0.

lim f(x) =1

i S>3 Imflx)=1
im f(x) =1 X1

x=1

Comod f(1) = /im1 f(x), la funcién es continua en x = 1.

Im f(x) = 4
X/;; ) = 5 — No existe X/m f(x) y f(x) no es continua en x = 4.
X—4"

La discontinuidad es inevitable de salto finito.

033 | Halla el término general de las sucesiones cuyos primeros términos son:

a) 1,—1,1,—1, ... b) 1,2,4,8,...
a) a,=(=1""
b) ag,=2""

034 | Con ayuda de la calculadora, halla el limite de esta sucesién definida de forma

recurrente.
a = 30,,,1 +2
=1 "7 4a,,+3
a =1 a =92 _ o 70m...
239
4 =2 —0,71428... 0 = 22 _0707106...
7 1393
a5 = 2—91 —0,70731...

1
Los términos de la sucesion se aproximan a: /5 =0,7071...

035 | Calcula el limite de la siguiente sucesién con ayuda de la tabla.

n* —1
n =
2n+1
n 5 50 500 5.000 50.000

a, 2,18 | 24,74 | 249,74 | 249974 | 24.999,74

ima, = +oo

n—o



036 | Comprueba la igualdad con ayuda de la tabla.
lim 2=87 _ _3
== 2n+1
n 5 50 500 5.000 50.000
a, —2,36 —2,93 —2,993 | —2,9993 | —2,9999
037 | Halla los siguientes limites de sucesiones.
2 2 2 _
a) lim[sn tn_n +2] Q lim[2n—4n 2n+7]
nsel n—3 n—1 n—e 2n+1
2 _ 2 2 2 _
b) ”m[n 3n+2 _ n ] a9 Iim[6n +1_9n 5]
n—e 3n n+3 ==\ 2n+44 3n+6
5P 4+n 42
a) lm|—— — 00 — o
el n—3 n—1
_|5nP4+n n*42 4P —=n*=3n+6
fi — =i = 40
noel -3 n—1 noe n?—4n+3
2 2
b) fim |2 —3n+2 1 — 00—
n—o 3n n+3
[ n*=3n+2 n’ _=2n*—7n+6
lim — =lm—=—
n—ee 3n n+3 n>= 307 49n
2_
Q) i 2n,w 5 00— 00
n—e 2n+1
2_ J—
n—e 2n+1 n—=e 2041
2 2
d) i [ QLI 0o
o=l 2n 44 3n+6
2 2 _
(e A1 9n =5y 13
noe| 244 3n+6 - 6(n+2)
038 | Obtén los resultados de:
[cXeke]
Jan* +n— 2 J5—2n+6n’
a) fim YA +n=3 b) fim S t3n+2 o fim X2 —2n+en
e 3n+1 e \n® +2n* n—e —n—=6
Nan? +n-=3 o0 ) 40’ +n-3 2
a) fmYr— T2 fim =
n—w 3n+] [ee] n—e 3n+1 3
2 2
b) //‘m8n +3n+2_>2 /jm8n +3n+2 8 :4\/5
n—o /n3 +2n4 o0 n—ow n3 +2ﬂ4 2
_ A5=2n+6n
A jmX2— T2 o
n—e ot —n—6

SOLUCIONARIO
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039

[eXeYel

040

eCo

041

[eXeje]

Determina los limites.

a) lim (n—\/n2 +4n—1)

n—o

b) lim (\/4”2 +n+31 —3n)

n—o

o lim (4n—16n* +2)

n—o

a) /im(n—\/n2+4n—W)—>oo—oo

n—o

—4n+1

imn—Jrm +4n—1)=lim——2002° 5
e 4 +4n—1
b) fim(Nan +n+31 —3n) = 00—
2
- i
im(Jan +n431 —3n) = m——2F0+31

n—o

= J4n’ +n+31+3n

9 Im(4n—16n +2) 5w —w

n—o

im(4n =16 +2) = lim

n—o

Halla los siguientes limites.

a) lim x*+2x* -3

X—>+%

b)

im
x=== |n|x|

a) fim (x* 4+ 2x> =3) =+

X 42

b) lim ! =0
=== n x|

Representa las funciones.

f(x)=2x —3

A partir de la gréfica,
calcula los siguientes limites.
a) lim f(x)

X——»

b) lim g(x)

X——»

a) im f(x) = —o

X——

b) Jim

X—>—%

(X) = 400

0

-2
4N 41607 + 2

R 4
o Ilim ———
x=—= x2 4 Jx 41

d) lim xe*

X—>+%

A lim 4

" 9
x> x4 DX 41

d) im xe¥ =+

X—+®

g(x) = x* +2x —1

) lim f(x)

X—>+%

X—>+%

d) lim g(x) 1
QA lim f(x) = 4o
X—+

d) lim g(x) =+

X420




SOLUCIONARIO

) lim (—2x* 4+ 8x> —3x% +27x —42)
X—>+x

d) lim (1—3x> +5x% —6x)
X—>+x

042 | Calcula.
00
a) lim (x> —3x?%)
X—>+%
b) lim (x* 4 2x® 4+ x> —17x)
X—>+%
a) lim (x> =3x?) =+
X—+®
b) fim (x* +2x° +x? —17x) = +©

X—+®

X—>+®

X—>+®

im (1=3x3 +5x —6x) = —0

lim (=2x* 4+ 8x3 —3x> 4+ 27x — 42) = —0

043 | Determina los limites.
OO
a) lim (6x3 + x?) c) lim (5x3 —3x%* —16x + 3)
X——%0 X——o
b) lim (x* 4+ 4x3 +7x> —12x+1) d) lim (7 —12x + 3x% 4+ 9x3)
X—— X——0
a)  im (6x° 4 x?) = —
X——°
b) lim (x* 4+ 4x> +7x —12x +1) =+
A Jim (5x° —=3x? —16x +3) = —o0
d) fim (7 —12x+3x2 4+ 9x%) = —o0
044 | Halla los limites.
000
a) lim|—2t* + 5| b) lim |t* + 6t + 3]
to+e t—>—c
a) fim |-2t7 + 5|= 4o ) im |t*+ 6t + 3|= +oo
-+ t——o
045 | Calculalos limites, y comprueba el resultado con tu calculadora.
00
2x? —6x+3 4x? —12
x>+ X2 _3x 45 o X=X 42
o 2xr—6x3 —x+1 1 —6x* 3
b) lim + e) lim Tt x—6x +x°
xot=  Ax? 4 5x —2 x>+ 3x 4 2x7 —3
. 5x3 4+ 3x —1
o lim ———
xote 6x2 —3x3 + X
2 2 _
a) m X ZOX¥3 _, d i 2EXZ12
x=ote x2 3y 45 xmpoe x2x3 4D
22X = 6xE —x 41 o4 x—6x" +x°
b Im - ~——-——— = e) I|m ———MM—— =—
ot 4x? 4 5x =2 ot 3x+ 2x7 =3
. 5%° + 3x —1 5
Q Jim— ==
=t 6x2 — 3x3 4 x 3
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046

[eXe}eo]

047

[eXe}el

048

QOO

049

[eXe}eo]

Halla estos limites con ayuda de la calculadora, y comprueba el resultado obtenido.
. X2 4+5x+4+7 . x> —2x% —10x
a) Ilim ——— c Ilim
o= 2x2 4 X + 1 o —x? + 26 —x+3
44 x—2x3 —x?
b) lim At x—2x d) lim =X +3x+21
xo—2 2x? —3x + 11 xo—= 5x2 _ Ax3 4 2x
x> +5x+7 1 , x° —2x* —10x 1
a)  m —Y— = — aQ lim =—
o= Ox? L x4+1 2 o= _x? 40X —x 43 2
—2x° . —x*+3 21
b) //‘muz+oo d) lim u:o
x> x? — 3x 411 x> 5x? — 4x3 + 2x
Escribe, en cada caso, un polinomio, P(x), para obtener los resultados indicados
cuando calculamos el limite.
. 8x? 4+ 6x—1
im ———
X+ P(X)
a) 4 b) 5 c 0 d) 400 e) —»® f) 1
Respuesta abierta.
a) PX)=2x"+x+1 Q) Px)=2x+x e) Px)=—1
8
b) P(X):gxz+x+1 d) P(X)=x+1 f) P(x)=8x"
Encuentra el valor de:
a) lim (\/4x2 +2x —\J4x* —3) b) lim (\/x2 —2x+1—x> —2x+4)
X+ X—+»
a Im (Vax +2x —Vax =3) s o—w
X—+%
2 1
im (Vax? + 2x —Jax> —=3) = | X+ 3 -
oo =t [ax? 4 ox ++J4x2 =3 2
b) im (\/x2 —2X+1 —\/x2 —2X+4>—>oo—oo
X—>+o
lim (\/x2 —2X+1 —\/x2 —2x+4>:
X—>+oo
= lim =3 =0
o X — x4 — 2+ 4
Halla los limites.

2 — x? . x3 2x2 +1
a) lim SX”+1 + 3—x b) lim —
x> x X+ 2 o= | x? —2x  2x—4
2 2
a) lim M_ﬁ_l S0 —
X—>—e X X4+ 2
5x2 +1  3—x? 43 4 10x% 4 4x 42
i fim =—
X0 X X+2 Xy o0 x> + 2x



050

e0C

051

[eXele]

052

00

SOLUCIONARIO

3 2
o) m |— 2 o
x| x? — Dx 2x —4
3 2 _
i 22Xy X
ol x2 —Jx  2x—4 x> Dx? 4y
Obtén los resultados de:
\J—3x + 6x2 J2x* 4 5x3 —2x?
a) Iim +¥—— b) lim
Y X 3x —1
_ 2 4 392
a) fm YO g o) fim N2 EN T o
P G X 3 —1
Determina.
a) fim 2= Nx+4 b) /,«mg
x—0 X =2 x—2
2= x+4 0
a) lim—————— > =
x—0 X O
//’mz_ x+4 = lim X = lim - -
x—0 X x—>OX(2+ ’X+4) Xﬂ02+/X+4 4
Ix=V2 o
b) Im—m— —» —
x—2 X—Z O
Ix =2 X =2 , 1 1
lim = lim = lim = =
=2 x =2 =2 (x +42) P +V2 0 22

Determina los limites, calculando previamente sus limites laterales.

a)

b)

<)

lim

x—2

x2—3x+2

2x—5

lim (14 2x)*
x—3

. x2 —2x+3
lim,| ————m——
x—0 X+1

2 _
im X=X x¥2 =0
x—2 2x —5

lim (14 2x)* = 343

X—3

d)

e)

f)

4 —2x

m —
x——1 Xz —2X

lim In[
X—2

3

lim

d)

2 p—
lim | X=X 2XH3 J3 f)
x—0 X+]

x+1]

5
x—-=3 \/m

lim 4

— 2X

x——1 X2 — 22X

fim In

x—=2

|

X 4+1
3

=2

|-o

N2
4
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053 | Con ayuda de la calculadora, completa la tabla y comprueba que

[eYers) P
si f(x) = ,entonces lim f(x) = —0,5.
X — 3 x—1
X 0 09 0,99 0,999 1,001 1,01 1,1
f(x) 0 —0,38 —0,48 —049 | —0,501 —0,51 —0,63

054 | Calculalos limites indicados en la funcién.

Qeoo
2x+ 4 six <4
g =7, .
Xt —=2x+1 six>4

a) lim g(x) c) lim gx) e) lim g(x)

b) fim g(x) d) lim g(x) f) fim g(x)
a) X/Lr@gg(x) :X/erzs(ZX +4)=-2 d) fiingg(x) = 1/'@3(2)( +4)=10
b) X/anﬁ g(x) :X/Ln;(xz —2x+1)=25 e) X/Lng+ gx) = X/Ln;(xz —2x+1)=25
Q) X/Ln;;ﬁ g(x) :X/Lra 2x+4)=12 f) X/er glx) = X/Lr747+(>(2 —2x+1)=9

055 | Observa las gréficas de las funciones f(x) y g (x), y halla los siguientes limites.

eoo
a) lim f(x) Yy
x—-1" 4 :
lim f(x) T
x—=1" T
1/ fx
14
b) lim g(x) T
X—1" ~ :
lim g(x) .
x—T1" (- 99
PR S Y WY SN Y SR S | I s 1
' s U EH I AR AR R X
a) lim f(x) = +oo b) limg(x) = —o0
x—=1 x—=1
im f(x) = o0 lim g(x) = +oo
x—T" x—T"
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056 | Determina los limites, y si es preciso, calcula los limites laterales.

00
2 X2 4+ 2x
a) lim X +6 o) lim X +2x
. 4 —2x
b) fim d) fim———=—
x—3 9—X2 x=1 x —2X+1
2 2 2
a) fim 212 +6—>E im % +6—— im X +6—+oo
x=2 x —2 0 X2 X =2 xo2t X —2
b) lim - 3 lim > + o lim =—o0
239 — x? 0 =3 9 — x? =3t 9 — x
2 2 2
Q) //‘muﬁz—4 /imﬂz—ﬁ—oo fim = +2X—
x=4 8 — 2x 0 x=4" 8 — 2x x=4t 8 —2x
@ m—d=2X 2 A2 L A
=1 X2 x4 1 0 =t x2 —2x+1 xo1 X2 = 2x 41
057 | Halla los limites.
00 . COS X
a) lim cos x b) lim tg x c) lim senx d) |
xom X PIRELE x=>™ sen x
2
a) limcos x = —1
X—T
b) lim th_>i lim tg x = o0 lim tg x = —o0
x%% Xﬁ; x~>7
Q) lim sen x = —1
37
X*}T
" /imcosx%_i im cosx _ | cosx _
=T sen X 0 x=msen X x=7tsen x
058 | Dada la funcion f(x) definida a trozos, encuentra los limites.
200
2x+1 six <=2
f(x) = 2 si—2<x<3
x—1
x* 4+6x—32 six>3
a) lim f(x) <) /inz f(x) e) lim f(x) 9) lim f(x)
X—s—0 X—-2" X—=2 x—3*
b) lim f(x) d) lim f(x) f) lim f(x) h) lim f(x)
X—+% x—-—2* x—3" x—3
a) lim f(x) = —o d) JIm f(x)=-3 9) lim f(x) = =5
X—=—% x—-2" x—3"
b) lim f(x) = +oo e) lim f(x)= -3 h) - fim £(x) no existe.
X—>+oo X——2 Ld
Q lim f(x)=-3 f) lim f(x) = =
X——=2" X—3"
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059 | Calculalos limites laterales y el siguiente limite.
[eRele]

lim

x2 —x—6

x=>3 x2 _6x4+9

XX —=x—-6 0
im ——"——— > =
=3 x2 — 6x 49 0

x> —x—6 im (x=3)(x+2)

lim =
=3 X7 —6x49 =3 (x—=3)

x> =x-6
im ———— =+ 5
X4)37X2—6X+9 = lim X" —x—06 - 4o
_ x*—=x—6 =3 x? — 6x+9
im ———— =+
-3t x? — 6x+9
060 Resuelve los limites.
o (2x=3)(x+3) o x3>—9x? +15x + 25
a) lim ——————— d) lim
x==3 (x +1)(x+3) x=5 x3 —5x% 4+ 2x —10
2x2 —9x +10 2 _
b) lim—mm e) Iim—zx 1x+14
x=2 3x2 —7x 42 x=2 4x? —16x + 16
33 4H12x2—x—4 X+ xr—=x—1
o lim f) lim ——M——
x>=4 x3 4 7x? 4+ 14x + 8 o=t x3 4 2x? 4 x
3 m (2x = 3)(x +3) _)E
=3 (X +D(x +3) 0
o (2x=3)(x+3) . 2x=13 9
lim = lim ==
=3 (x4 1)(x +3) =3 x4 2
2 J—
b i 2= 9X+10 0
=2 3x? — Tx +2 0
2x2 —9x +10  (x=2)(2x—=75) _ 2x—=5 1
= lim = lim = ——
=2 3x2 —7x4+2 o2 (x=2)3x—=1) 2 3x—] 5
34+ 12x2 —x—4 0
q lim - —
x4 53 4 7x% 4+ 14x 48 0
3+ 12X —x—4 , (x+4)3x2=1)
fim = lim =
o4 3L X2+ 14x +8 oot (x+4) X2+ 3x +2)
. 3x?2 —1 47
= m ——— = —
x4 x2 4 3x 42 6
o x* —9x? 4 15x+ 25 0
d) lim - —
=5 x3 — 5x2 4 2x —10 0
o X*—9x?4+15x+ 25 C (x=5)(x*—4x—=75) x> —4x =5
lim = im =
=5 x3—5x2 4+ 2x — 10 =5 (x =5)(x2+2) =5 x242



2x? —11x+ 14 0

e) lim - —
x=2 4x* —16x +16 0

SOLUCIONARIO

27 —1x+14  (x=2)2x=7)  2x=7 3
lim = lim = lim - ——
=2 4x7 —16x + 16 22 (x—2)(4x—8) x24x—8 0

22 —11x + 14 22X —=11x+14

0 lim

im ———
x=2 4x? —16x 4 16

o2 4 —16x+16

XX —x—1 0
f) Jim —m—— 5 =
== x3 4 x? 4x 0

3 2 _ _ 2 _ _
i XXXy XD X2
x——1 X3 + 2X2 + X x——1 X(X —+ ])2 x—=>=1  x
061 | Dada la funcion:
e 2x% +3x —2
f(x) =
x> —4
determina los siguientes limites.
a) ”T f(x) b) lim f(x) o lim f(x) d) lim f(x)
X—>+* x—1 X——% xX——=2
a) Im f(x)=2
X—+ %
b) lim f(x) = —1
x—1
Q Im fx)=2
d) Iim f(x) = 0
X——2 0
2 — — J—
im 2x° + 3x =2 — im (x+2)2x—=1) — im 2x 1: 5

o= X2 4 o2 (x4 2(x—2) o2 x—2 4

062 | Encuentra el limite de la funcién cuando x tiende a 0 y cuando x tiende a 3.

Qoo

X4

f(x) =
x3 —3x2

Especifica el valor de los limites laterales, si es necesario.

4

) X 0 ) x* X2
im—— — — lim = lim =0
x=0 x3 _ 3x2 0 x=0 x3 _ 3x2 X0 x — 3
) 4 81
lim —
=3 x3 — 3x? 0
4
m ———— = —
x—=3" X3 — 3X2 . . X4
— No existe im S -
. x4 x=>3 x° —3X
lim = 4o
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Limite de una funcién

063 | Determina el limite, y comprueba el resultado con la calculadora.

800
. 3x? —4x
lim [ _3x]
X—+%© X+ 2
) 3x% — 4x
fim —3x|—> 0 —o00
X—> -+ X + 2
) 3x% — 4x —10x
i — 3x] = lim =-10
X— 4w X+2 X— 4% X+2
064 | Observa las tablas de valores de la funcién.
L0
4x* —5x
fix) = ——
2x* +7
X 1 10 100 1.000 10.000
f(x) —0,11 1,69 1,974 1,9975 1,99975
X -1 —10 —100 —1.000 | —10.000
f(x) 1 2,17 2,024 2,0025 2,00025

(Es cierto que y = 2 es una asintota? Cuando x tiende a +oo, ;estd la funcién por
encima o por debajo de la asintota? ;Qué sucede cuando x tiende a —c0?

Si, es cierto que y = 2 es una asintota horizontal.
Cuando x tiende a +oo, la funcion esta por debajo de la asintota.
Cuando x tiende a —oo, la funcién esta por encima de la asintota.

3—2x
065 | Decide sila funcion y = a1 tiene alguna asintota horizontal, y situa la funcion
000 X +

respecto de esa asintota.
. 3—2X o . )
lim = —2 — Lafuncioén tiene una asintota horizontal: y = —2.

x>t x4 1
Six=1.000, f(x) > —2,y cuando x tiende a 4cc la funcién estad por encima

de la asintota.
Six=—1.000, f(x) < —2,y cuando x tiende a —oe la funcion estéd por debajo

de la asintota.

066 | Observa las tablas de valores de la funcién.

O
3x +1
fx) = 2+
x—3
X > [ 25 [ 29 [ 299 [ 2999 | 29999
f(x) —7 —17 —97 —997 | —9.997 —99.997
X 3,0001 3,001 3,01 3,1 3,5
f(x) 100.003 10.003 1.003 103 23
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067

[oR 2o

068

9O

SOLUCIONARIO

¢{Es cierto que x = 3 es una asintota vertical? Cuando x tiende a 3 por la izquierda,
¢la rama infinita de la funciéon tiende a +c0 0 —? ;Qué sucede cuando x tiende
a 3 por la derecha?

Si, es cierto que x = 3 es una asintota vertical.
Cuando x tiende a 3 por la izquierda, la rama infinita de la funcion tiende a —oe.
Cuando x tiende a 3 por la derecha, la rama infinita de la funcion tiende a +oe.

Decide sila funciéon y = tiene alguna asintota vertical,

x2 —3x—4

y estudia sus ramas infinitas proximas a esas asintotas.
Domf=R —{-1,4}

1
hm ————
-1 x2 —3x—4 0

1
im —————— =40
w1 x? = 3x — 4
i %:700
ko1 X2 —3x —4

— La funcién tiene una asintota vertical en x = —1.

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a 40, y por la derecha, a —co.

) 1 1
im — —— — —
x4 x2 —3x —4 0
lim ] =—

— La funcion tiene una asintota vertical en x = 4.

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oe, y por la derecha, a +oo.

Observa la tabla de valores de la funcion.

4x? 4 6x
f(x) = A4XTt+6x
2x —3
X 10 100 1.000 10.000
f(x) 27,06 206,09 2.006,009 20.006,0009

Esta es la tabla de valores de la recta y = 2x + 6.

X 10 100 1.000 10.000
y=2x+3 26 206 2.006 20.006

¢{Es cierto que la recta es una asintota de la otra funcién?
;Qué posicidn tienen cuando x tiende a +o0? Investiga la posicion relativa
de ambas cuando x tiende a —oo.

Si, es cierto que y = 2x + 3 es una asintota oblicua.

Cuando x tiende a +o», la funcion esta por encima de la asintota.

Six= —1.000, f(x) — 2x — 3 > 0,y cuando x tiende a —oo la funcién esta
por encima de la asintota.
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Limite de una funcién

2
: . . .. X* + 5x
069 | Comprueba sila rectay = x + 3 es una asintota oblicua de la funcién y = T ao
(o< Re] X +
En caso afirmativo, decide la posicién que ocupa una respecto de la otra.

_f(x) _ x* 4 5x
m —==lm —V—7—=
x> X x4 X° 42X o .
, — La funcién tiene una asintota
lim u—x = lim 3x =3 oblicua:y = x + 3.
o x 42 x4 X + 2

Six=1.000, f(x) — x — 3 <0,y cuando x tiende a +co la funcion esta
por debajo de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — x — 3> 0,y cuando x tiende a — la funcion esta
por encima de la asintota.

070 | Calcula las asintotas oblicuas de las funciones y su posicidn relativa respecto de ellas.

oo

2x> + 4 2x* 4+ 4
a) f =214 b) flx) = X+
x—1 24+ x
2
X—>+o X X—>+% X° — X ) ) )
a) 5 — la funcion tiene una asintota
im |24 5= 22X 5 oblicuay = 2x + 2.
X— 4 x—1 x=42  x —

Six=1.000, f(x) — 2x — 2 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcién esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — 2x — 2 < 0,y cuando x tiende a —oo la funcion
esté por debajo de la asintota.
2
X +® X x>+ DX 4+ X7
b) 5 — La funcion tiene una asintota
im [ 224 S o A2 4| oblicuaiy =2x— 4.
xoto| D4 x xo+4e  x —

Six=1.000, f(x) — 2x + 4 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcién esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — 2x + 4 < 0,y cuando x tiende a —oo la funcion
estd por debajo de la asintota.

071 | Determina todas las asintotas de las funciones, y sitla sus ramas infinitas.

402

00
2—6 3
a) f(x) = X d) flx) =
X+3 x—1
3x2 42 3
b) f(X):u e) f(X)zzxi
X +1 X°—5%+6
3
9 ) = f) f0=———
x—5 x°+x4+1



a)

SOLUCIONARIO

.2 —6x 20
im ———— —» —
=3 X+ 3 0
- 2—06x
fim - 3 =—00
o 2X +6 — La funcion tiene una asintota vertical en x = —3.
lim £Z2X _ 400
x=-3t X+ 3
Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oe, y por la derecha, a +-oo.
o 2—06x s . .
lim ——— = —6 — La funcion tiene una asintota horizontal: y = —6.
Xt x 3

Six = 1.000, f(x) > —6,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000 — f(x) < —6,y cuando x tiende a —ce la funcidn
estd por debajo de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

_3x2 4 2x 1
im ——— — —
==l x4 0
324 2x
im ————— = —
x»-1" X+ 1 L , .
) — La funcién tiene una asintota vertical en x = —1.
) 3x° 4 2x
im ———— =40
x——1" X+ 1
Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oo, y por la derecha, a +-oe.
_3x2 4 2x y . ) )
fim A S 4o — La funcién no tiene asintota horizontal.
X+ X +‘]
2
im fx) _ im 3x? + 2x _,
x—+oe oy X—> o X2 =+ X i . i
3 4 2 — La funcion tiene una asintota
im | 22X g = gm =X = 4| oblicuary =3x—1.
X— 4 X +1 x=>4% x4

Six=1.000, f(x) — 3x+ 1 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcién estd
por encima de la asintota.

Six=—1.000,f(x) —3x+ 1 <0,y cuando x tiende a —co la funcién
estd por debajo de la asintota.

o 4x3 500
im —— — —
=5 x —5 0
44X
fim E = —
X — o . .
= — La funcién tiene una asintota vertical en x = 5.
4y
lim =4
x—=5" X —

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oe, y por la derecha, a +-oc.

_4x3 L ) ) )

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
x—>+w x5

. 4x3 5 . ) .

lim ——— = 400 — La funcién no tiene asintota oblicua.

X— 4 XZ — 5x
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d) lim - El
=1 x —1 0
fim =—
x> X —1

3 — La funcién tiene una asintota verticalen x = 1.
lim =4

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo, y por la derecha, a 4.

lim
x>4o x

= 0 — La funcion tiene una asintota horizontal: y = 0.

Six = 1.000,f(x) > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion estd
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) < 0,y cuando x tiende a —co la funcién
estd por debajo de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

. X
lim ——————=+»
x->2" X° —5x+6 o . .
; — La funcidn tiene una asintota vertical en x = 2.
. X
im —————— = —o0

x=2' x> —5x+6
Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a 4-o0, y por la derecha, a —oe.

) X 27
m— 2
=3 x2 —5x 46 0

X3

m ———— = —o0
x=3 x> —5x+6

X3

— La funcién tiene una asintota vertical en x = 3.

im ————— =+
x>3t X2 — 5+ 6

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo, y por la derecha, a 4.

3

) X -, ! , '

lim —————— = 400 — La funcion no tiene asintota horizontal.
x>+ x2 _ 5x 46

. f(x ) X3

im Ay X
x—>4o  x X—+ X3 _5)(2 -+ 6x o .

— La funcién tiene una
X 5x7 — 6x . X

im|—2 _x|= Jm =222 _¢g asintota oblicua:
e X2 —5x+6 xoie x? — 5X 46 y=x+5.

Six=1.000, f(x) —x — 5> 0,y cuando x tiende a +o la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) —x — 5 < 0,y cuando x tiende a —oe la funcion
estd por debajo de la asintota.
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f)

072

eee

a) f(x)

b) f(x)

SOLUCIONARIO

Dom f= R — La funcién no tiene asintota vertical.

. X S . .
lim ———— =0 — La funcion tiene una asintota horizontal: y = 0.
xmte x? 4oy ]

Six=1.000, f(x) > 0,y cuando x tiende a +o la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) < 0,y cuando x tiende a —ce la funcion
esté por debajo de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

Obtén todas las ramas infinitas y las asintotas de las funciones, y decide la posicién
que tienen entre si.

x> —7x+1
2x? — 5x3
x> —7x+1
2x* —8

X3 —Tx+1

2x* +8
x> —7x+1
2x +8

2
Domf—R{O,S}

X = 7x+1 1
7%7

im
x=0 Dx? — 5x3 0
3
X =T7x+1
lim % = too
xo0" 27— SX — La funcion tiene una asintota vertical en x = 0.
X = Tx+1
im &—————— =+

x=0" 2x? — 5x°
Las dos ramas infinitas de la funcion tienden a +oo.

X2 — X +1 —1,736
%

lim

2 2x? — 5x° 0
5

X = Tx+1

im ————— = —o0

X

- 2 3
_% 2x° — 5x

o , ) 2
5 — La funcion tiene una asintota vertical en x = —.
X° —=7x+1 5

= 4o
2° 2x%* — 5x¢°
5

X—

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo,
y por la derecha tiende a +-oo.
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X3 = Tx+1
lim ———

1 I . ' 1
= —— — Lafuncion tiene una asintota horizontal: y = ——.
x= e Dy 5x3 5 5

1
Six = 1.000, f(x) < - y cuando x tiende a +oe la funcion esta

por debajo de la asintota.

1
Six = —1.000, f(x) > -y y cuando x tiende a —oe la funcién
esté por encima de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

b) Domf=R —{-2,2}
X = 7x+1 7

im ———— — —
x=-2 Jx? 8 0
3
) X —7x+1
lim 27+ = 4o
o-r 2x° —8 — La funcién tiene una asintota vertical en x = —2.
im x3—7x+1_7oo

x>-2t 2x* —8

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a +oo,
y por la derecha tiende a —oe.

X = Ix+1 -5
7%7

lim
x—2 2X2 -8 0
X = Tx+1
lim X =+l = 4o
x> 2x? —8 D , .
— La funcién tiene una asintota vertical en x = 2.
im X =Tx4+1

x=20 2x? —8

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a +oo,
y por la derecha tiende a —oe.

X = Tx+1
fim Al e L 400 — La funcion no tiene asintota horizontal.
xo4e Dx2 8
3
iim fx — Jim X —7x+1 _1 La funcion tiene
Ko X xote 2% —8X 2 una asintota oblicua:
(X =7x+1 0 o =3x 4T 1
lm | ——"————x|= Im ———=0 y=—X.
xo4e|  J)x* —8 xote )x° —8 2

Si x = 1.000, f(x)— %x < 0,y cuando x tiende a 4cc la funcién estd

por debajo de la asintota.

Six = —1.000, f(x) — %X > 0,y cuando x tiende a —oo la funcién

estd por encima de la asintota.
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Dom f= R — La funcién no tiene asintota vertical.

) -7 1
lim L i 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
xote Dx? 48
3
lim @ — Jim X =7x+1 = 1 La funcion tiene
Xt X x4 Jx3 4 8x 2 _, una asintota oblicua:
- - 1
Jm | X=XV D gy X ) = L
X—> 400 2)(2 +8 2 X—>+e 2X2 +8 2

1
Si x = 1.000, f(x) — EX < 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por debajo de la asintota.
1
Six = —1.000, f(x) — EX >0,y cuando x tiende a —oe la funcién
estd por encima de la asintota.

Domf=R — {—4}
X — Ix+1 —35
%

fim
x=>—4 2x 48 0
3 —
//‘miix 5 7X8+] =4
o , X+ — La funcién tiene una asintota vertical en x = —4.
X7 =T7x4+1
im ————— = —
xo—4t x4+ 8

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a 4-o0, y por la derecha
tiende a —co.

X = 7x+1

im ———— = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X— 4% 2X + 8

(%) X = Tx 4

im —— = Jim ——————— = 400 — La funcidn no tiene asintota oblicua.
X=4e X— 4 2)(2 —+ 8x

Halla las asintotas de estas funciones, y la posiciéon de las ramas infinitas.

3 _6x24+12x—8 35— 6x*? —
a) f0) = X X -;: X ) ) = X 6x2 +12x 8
X X —
x> —6x24+12—-8 x> —6x2+12x—8
X) = - e) flx) = — 27
X X — -
3 _6x*+12x —8 3 — 6x? —
9 ) = X X° +12x f) fl) = X 6x° +12x — 8
x—2 x2 +4

Domf=R — {-3}
x} —6x7 +12x—8 —125
%

lim
x—==3 X+3 0
iim X —6x* +12x -8 = foo La funcién tiene una asintota vertical
x—3" X+3 en x = —3. Por la izquierda la rama
- o
X —6x2+12x—8 infinita de la funcion tiende a +oo,
Xﬁrl 13 =% y por la derecha tiende a —co.
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408

X2 —6x? +12x—8

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—> % X + 3

() X} —6x2+12x—38

im —= = lm = 400 — La funcidn no tiene asintota
x—te x X= X2 + 3x
oblicua.

Domf=R —{-3,2}
x> —6x* +12x—8 —125
%

lim
x=-3 X +x—6 0
X —6x? +12x—8
fim > =—o
X—-3 X4+ X — 6 ., . , .
, ) — La funcion tiene una asintota vertical
X" —6x"+12x—-38
lim > =40
x—-3" X4+ X — 6

en x = —3. Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo,
y por la derecha tiende a +oo.

X —6x7 +12x—8 0

lim - —

x=>2 X +x—6 0

im X —6x7+12x—8 im (x —=2)(x* — 4x +4) _0
x2 XX +x—-6 X2 (x —2)(x+3)

— La funcion no tiene asintota vertical en x = 2.

X —6x? +12x—8

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—> 4 x4+ x—6
) X —6x?+12x—38
im —= = lim =1
x>y X—> 40 X3 + X2 — 6x
[P —6x2+12x—8 _ =7x*4+18x—38
fim —x|= Iim ————=-7
x4 X’ +x—6 =42 X 4 x—6

— La funcidn tiene una asintota oblicua:y = x — 7.
Six=1.000, f(x) — x + 7 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.
Six=—1.000,f(x) — x4+ 7 <0,y cuando x tiende a —o0 la funcion
estd por debajo de la asintota.

Domf=R — {2}
X =6 +12x—8 0
fim - —
X—2 sz O
3 2 o _ 2 _
fim X 6x” +12x 8 = lim (x=2)(x Ax+4) = 0 — Lafuncion
X—2 X*2 x—2 X—2

no tiene asintota vertical en x = 2.

x> —6x> +12x—8

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—> 4% X =2

() x> —6x2+12x—38

im —— = lim = +00 — La funcion no tiene asintota
X—toe x X— 4 XZ — 2X
oblicua.



SOLUCIONARIO

d) Domf=R —{-2,2}

x> —6x? +12x—8 —64
%

fim
xo=2 X’ —4 0
im x> —6x>+12x—8 -
x——2" X — 4 B R ; .
, s — La funcién tiene una asintota vertical
im X —6x" +12x -8
/m+ 7 =+
x——2 X 4

en x = —2. Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oz,
y por la derecha tiende a +oo.

X —6x? +12x -8 0

fim - —
x2 x* =4 0
3 2 _ _ 2 _
fim = 6X2 +12x -8 = lim (x—2)x Ax+4) =0 — Lafuncion
x=>2 x°—4 X2 (x—=2)(x+2)

no tiene asintota vertical en x = 2.

x> —6x> +12x -8

fim P = +00 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X 4o X —
() X —6x24+12x—38
im —— = lim S =1
X—=>+o X X— +% X — 4)(
[P —6x2+12x—8 . =6’ +16x—8
fim —-x|= Iim ———=—-6
X—> 40 )(2 — 4 X—+® Xz — 4

— La funcidn tiene una asintota oblicua: y = x — 6.

Six=1.000, f(x) — x4+ 6 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — x4+ 6 < 0,y cuando x tiende a —oo la funcion
estd por debajo de la asintota.

Domf=R — {2}
X —6x2+12x—8 0
fim - —
X2 (x —2) 0
P _6x24+12x—8 ) —-2)
fim X X 12X = lim (x ) = 0 — La funcién no tiene asintota
= (x—2) =2 (x—2)!

vertical en x = 2.

x> —6x* +12x —8

fim = +00 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—+%° (x — 2)2

- f(x) X —6x? 4 12x—8

im —— = lim =1
X—4o X X—> 4o X3 — 4)(2 + 4x L

, , 5 — La funcién

) X —6x° 4+ 12x—8 =X +8x—8

fim —x|= lIim ——m———— =2
X+ X2 —4x + 4 X—= 4 XZ —4x 4+ 4

tiene una asintota oblicua: y = x — 2.

f(x) — x + 2 =0 — La expresion de la funcion coincide con la ecuacion
de la asintota salvo en x = 2.
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f)

Dom f=R — La funcion no tiene asintota vertical.
x> —6x> +12x—8

lim > = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—=> 40 X + 4
- f(x) X —6x7 4+ 12x -8
im —— = lim : =1
x—=>+® X X—+% x> + 4x
[ x*—6x?+12x—8 . —6x? +8 —38
fim —Xx|= Im ————=-6
X—> 4o X2+ 4 x> 4o x>+ 4

— La funcién tiene una asintota oblicua: y = x — 6.
Six=1.000, f(x) — x + 6 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.
Six=—1.000, f(x) — x + 6 < 0,y cuando x tiende a —oe la funcion
estd por debajo de la asintota.

074 | Calcula las ramas infinitas y asintotas de las funciones.
a) y=x>+5x—1 b) y=2"—1 o) y=logx d) y=tgx

200

a)

Dom f=R — La funcion no tiene asintota vertical.
lim (x> + 5x —1) = +00 = La funcidn no tiene asintota horizontal.

X— Fo
f(x) xX? 4+ 5x—1

im —— = Jim ———————— = 4+ — La funcidn no tiene asintota oblicua.
X=>to  x X— +o0 X

Dom f= R — La funcién no tiene asintota vertical.
lim (2* —1) = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.

X—=+0

. f(x) 2= L ) , )
im —= = lim ——— = 400 — La funcion no tiene asintota oblicua.
x>ty X=> +o X
Dom f = (0, +o0)
lim log x = —o0 — La funcidn tiene una asintota vertical en x = 0.
x—=0"

La rama infinita de la funcién tiende a —oo.
lim log x = 40 — La funcién no tiene asintota horizontal.

X—>+o
fi M: lim

X=>+o oy X— +ow X

log x
09X _ 0 — La funcién no tiene asintota oblicua.

Dom f= Rf{%+kﬁ,k c z}

. 1
lim tg x — —
x—>1 O
2
lim tgx = +o0
X%% e
. — La funcioén tiene una asintota vertical en x = —.
lim tgx =—o 2

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a oo, y por la derecha, a —oo.
Al ser una funcion periddica, de periodo T, todos los puntos

que no pertenecen al dominio son asintotas del mismo tipo.

Por tanto, la funcidn no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
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(XX

076

| Jeolke)

Encuentra las asintotas de las funciones.

SOLUCIONARIO

— La funcién tiene una asintota vertical en x = 0.

2x —3
a) y=7| k] b) y =
X
2x=3 sixg%
a) fx)= 2*
LH SiX<i
X 2
Domf=R — {0}
. =2x4+3 3
im— — —
x—0 X O
o =2x+3
im ————— = —
x—0" X
x—0" X

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oo, y por la derecha, a +oo.

. -3
fim
X—+o X

Six=1.000, f(x) < 2,y cuando x tiende a +ce la funcidn esta por debajo

de la asintota.
-2 +3

= 2 = La funcién tiene una asintota horizontal: y = 2.

lim = —2 — La funcién tiene una asintota horizontal: y = —2.

X—=+o X

Six = —1.000, f(x) < —2,y cuando x tiende a —ce la funcién esta

por debajo de la asintota.

Al tener asintotas horizontales, la funcion no tiene asintotas oblicuas.

b) Dom f=(-2,2)
2

im ———— = —o0 — La funcién tiene una asintota vertical en x = —2.

x—=2" /4 _ XZ

La rama infinita de la funcién tiende a —co.

lim ———= = 4+ — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.

x—2 4 — X2

La rama infinita de la funcion tiende a +oco.

Dado el dominio de la funcion, no tienen sentido los limites en el infinito,

y la funcién no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

Observa la gréfica de la funcion
y determina estos limites.

lim f(x) lim f(x) lim f(x)
x—0" x—07t x—0
lim f(x) lim f(x) lim f(x)
x—=2" x—=3 x—2

Estudia la continuidad
de la funcién f(x).
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Limite de una funcién

lim f(x) =2 lim f(x) =2 lim f(x) = 2
x—0" x—0" x—0
//rrzi flx)=3 //'rr; f(x) = 3,5 fim f(x) = 3
X2 X— x—2

La funcién es continua salvo en x = 2, ya que no existe f(2).

077 | Completa la tabla para la funcion.
QeeC
x? —2x—3

x—3

f(x) =

Comprueba que su limite, cuando x tiende a 3, es: Iim f(x) = 4

x—3
(Cuanto vale f(3)? Haz una representacion de la funcion.
{Qué diferencia hay entre las graficasde f(x) ydey = x + 1?

X 2,5 29 |2999 | 3,001 | 3,01 3,1 3,5
f(x) 35 39 3,999 | 4001 | 4,01 4,1 45

No existe f(3).

La gréfica de f(x) coincide con la gréficade larectay = x + 1,
salvo en el punto x = 3.

078 | Dibuja una funcién que sea continua, salvo en x = —1, que tenga un salto infinito
2% |y que tenga en x = 3 un salto finito.

Respuesta abierta.

Y
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[ 1 J¢)

SOLUCIONARIO

Dibuja una funcién cuyo domino sea [0, +), y que presente un punto
de discontinuidad evitable en x = 4.

Respuesta abierta.
Y

Determina los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones.

a) y= L e) y_7x+2
Y s X2 —7x+12
by y=—>F2 _ f) y=Jx—5
X* —x+12

o y=+4+x g y=+vx>—2x—38
d) y=v4—3x—x? h) y=+x*—2x+8

a) Domf=R —{-3}

fim - —

x=>-3 x + 3 0
lim ]

x>-3 X+ 3

. 1
lim
x—>-3t X + 3

— No existe //'m3 f(x),y x = =3 es un punto

=+ de discontinuidad inevitable de salto infinito.

b) Dom f=R — No hay puntos de discontinuidad.

c) Dom f=[—4, +90) — No hay puntos de discontinuidad.
d) Dom f=[—4, 1] = No hay puntos de discontinuidad.

e) Domf=R —{3,4}

fim __X+2 - El
X—3 2 _
X X412 0
. X+ 2
Jm T T S
) — No existe im f(x), y x = 3 es un punto
. X x—3
lim —————=—o de discontinuidad inevitable de salto infinito.

o3 X2 — Tx4+12
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081

L X Xe)

f)

9)
h)

fim _x+2 — 5
x4 x2 — Tx 412 0
x4 X2 —
o T;u — No existe lim f(x), y x = 4 es un punto
. X X—4
lm ————— =4 de discontinuidad inevitable de salto infinito.

wmat X2 — 7x 412

Dom f =[5, +90) — No hay puntos de discontinuidad.

Dom f = (—oo, —2] U [4, +-0) — No hay puntos de discontinuidad.
Dom f=R — No hay puntos de discontinuidad.

Estudia la continuidad de las funciones en x = 3, y si presentan discontinuidad,
decide de qué tipo de discontinuidad se trata.

(x +3 si x <3 12 .
si x
a) f(x) =16 si x=3 d) fx)=1{x—-3 <3
~X2—2X+3 si x >3 x—15 six>3
12 .
3 si x <3 X +1 six =3
X —
b) f(x) = 6 S x=3 e) flx) =1 x—1 '
X —2 six>3 —2 six=3
In (x —2) si x <3
¢ f(x) =1—2 si x=3
sen(x — 3) si x >3
a) f3)=6
im f(x) = lim (x+3)=6
el =3 — limf(x)=6
im fx)= lm (x> =2x+3)=6 X3
x—3T x—3"

Como f(3) = lim f(x), la funcion es continua en x = 3.

x—3
f(3)=6
Im £ = Im —2— =6
X3 >3 X =1 — No existe lim f(x), y la funcién no es continua
im f(x)= lim (x =2) =1 s
a3t 3t enx=3.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.

f3)=-2

lim f(x) = lim (In(x —=2))=0

3 e = lmf(x)=0
lim f(x) = lim sen(x —=3)=0 >3

x—3" x—3"

Como f(3) # lim f(x), la funcion no es continua en x = 3.
Xx—3

Se trata de un punto de discontinuidad evitable.
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d) f3)=-—12
Im ) = lim —?— = —co
x=3 x=3 X —3 — No existe lim f(x), y la funcién no es
im f(x) = lm (x — 15 = =12 ) x=3
x—3* xo3t continua en x = 3.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

e) f3)=-2
im Fx) = lim 2 = 5
X—3 X—3 X—‘\

Como f(3) # lim f(x), la funcién no es continua en x = 3.
X—3

Se trata de un punto de discontinuidad evitable.

082 | ;Qué valor debe tomar a para que las funciones sean continuas?

e

si x < —2 t - Six < —2
g <
a) fix)={ Xt o fl)={" 2

a six =-—2 .
log(ax+7) six>-—2
|—2x —7 six >—2 J >

x=1 H _
b) f(x):2 sixg 2
lax — 2 si x >-—2
a) f(=2)=a

. . 3
im f(x)= lm =-3

X——2" x»=2 X 41 — 3 lim f(X) =-3
lim f(x) = lim (—2x —7)=—3 o

x—=2" x—=2"

La funcion es continua si f(—2) = lim f(x) - a= —3.

X——=2
-3 1
b) f(=2)=2"=—
8
Im f)= lim 2 =L
X——2" X—-=2" 8
im f(x)= lim (ax —2)=—-2a—2
x—=2" x—=2"
— 3 im f(x) sii:—2a—2—>a:—£
X—=—2 8 16
) f(=2)=1
m fx) = lm tg—~ =1
X——2" X——2" 2Xx
im f(x)= lim log(ax +7)=log(—2a+7)

x—=2" x—-2"

— 3 lim f(x) si W:Iog(—2a+7)aa:—%
2

X——.
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083 | Razona si la siguiente funcién es continuaenx =3y enx = 0.

00
2% —1 six >3
y =
E +3 six <3
X
f3) =7
lim f(x) = lim E—1—3:7
X3 x=3 X — 3 lim f(x)
Im fx) = lm (2 =1)=7 ins
x—3" x—3t

Comof(3) = //m3 f(x), la funcién es continua en x = 3.

No existe £(0).

x—0" x=0" | X

im f0) = Iim [12+ 3] S
= — No existe //'mO (x), y la funcién no es continua
im f(x) = lim [+3]+00 enx=0. -

x—07" x—=0" | X

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

084 | Estudia la continuidad en todo el dominio de las funciones.
°®% | Determina los puntos de discontinuidad que presenta cada una de ellas.

a) y=sen (x+ w)

b) y=In(x+e)

c) y—tg[x—l}
2
d) y:2x—3

a) Dom f= R — No hay puntos de discontinuidad.
b) Dom f= (—e, +9) — No hay puntos de discontinuidad.

) Domf=R —{r+kr ke Z}

. T
//mitg[x —7] =+

— No existe lim f(x), la funcidn no es continua

. »T( X7
fim Tg[Xf?]zfoo enx =T

x—w
Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

Al ser una funcién periddica, de periodo T, todos los puntos en los que falla
el dominio son puntos de discontinuidad inevitable de salto infinito.

d) Dom f= R — No hay puntos de discontinuidad.
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085 | Investiga si las funciones son continuas.

[eXeke]
log(x+7) six <3
a) flx) = 1 six=3
5 .
si x>3
Lx+2
3x+5 si x < —1
b) f(x) = 2 ,
0 six =—1
X+1 six >—1
5 .
7 x six <1
o f(x)=
) fld 5 six=1
12X +1 si x > 1

a) Six<3:f(x) =log (x+ 7) - Dom f= (-7, 3) = No hay puntos
de discontinuidad.

Six=3:f3)=1

/imi f(x) = //‘mi (Iog (x + 7)) =1

- A >3 lmfx) =1
im f(x) = Im =1 x=3

x—3" x=3" x4+ 2

Comof(3) = /im3 f(x), la funcién es continua en x = 3.

Six>3:f(x) =

— Dom f = (3, +o) — No hay puntos
X+ 2
de discontinuidad.

La funcion es continua en (—7, +o0).

b) Six< —1:f(x) = % —>Domf—l—§/—1]—>Nohaypuntos

de discontinuidad.
Six=—1:f(—=1) =1

im f) = lim 3x4+5 _ . No existe X@Lf(x)’ y la funcion no es
= o 2 ~ continua en x = — 1. Se trata de un punto
Im f(x)=Im (x+1)=0 de discontinuidad inevitable de salto finito.

x——1t x—-1'

Six>—1:f(x)=x+ 1 — Dom f= (-1, +o) — No hay puntos
de discontinuidad.

La funcion es continua en

5
- = 1] U (=1, +0).
3
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o Six<1l:f(x)=

2—x
Six=1.f(1)=5
im f(x) = lim > =5
1 o 2= X —3Imf(x)=5
lim f(x) = lim (2" +1) =5 !
x—T" x—Tt

Comof(l) = /irq f(x), la funcién es continuaen x = 1.
X—

Six>1:f(x)=2"""+1—Dom f= (1, +0) — No hay puntos de discontinuidad.

La funcion es continua en R.

086 | Estudia la continuidad de la siguiente funcion.
L X Jo]
log (t +7) sit<3
g(t) — 2 sit=3

_— sit>3
7—t

Si presenta puntos de discontinuidad, estudia el limite cuando t tiende a ellos

y decide qué tipos de discontinuidades son.

Sit<3:gx)=log (t+ 7) = Dom f= (-7, 3) = No hay puntos de discontinuidad.

Sit=3:9(3)=2
lim g(t) = limlog (t+7) =1
t—3" t—3"
= limg(t)=1
lim g(t) = lim i =1 =3

t—3* =3t 7 —t

Comog(3) = {/m3 g(t), la funcién es continua en t = 3.

Sit>3g(t) = % — Dom f= (3, +0) — (7}

. . 4
//m glt)= //m— =400
! o 4 ! — No existe im g(t) y la funcién no es
. . t—=7
[/L@g(t)_/ﬁa 7t % continuaent=7.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

La funcion es continuaen (—7, 7) U (7, 40).

087 | Estudia la continuidad de las funciones.
oca

a) y=I[x] (Parte enteradex) g y=Ix—1

— Dom f= (-0, 1) = No hay puntos de discontinuidad.
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La funcion es continua salvo en los nimeros enteros.

im f(x) =a—1
SiaeZ -

o i £
im 00— a — No existe fim f(x).

x—a

Todos los nimeros enteros son puntos de discontinuidad inevitable de salto finito.

1 six >0
No existe f(0).

f(X):{—1 sl x <0

lim f(x) = —1
=0 — No existe lim f(x), y la funcion no es continua en x = 0.
lim f(x) =1 x>0

x=0"
Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.
La funcién es continua en R — {0}.

x? =1 six<—1losi x>1
flx) = 5 )
—x“+1 si—-1<x<1

Six=—-1:f(=1)=0

im fx)= lim (x> =1)=0
o o = lim f) =0
lim f(X)Z (*XZ +1)=0 x—>—1

i
x——T" x——1"

Como f(—1) = lim f(x), la funcién es continuaen x = —1.

x——1

Six=1:f1)=0

lim f(x) = lm (=x* +1)=0

ot e — lmf(x) =0
lim f(x) = lim (x> =1)=0 x1

x—1t x—1"

Como f(1) = lim f(x), la funcién es continuaen x = 1.
x—1

La funcion es continua en R.

p six<—=losix>1

f)=1" N
Si—1<x <1

—x? =1
No existe f(—1).
I )= Jim —1— = e
o o X _1 — Lafuncion no es continuaen x = —1.
Iim f(x) = lm ——— =+
x——1t x—=-1t =X + 1

Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.
No existe f(1).
1

/im f(x) = /imizi =4
! xor =X+ 1 — Lafuncion no es continuaen x = —1.
fim f(x) = lim =+

x—=1" x—T" X2 —1
Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.
La funcién es continuaen R — {—1, 1}.
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088

[cXele]

089

@00

090

[eXoRe]

420

Observa la gréfica de la funcion 1
y determina los limites que se indican.
a) lim f(x)
H‘m ! )
b)hmf(x) :::::::::]::......:
X—+% r
o Iim f(x)
x—-=2
d) lim f(x)
x——1
a) lim f(x) =4 c) lim f(x) no existe.
X—>—x X—=2
b) /frz fx)=0 d) lim f(x) no existe.
X=>+% x——1
Calcula los limites indicados en la funcion definida a trozos.
hoo) = X2 4+5x4+1  six<—1
3x> —5x+6 six>—1
a) lim h(x) ) limﬁ h(x)
b) lim1 h(x) d) lim h(x)
x——1 X—+x
a) Im h(x)= lim (x> +5x+1) =+
b) fim f(x)= lm (x* +5x +1)= =3
X—=—1 x—=—1
o lim h(x)= lm (3x> —5x+6)=14
x——1" x——1"
d) lim h(x)= lim (3x> = 5x +6) =+
X— 4o X—+%
Calcula Iirr; (f o g), siendo las funciones:
2 _
gx) = x +2 f) = X =1
2x? —10x
(x+2) -1 _ X4 4x+3

fog(x)=f(g(x)=flx+2)=

Im (fog(x) = lm

im X+ 4x+3 _
x-3 2x2 = 2x =12
X° + 4x+3

=4

o3 2 = 2x—12

2x 427 —10(x+2) 2x* —2x—12

X+ 4x+3 24
767
=3 2x? — 2x —12 0

— No existe el limite.
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091 | Haz la gréafica aproximada de una funcién que cumpla las siguientes condiciones.
[ X Xe]

« lim f(x)=0

X——%

.« lim f(x) =4

X——2"

s lim f(x) = 4+

X+

. lim f(x) =—o0

x——=2"

Respuesta abierta.

092 | Realiza la gréafica aproximada de una funcién que cumpla las siguientes condiciones.
[ X Xe]

« lim g(x) = —oo

X——%

« lim g(x)=3

X—2"

o lim g(x) = -2

x—2%"

« lim g(x)=0

X—+®

Respuesta abierta.

YA
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093 | Construye la grafica aproximada de una funciéon que cumpla estas condiciones.
[ X Xe]

« [im h(x)=1

X——0

« lim h(x) = —o0

x—0"

« lim h(x) = 4o

x—0"

lim h(x) =1

X+

Respuesta abierta.

14
\
X
\
094 | Representa tres funciones que cumplan que /lim f(x) = 5 y cada una de estas
°®% | condiciones. o3
a) f3)=5
b) f(3) no existe.
o f(3)=2
Respuesta abierta.
a) v
4
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b) Y
Pl
v
,/
5 A
]
v
Pl
v
X
Q) Y
Pl
v
,/
s A
P
v
Pl
v
X

095 | Dibuja una funcién continua que cumpla que f(x) es negativa si x > 3y es positiva
*0 .
six <3.

a) ¢Cuantovale Iirrg f(x)? ;Y f(3)?

b) ;Hay un posible resultado? Razona la respuesta.

Respuesta abierta.

YA
\\
1 \\
NG X
\\
a) Iimf(x)=0
x—=3
f3)=0

b) Si, porque si la funcion es continua tiene que verificarse que: /im3 f(x) = f(3)
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096 | Halla las asintotas de estas funciones.
[eXeke]
x?—4x+4 x?—4x+4
f(X)=27 gX) = ————
X°—x—=2 X4+ x—=2

Razona las diferencias entre ambas funciones.

Domf=R —{-1,2}

xX?—4x4+4 9
im ——— —

o1 X2 —x =2 0
2
X" —4x+4
//m727+2 = 4o
e ); X — La funcidén tiene una asintota vertical en x = —1.
im X ax+4

xo-t X2 —x =2

x* —4x+4 0

im—mm — —

=2 x?—x =2 0

Xt —4x+4 (x=2) ~ ‘ )

lim = lim = 0 — Lafuncién no tiene una asintota

=2 x? —x =2 o2 (x—=1)(x—2)
vertical en x = 2.

2
X —4x+4 P . .
lim —————— =1— Lafuncion tiene una asintota horizontal:y = 1.
Xt x2 _x )

Al tener asintotas horizontales, la funcién no tiene asintotas oblicuas.
Domg=R—{-21}

o xXP—4x+4 16
im fX—X—— 5 —
=2 x? 4 x =2 0

2
X —4x+4
lim 27+ =+t
x=-2 XT 4 Xx—2 o . )
, — La funcién tiene una asintota vertical en x = —2.
im X —4x+4

X2t X2+ x—=2

X2 —4x+4 1
im————— —
o1 X2 px =2 0
ox*—4x+4
/Im 27 = —
x> XT X —2 S , .
B — La funcion tiene una asintota vertical en x = 1.
X" —4x+4
lim ———— =+»
=1 XS+ X —2
xXT—4x+4 o . 4
lim ——————=1- Lafuncién tiene una asintota horizontal:y = 1.

xote x2 4oy )
Al tener asintotas horizontales, la funcién no tiene asintotas oblicuas.

Las funciones f(x) y g(x) tienen distintas asintotas verticales, porque los valores
que anulan el denominador en cada una de ellas son diferentes.
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097 | Escribe una funcion racional para cada caso.

[ X Je)
a) Quetengax = 2yx= —3como Unicas asintotas.
b) Sus Unicas asintotassonx= —2ey=3.

¢) Susasintotassonx=4ey=2x —1.

Respuesta abierta.

a) flx) = X
(x =2)(x+3)
b) fx) = —
X+ 2
2
9 flx) = 2x 9x
X—4
. - . 2x* 43
098 | Calcula el valor de a para que el limite tenga valor finito: lim 1 —ax.
oes X—> oo X —
Con ese valor de g, halla b para que se verifique que:
2
lim X +3 —ax—b=0
X—>+4® x —1
. . . . 2x*+3
;Qué relacion existe entre la funcién y = Xi—: ylarectay=ax+ b?
) 2x* +3 2P +3—ax’ +ax

im | —=—ax|= lm

X—> o0 X —1 X—> 4% X —1

El limite tiene valor finito si el grado del numerador es menor o igual
que el denominador, por lo que a = 2.

2x? 2x — 1

im | 23 o b= g 3EXEOHT S 0 5h=2

X—> 40 X —1 X—+ X —1
2
Larectay = 2x+ 2 es la asintota oblicua de la funcién y = M
X —1

099 | Se ha estimado que la poblacién de zorros en una finca se rige

see
. 6t° +3 .
por la férmula z = 100 27—’_2 donde z representa el nimero de zorros
+t

y t es el tiempo transcurrido, en meses.

El veterinario de la finca ha observado que, en los primeros seis meses, la poblacion
ha aumentado. Investiga si el crecimiento sera indefinido, si tenderd a estabilizarse
la poblacion o si tendera a disminuir.

2
im [1oo.w] — 600
t— 4o 24 t?

La poblacién de zorros tenderd a estabilizarse.
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Limite de una funcién

mc
100 | Lafamosa férmula M = ———— se debe a Einstein, y expresa la masa M de un

(X X ] C2 _ v2
cuerpo en funcidén de su velocidad v, siendo c la velocidad de la luz (300.000 km/s).

Calcula el limite de la masa M cuando v tiende a c. A la vista de ese resultado,
icrees que un cuerpo puede alcanzar esa velocidad?

) mc
im———— =+

v—C /CZ _ VZ

Para que la velocidad llegara a ser la de la luz el cuerpo deberfa tener

una masa infinita.

101 | Representa mediante una funcién definida a trozos la tarifa de un aparcamiento.
oo

9 @

Horario: de 10:00 a 22:00 horas
Tarifas:

e (Cada hora o fraccion: 2 €
e Mis de 5 horas: 10 €
e Estancia maxima: 12 horas
%] \Y)

a) Estudia su continuidad.

b) Clasifica los puntos de discontinuidad, si los tuviera.

a) Lafuncidn no es continua en:

x=10
x=11
x=12
x=13
x=14

b) Los puntos son de discontinuidad inevitable de salto finito.

426



SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

2
- P . . X +kx+2
102 | Calcula el valor de k para que el siguiente limite sea un numero real: lim %
x—2 xX- —4
Para el valor de k obtenido, ;cuanto vale el limite?

xX? 4 kx+2 2k +6
fim -
=2 xr 4 0

) ) L 0
Si k = —3, entonces la indeterminacion es: —

2 — — —
Asi, el limite vale: im al 2 = lim X =2 —1) = X
=2 X2 4 =2 (x =2)(x+2) 4
103 | Calculalos limites.
. 1 o1
a) limx-sen— b) lim—-cos x
x—0 X x> x

Aunqgue no sepamos el valor que toman el seno y el coseno de un dngulo cuando
el dngulo tiende a infinito, s sabemos que es una cantidad acotada,

pues tanto el seno como el coseno de un dngulo tienen un valor comprendido
en [—1, 1],y al multiplicar por cero una cantidad acotada, el resultado es cero.

1 1
a) limx-sen—=20 b) lim —-cosx =0
x—0 X X—>Fo x

104 | ;Qué ocurrira con las raices de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 si el coeficiente a tiende
a cero y los coeficientes b y ¢ son constantes, siendo b # 0?

—b+b? —4ac

Las soluciones de la ecuacion son de la forma: x =

2a
_ —b+b* —4ac 0 . —b—+b*—4ac —2b
im—m—mmMmM"— 5 = lim - - ®
a—0 20 O a—0 Za O
im —b+ b’ —4ac — i b> —(b* —4ac)
a0 2a 0 2a(—b—Jb? —4ac)

2cC C

105 | Comprueba que lim e no existe.
x—0

1
imex =0 il
X207 — No existe imex.

1 x=0

im ex = +oo

x—0"
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Limite de una funcién

106 | Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones.

2 six<0 i 2 eon Vi
ay=1. = b)y:{5x six<0 c)y:X senX5|x¢O

5 six>0 2* six>0 0 six=0
a) f(0)=1

fim 2 =1

x—0"

1

lim 5% = 40

x—0"

No existe lim f(x), y la funciéon no es continua en x = 0.

x—0

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

La funcién es continua en R — {0}.
b) f(0)=1

L

im5* =0

x—0"

lim 2* =1

x—0"

No existe lim f(x), y la funciéon no es continua en x = 0.

x—=0

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.

La funcién es continua en R — {0}.
c f0)=0

lim [xz - sen ]] =0

x—0 X

Al ser f(0) = lim f(x), la funcion es continua en x = 0.
x—0

Asi, la funcion es continua en R.

L b .
107 | Demuestra que la recta de ecuaciéon y = — x es una asintota
a

2 2
de la hipérbola X Y _ 1

a b

2 2 202 242

X——y—=1—>b2xzfazy2:azbzeyzzibx ab

a b’ a’
2,2 2452
- y== bx Zab :igx/xz—a2
a a

x=>+*| g a

b b b —a’
im | —Zxl=lm |2 —L
x~>+w[a a ] X~>+°°[a erX

— 00— @

lim [b\/x2 —a’ bx]
x? —a’

=0




. . . . . sen
108 | Si medimos el angulo x en radianes, demuestra que /In‘(l)
X—>

Si el dngulo x se mide en grados sexagesimales, entonce

X

. sen
s lim
x—0

Como la medida de la longitud del arco estd comprendida
entre la longitud de los segmentos AC y AB, entonces
el drea del sector circular estd comprendida entre el 4rea

de los triangulos.
< = . . —
Area de OAC < Area de sector < Area OAB
R-R sen x R-Rtg x
- < ’TYRZ . L < 79
2 2T 2

R*sen x R* t
- < R2 . i < ﬂ

2 2 2

RZ

Simplificamos dividiendo entre 7: sen x < x <tgx

o sen x X tg x
Dividimos entre sen x: < <
sen x sen x sen x

sen x sen x sen x
> >

sen x X tg x
Hacemos limites con x — 0:

n x

. . se . .sen x
fim 1> lim > im cos x = 1> lim

SOLUCIONARIO

X

sen x
1>

_osenx
>1— lim

x—0 x—0 X x—0 x—0 X x—0 X
que querfamos demostrar.
Si x viene medido en grados:
R-Rsen x , X R-Rtgx _ R’senx _ R’
—— < TR —< - <
360 2 2 360
. - . R? T
Simplificamos dividiendo entre —: sen x < —— - x <1tg X
2 180
Dividimos entre sen x:
sen x < T X tg x iy X 1
sen x 180 sen x sen x 180 sen x cos X
180 sen x
->1>—-" > COS X
iy X
Hacemos limites con x — 0:
. 180 sen x ) 180 . senx
im 1> lim —- > limcos x > 1> —- Im —— > 1
x—0 x—=0 ™ X x—0 ™ x—0 X
180 . senx
- —-lim =1
™ x—0 X
) _sen x
Y despejando, resulta que: im =T
X250 x 180

L
180
C
> €05 X
=1,queeslo
R’tg x

2
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O Derivada de una funcién

LITERATURA Y MATEMATICAS

La ciudad Rosa y Roja

Aquella princesa de largos y dorados cabellos estaba alarmada al ob-
servar que cada dia muchos se quedaban enredados en su peine. Pero,
para su tranquilidad, la cuenta se mantenia siempre alrededor de los
ciento cincuenta mil cabellos, pese a que se le cafan unos cincuenta
diarios, por lo que no parecia probable que fuera a perder su dorado
atributo.

Llegado el momento de tomar esposo, la princesa declard que solo se
casaria con quien adivinara la longitud de su cabellera. Eran datos so-
bradamente conocidos el numero de sus cabellos y los que perdia dia-
riamente, asi como el hecho de que nunca se los cortaba, ya que la au-
gusta melena era uno de los temas de conversacion mas frecuentes en
palacio. Asi que el astronomo real, que la amaba en silencio, se pre-
sento ante la princesa (que para confundir a sus pretendientes se reco-
gia el pelo en un enorme mono) y le dijo:

—Si tenéis ciento cincuenta mil cabellos y se os caen unos cincuenta
diarios, dentro de tres mil dias se habran caido todos los que ahora
adornan vuestra cabeza (aunque, naturalmente, para entonces ten-
dréis otros ciento cincuenta mil, que os habran ido saliendo al mismo
ritmo que se os caen, puesto que la cuenta diaria demuestra que el nu-
mero de vuestros cabellos permanece constante). Logicamente, los ul-
timos en caer seran los que hoy mismo os han salido, lo que equivale
a decir que la vida media de un cabello es de tres mil dias. Puesto que
el cabello humano (incluso el principesco) crece a razén de un centi-
metro al mes, y tres mil dias son cien meses, vuestra cabellera debe
medir en su punto de maxima longitud (ya que en realidad tenéis ca-
bellos de todas las medidas) aproximadamente un metro.

La princesa se caso con el astronomo, que, acostumbrado a contar las
estrellas, paso a ocuparse personalmente del computo de los cabellos,
uniendo al rigor del cientifico la solicitud del esposo.

CARLO FRABETTI

Al suponer que la «velocidad» de crecimiento del cabello es constante: 1 cm/mes, la funcién
que relaciona la longitud, en cm, del cabello (/) y el tiempo, en meses, transcurrido (t)

es/| =t.Sila velocidad de crecimiento fuera de 2 cm/mes, la férmula seria | = 2t.

Pero esta velocidad no es siempre constante. Imagina que, por efecto de un crecepelo, la

relacién entre la longitud y el tiempo viene expresada por la formula | = 3./t. Determina
la velocidad de crecimiento entre los meses 2.°y 7.°,2.°y 6.°, 2.° y 4.°. ;Es constante?

M- 337 =32
7—=2 5

16— 12 3J6 —32
6—2

-1 6-3J2
4 -2 2

La velocidad de crecimiento no es constante.

=073
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SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Determina cudles de estos vectores son paralelos y cudles son perpendiculares

av=(-21).

a) Vi=(—6,3)

b) v, =(=2,—4)

 v;=(8 —4)
a) V, = 3V — Los vectores son paralelos.
b) V-V, =0 — Los vectores son perpendiculares.
C) V3= —4V — Los vectores son paralelos.

002 | El angulo que forma una recta con el eje de abscisas, ;puede medir mas de 180°?
;Por qué?

No, porque si la inclinacion de la recta sobrepasa la inclinacion del eje,
la semirrecta que queda por encima del mismo determina el &ngulo menor
de 180° que hay que considerar para calcular la pendiente.

003 | Calcula la ecuaciéon punto-pendiente de una recta que pasa por el punto A(—3, 6)
y que tiene como vector director V = (2, —4).

y—6=—2(x+3)

004 | Estudia la continuidad de estas funciones.

5
x —1

a) flx)=—

9 hx)=In—
X

a) f(x)escontinuaenR — {1}.
b) g(x) es continua en (—oo, —2] U [2, +).

c) h(x)es continuaen (0, 4-0).

005 | Dadas las funciones f(x) = (2x — 1)’y g(x) = vV x —2, calcula (g o f)(2) y (f 0 g)(2).

(gofX) = gl = glex — 1 =J@x =17 =2 =J4? —4x =1 > (go D) =7
(Fog)) =gl =FfVx—2)=(Vx—2 -1 5 (Fog@ =1

006 | Silafuncién f(x) crece en el intervalo (—10, —2) y decrece en el intervalo (—2, 22),
;qué ocurre en el punto x = —2?

Enx = —2 lafuncién presenta un maximo.
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Derivada de una funcion

ACTIVIDADES

001 | Halla la tasa de variacién media de las funciones f(x) = x> + xy g(x) = x> + x
en los siguientes intervalos.

a) [0, 1] b) [2,3]
-0 _2-0 _
1-0 1

T @, 1) = 90 =90 _ 2-0 _,

b) TVM. (2,3) = f(33)—f(2) _ -6,

a) TVM. ([0, 1]) = 2

M (@, 3) = 98 =9@ _ 30-10 _
3-2 1

20

002 | La cotizacién de una accion sigue durante una semana la funcion f(x) = 0,02x* + 1,
donde x es el dia de la semana (0 = lunes, 1 = martes, ...). Halla la tasa
de variacion media de esa cotizacién de lunes a viernes.
f@—f0 132-1
4-0

TVM. ([0, 4]) = 0,08

003 | Calcula la derivada de estas funciones en x = 1.

a) f(x) = 4x+ 2 b) ) = —
X
3 FA) = lim 14 h) — A1) _ im 41+ h+2-6 . 44+ 4h—4 _4
h—0 h h—0 h h—0 h
! —1
_ 2 _ 2
o) £() = fim AR =) _ o (4 h) _ i =0
h—0 h h—0 h h—0 h(‘|+h)2
1=1=2h—Hh . =2—h
= lim = lim =2
0 h(IHhR 0 (14 Y2
004 | Halla la derivada de las funciones en los puntos x =0y x = 1.
a) fl)=x b) fix)=+/x
_ 3
2 FO = lim OEN=0 W W e
h—0 h h—0 h h—0
_ 3_ 2 3_
F) = fim LAED A ) O PP =1 1 3h4 3+ -1
h—0 h h—0 h h—0 h
= m B+3n+h)=3
b) f(0) = lim O+h-10 _ fim ﬂ — Jim —— 5 No existe.
h—0 h h—0 h h—0 \m
P () L) B e B e B
h—0 h h—0 h h—0 h( »|+h +1)
1 1
= m —=—
h—0 /1+h +1 2
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SOLUCIONARIO

005 | Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x* + 2
enx=2.

FO) = fm [REN-FD _ @+ +2-6 444t h -4

h—0 h h—0 h h—0 h

=Ilm@+h =4
h—0

La pendiente de la recta tangente es 4.

006 | ;Cual es la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) = x*

enx=—1?
_ _ f(_ _ 3
F(=1) = fim =1+ h) —f(=1) — Iim (=14+hy’+1 _
h—0 h h—0 h
_ _ap? 3
g NI AT s 3=
h—0 h h—0

La pendiente de la recta tangente es 3.

007 | Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = 2x*
en el punto P(—1, 2). ;Cual es la ecuacién de la recta normal?
F1) = fim (=14 h) — A ])://m 2(=1+ h) 2:/im 2—4h+2h 2 _
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim (—4 + 2h) = —4

h—=0

La ecuacion de larectatangentees:y — 2= —4(x+ 1) >y = —4x — 2

1
La ecuacién de larecta normales: y —2 = Z(X +)>y=—x+—>

008 | Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion f(x) = x* + 1
en los puntos x = 1y x = —1. Comprueba que son paralelas a la recta y = 3x + 4.
f(1+ h) — (1) (+h’+1-2 1+3h+30+h =1

f'(1) = lim = im = im =
h—0 h h—0 h h—0 h

:Lirré(3+3h+hz):3

La ecuaciéon de larecta tangentees:y —2=3(x — 1) >y =3x— 1
_ _f(_ _ 3

F(=1) = fim =1+ h) — D:/im ( 1+h)+1://,m

h—0 h h—0 h h—0 h

=1lm B3-3h+h)=3
h—0

La ecuacion de larectatangentees:y —0=3(x+ 1) >y =3x+3

—14+3h=3""+H+1
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Derivada de una funcion

009 | Halla la funcién derivada de f(x) = 4x + 2, aplicando la definicion de derivada
de una funcién en un punto. A partir del resultado que has obtenido,
calcula la derivada de f(x) en estos puntos.

a) x=2 b) x=—7

Comprueba que obtienes el mismo resultado que si utilizas la definicién
de derivada en un punto.

flx + h) — f(x) Ax+h)+2—(@Ex+2) 4x + 4h — 4x

f'(x) = im = lim = lim =4
h—0 h h—0 h h—0 h
a) f'Q)=4
() = fim 2+ h) —f(2) — im 42+ h+2-10 im 8+4h—38 4
h—0 h h—0 h h—0 h
b) f'(7)=4
£7) = fim (7 4+ h)—£(7) — im 474+h+2-30 — im 28+ 4h—28 —
h—0 h h—0 h h—0 h

010 | ;Cual es la funcién derivada de estas funciones?

a) ) =1x b) f(x) = —

XZ

3 Foy g foEP =0 Nxbh=Nx L xd b

m =
h—0 h p0 h =0 hifx +h +Vx)

1

1
>0 x4+ h ++x a 2Wx

1 1

_ 2 2 2 2
b) F(0 = fim fxth=fo _ . &+h? x* X =+ h
h—0 h h—0 h h—0 h(X + h)2X2
X2 =x?=2hx—H? =2 —h —2x 2
=lm-———=lm —— = - _ <
h—0 h(x + h)’x? h=0 (x 4 h)’x? x* X3

011 | Utiliza la definicién para calcular la funcién derivada de la funcion f(x) = 2x* + x2

flx + h) — f(x) 20 4+ hY + (x + hy? — 2% + x?)

f'(x) = im = im =
h—0 h h—>0 h
— i 2C+6h’ + 6’ X + 20 + X+ 2l + W =20 —x*
T hs0 h -
2 2 3 2
= i SCHONX A I H AN L 6 et 2k 4 x4 h) =
h—0 h h—=0
=X’ +

012 | Calcula la derivada de estas funciones, y comprueba que se cumple que el resultado
esigual a la suma de las derivadas de las funciones que las forman.

a) f(x)=7x+2x? b) f(x)=x"24 3x
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SOLUCIONARIO

_ 2 2
a3 F00 = fim fix + h) — f(x) — i 7(x + h) + 2(x 4+ h)* — (7x + 2x?) _
h—s0 h h—s0 h
O IXHTh+ 2 +4hx + 20 —7x = 2x* | Th44hx + 20’
= lim = lim =
h—0 h h—0 h
:i/n’é (74 4x+2h) =7+ 4x
2 2
00 = fim 7(x + h)—7x + im 2x + h)* — 2x — i X +7h—7x "
h—0 h h—0 h h—0 h
2 292
i XHAXE =D i ax 2k = 7+ 4x
h—0 h h—0
-2 -2
b) g'0d = fim IXF M=g0) _ . X+ +3x+h—-6"+39 _
h—0 h h—0 h
+3x+3h— L 3x
— im i X =
h—0 h
—im X* 4 3hx* +6h°x° + 3°x° — x* = 2hx —h*
h—0 h(x + h)*x?
— im X'+ 6+ 3 —2x—h  3x*—2x 3’ -2
h—0 (x + h)’x? x4 x*
R
-2 _ 2 _ 2 2
g'(x) = lim b+ h X + lim 3+ h)—3x = im e+ h) X +
h—0 h h—0 /7 h—0 h
_ 2 2 _ K2
+ im 3x +3h 3X=/imx x> —2hx —h $3—
h—0 h h—0 h(X + h)ZXZ
— — — 3 —
— im 2X—h 13— 2x+3:3x 2
h=0 h(x + h)’x? x* X

013 | Halla la derivada de las siguientes funciones, utilizando la definicién de derivada
del producto de un niimero por una funcién.

a) f(x)=8x b) f(x)=4+x Q flx)=—5¢
 x+hP=x X H3h 43R+ R =X 3 +3hx+ R
a) lim = lim = lim —
h—0 h h—0 h h—0 h

= ,4’”(7) (B3x% 4+ 3hx 4+ h?) = 3x?
f'(x) = 8- 3x* = 24x?

\/x+hf\/; ) X+h—x

1

1
b) lim = lim = lim =
h-0 h =0 p(Ix+h +4x) 0 Ix+h +dx AWx
f'lix)=4- L _2
Nx o x
2 2 2 2 2 2
O fm YN =Xy X AIXEN =X AN o by = 2«
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

f'(x) = —=5-2x = —10x
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Derivada de una funcion

014 | Calcula el producto de las funciones f(x) = x> — 4y g(x) = x + 1,y después halla
su derivada. Comprueba que el resultado es el mismo que si aplicamos la formula
de la derivada del producto de funciones.

p)=fx)-gx) == Dx +1)= x>+ x> —4x — 4
—im X+ + U+ —4x+h—4—0C+x"—4x—4)

= :
—im X433 X+ P+ X2+ P —Ax—4h—4—x° — P+ Ax+ 4
o0 h B
2 2 3 2
:ﬁ’”é 3hx +3hx+hh+2hx+h 4h=f/,irr(7j(3x2+3hx+hz+2x+hf4):
=3+ —4

Aplicando la formula: p'(x) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x) =
x+h+1-K+1)

27 _ 27
i XN A=Y e — 4 dim _
h—0 h h—0 h

2 2 2 -
A e L S + 2+ b — x -(x+1)+(x274)-//‘m7X+L7 X -

h—0 h h—0

=£irré OxX+h-X+D+0> =D 1=K+ +x>*—4=3*>+2%—-4

015 | Halla las derivadas de las funciones f(x) = x> + 1y g(x) = —x + 5.

(Cudl es la derivada del cociente ﬂ? ¢Y la derivada del cociente ﬂ?
g(x) f(x)
2 2 2 2 2
f'(x) = lim Ay +1=0C+1) — fjm XA X + 2t x = lim 2x+ h) = 2x
h—0 h h—0 h h—0
9'00 = Iim —th+5-(=x+5 _ im —x—h+x _
h—0 h h—0 h
1) ': Fx)- g —fl)-g') _ 2 (=X 45— +D(=1) _ =X+ 10+ 1
gx) (gt (—x +5)? (—x + 5
| _ 9’0 =gk F0 _ (NP +D—(—x+5)-2x _ x*—10x—1
fx) [For x>+ (2 4-1)?

016 | Calcula la derivada de esta funcion, indicando los pasos que sigues para hallarla.
f(x) = x>+ 2x
Se aplica la derivada de la suma de funciones, la derivada de la funcion potencial

(n = 2), la derivada del producto de un nimero por una funcién y la derivada
de la funcion identidad: f'(x) = 27"+ 2 1 =2x+ 2

x—3
2x°
Se aplica la derivada del cociente de funciones. Para derivar la funcion
del numerador se usa la derivada de la suma de funciones, la derivada
de la funcién identidad y la derivada de la funcién constante. Para obtener
la derivada del denominador se aplica la derivada del producto de un nimero

por una funciény la derivada de la funcion potencial (n = 5):
F) = 1.2 —(x—3)-2- 5" =8 +30" —4x+15
2x°)? 4x10 2x°

017 | Halla la derivada de la siguiente funcion: f(x) =
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SOLUCIONARIO

018 | Halla la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x)=5senx+3cosx b) f(x) = (5x*-senx)+ (x - cosx)
a) f'(x)=5-cosx+3-(—senx)=5cosx— 3senx

b) f'(x)= (5 2x-senx+ 5x*-cosx) + (1 -cosx + x- (—sen x)) =
= 10x sen x + 5x° cos X + cos x — x sen x

019 | Obtén la derivada de estas funciones.
a) fx)=e*-tgx b) f(x) = 3x?—arcsenx
a) f'x)=e"tgx+e- (1 +tg°x) =e* (1 + tgx + tg*x)
1

b) f'(x) = 6x — ——
1—x?

020 | Halla la derivada de estas funciones aplicando la regla de la cadena.

a) f(x)=In(cosx) o fx)=x"+2)°
b) f(x) = cos (Inx) d) f(x) =xy2x3+1
a) ') = L -(—sen x) = —tg x
cos x

b) F() = —sen (In x)-—-
X

A f(x) =9x* 4+ 2 4x> = 36x%(x* + 2)°

1
d) F(x)=1-J2x>+1 +x~%(2x3+1) 2.6x% =
3x° 5x3 +1

021 | Calcula la derivada de estas funciones.

a) f(x) =sen x>+ 3x o fx)=In 1+ x

1—x

b) f(x)=3senx*+ 2sen*x d) fix)= el

_1 2
3 FU0 = 05 X2 3x 0+ 30 7 (x4 3) = XD 05 VX 3
2 240 X%+ 3x

b) f'(x) =3-cos x*-2x+2-2-5en x-cos x = 6x - cos x* + 4 -sen x cos x
1 1(=0-(4x-() _ 2

T+x (1— x)? T—x?

1—x
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Derivada de una funcion

022 | Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones.
a) fx) =x>—6x+5
b) f(x)=8x+x

a) f'x)=2x—6
2X—6=0—>x=3

f'(0)<0 f'(4>0

w——
IS

0
La funcién es decreciente en (—oo, 3) y es creciente en (3, +-o0).

b) f'(x) =84 2x
8+ 2=0—>x=—-4

La funcién es decreciente en (—oo, —4) y es creciente en (—4, 4-o0).

023 | Determina los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de estas

funciones.
a) f(x) =x>—3x
b) fix) =2 —x

a) F'(x)=3x"-3
¥ —3=0—>x==1

f'(=2)>0 | (0 <0 | f(2)>0
T T
-2 —1 0 1 2
La funcién es creciente en (—oe, —1) U (1, 4-00) y es decreciente en (—1, 1).
Presenta un maximoen x = —1yunminimoenx=1.

b) f'(x)=—-1<0

La funcion es decreciente en R. No tiene maximos ni minimos.

024 | Calculalos maximosy minimos de estas funciones.

a) f)=x*—4x2+2

b) f(x)= 28
X+ 2

o fx)=x>—12x
XZ

d) fix)= ]
X°+1

438



025

SOLUCIONARIO

a) f'(x)=4x>—8x

x=0
4 —8x=0—>4x(x*—2) =0 —>
X::E\E

£ (x)

(
(-
©
(V2

=12 —
\/_)—16>0—>En><— \/Etieneun minimo.

f"(0) = —8 < 0 — En x = 0 tiene un maximo.
2)=16>0—>Eknx= \/— tiene un minimo.
b) Flx) = — 1
X’ +27
oI 05> x=0
x*+2y
F0) — —16(x> + 27 +16x - 2(x* + 2)- 2x _ 48x” —32
x?+2)* (x?+2)
f"(0) = —4 < 0 — En x = 0 tiene un maximo.

Q f'(x)=3x"—12
3 —12=0—-x=22
f"(x) = 6x
f"(—2) = —12 <0 — En x = —2 tiene un maximo.
f"(2) =12 >0 — En x = 2 tiene un minimo.

-0 +D—x2 3% x4 2

d> f,(X>: 3 2 - 3 2
0+ 0+
p— 4 —
()(T—i}fj(zo—)—X4+2X:O—> i 2/5
X =
£ = (=47 + 20+ 17 — (=x* 4+ 2 - 20 + 1) - 3% _ 26 —14x° + 2

o+ G+

f"(0) =2 > 0— En x =0 tiene un minimo.

f(i/?) = —% < 0= Enx =232 tiene un maximo.

Sila funcién f(x) = x> + ax + b tiene un minimo en el punto (1, 5), determina
los valores de ay b. jTiene alguin otro maximo o minimo esta funcion?

f'(x) =

33X 4 a

Silafuncién tiene un minimoenx=1:f'(1)=0—>3+ada=0—a= -3

Como el punto (1, 5) pertenece a la gréfica de la funcién f(x), se verifica que: (1) =

Alserf(x) =x* —3x+ b, setieneque: 1 —3+b=5—-b=7
Por tanto, la expresion de la funcién es: f(x) = x* — 3x + 7

f'x)=3x*-3

3 —3=0->x=4I

f"(x) = 6x

f"(—1)=—-6<0—Enx=—1tiene un maximo.
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Derivada de una funcion

026 | Halla los maximos y minimos de f(x) = sen® x en [0, 2].

f'(x) = 2 sen x cos x

x=0
sen x =0 —
X=T
™
2sen x cos x =0—> X = —
s x=0—> 2
3T

X =
" (x) = 2(cos® x — sen* x)

f"(0) = 2 > 0 — En x = 0 tiene un minimo.

] =—-2<0->Enhx= %tiene un Maximo.
f'(m) =2 >0 — En x = wtiene un minimo.

f[azﬂ] =-2<0—>Enx= 3%‘tiene un Maximo.

027 | Representa estas funciones.

a) ) =— 0 f(x) X
x? X4+ x+1
2
b) fx) = X1 d) fx) = —2
x2—x x*+3
a) Domf=R — {0}
lim as = 400 — x = 0 es una asintota vertical.

x=0 XZ

_— . .
lim — =0 — y = 0es una asintota horizontal.
X—+o0 XZ

No hay puntos de corte con los ejes.

, 2
f(X):—;

Six>0—f'(x) <0— f(x) es decreciente en (0, +o0).
Six <0 —f'(x) >0— f(x) es creciente en (—o0, 0).
La funcion no tiene maximos ni minimos.

Y
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SOLUCIONARIO 1 O

b) Domf=R — {0, 1}

xP 1 1 oxXP 41 2
im —— — — im ———— —
x>0 X2 — X 0 x—1 X2 — X 0

2 2

) X 41 xS 1
fim Rl 400 fim = —
x—0" X°— X x—1 XZ — X

2 2
X +1 X“+1

i =— lim = 400
x—0" XZ — X x—1 X2 — X
x = 0 es una asintota vertical. x =1 es una asintota vertical.

2
) X741 , )
lim = 1-— y=1esuna asintota horizontal.

e G
No hay puntos de corte con los ejes.
2= =+ @2x—1) —xT =2+

'(x) =
(x* = x) (x* = x)

J— 2 J—
$:O—>—x2—2x+1209x:&:—1i\/3

(x? —x)? -2

f'(=3)<0 | f'(—=1)>0 f'(0,2)>|0 If/(O'S)I>0 f'(2) <0
- oo T o5 1
-3 241 -1 0 041 1 2

f(x) es decreciente en (—o0; —2,41) U (0,41, 1) U (1, 4-00) y es creciente
en (—241;0) U (0;041)

14
Minimo: (—2,41;0,82) \\ .
Méximo: (0,41; —4,82) \
T e
X
I
|
Domf=R
im —X =0 —y = 0es una asintota horizontal.
e X2 x ]
Punto de corte: (0, 0)
. 2 — . _— 2
f’(x)z](x HxFDoxe 4D 1= =0-1-x2=0—>x==I1
0+ x+1)7 O+ x+1)°
f'(-=2)<0 | £'(0)>0 | f'(2) <0
T T
) -1 0 1 2
f(x) es decreciente en (—oo, —1) U (1, +00) Y
y es creciente en (—1, 1).
Minimo: (=1, —=1)
1 )
Méaximo: (1;0,33) : i
™~ X
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Derivada de una funcion

d) Domf=R
lim = 0 =y =0es una asintota horizontal.
X—>+w XZ + 3
No hay puntos de corte con los ejes.
fl)=——2
x*+3)
™ 05 x=0
(x? +3)

Six>0—f'(x) <0— f(x) es decreciente en (0, +o0).
Six<0—f'(x) >0— f(x) es creciente en (—oe, 0).
Maximo: (0; 0,66)

Y
1] )
1 X
028 | Representa las siguientes funciones.
1
a) f(x) = 3t —x—3x? +6 b) f(x) =
4 e —1
a) Domf=R
f'(x) = 3x> — 3x* — 6
x=0
3 2 = 2_ — = —
33 —bx =03 —x—-2=0— xz_x—2:0a{X*2
X =—1
f(-2)<0 f(~05) >0 (1) <0 f(3)>0
I I I
-2 -1 -05 0 1 2 3

f(x) es decreciente en (—o0, —1) U (0, 2) y es creciente en (—1, 0) U (2, 4-0).
Minimos: (—1;4,75)y (2, —2)

Maximo: (0, 6)
14
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SOLUCIONARIO 1 O

b) Domf=R — {0}
1

lim
x20 e —1 0

lim
x=0" X 1

— x = 0es una asintota vertical.

= 0 — y = 0es una asintota horizontal.

. 1 . .
lim = —1— y=—1es unaasintota horizontal.

No hay puntos de corte con los ejes.
Fl)=———
(e* 1)

f'(x) < 0 — f(x) es decreciente en (—o0, 0) U (0, +00).

No hay maximos ni minimos.

Y

LA

Halla dos nimeros naturales positivos cuya suma sea 60 y sabiendo que la suma
de uno mas el cuadrado del otro es la mayor posible.

X+y=60—->y=060-x
fix) = 60 — x + x*

f'(x) = =14 2x

—1+2X:O—)X:%

" 1. L
f'x)=—-2<0—>Enx= Enene un maximo.

, T 119
Los numeros son: ; y —

2
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Derivada de una funcion

030 | El area de un rectangulo es de 100 cm? Si queremos que tenga el menor perimetro
posible, jcudles son sus dimensiones?

)<~y=100—>y=m
X
f(X):2X+2~@:2X+@
X X
=220
X
2—£:O—>ZXZ—ZOO:O—>X:i1O
X
0 = 2%
X

f"(10) > 0 — En x = 10 tiene un minimo.

Como el valor de x corresponde a la medida de un lado, no puede ser
x = —10. Por tanto, las dimensiones del rectangulo son: x =y = 10 cm.
Se trata de un cuadrado de 10 cm de lado.

031 | Una pieza con forma de tridngulo rectangulo tiene un cateto cuya longitud
es 1 my el otro cateto mide 3 m. Determina el rectdngulo de lados paralelos
a los catetos y cuya area sea la mayor posible que se puede obtener de ella.

Siel tridngulo se apoya sobre los ejes de coordenadas, los vértices coinciden
con los puntos (0, 0), (3,0) y (0, 1).

Y

Entonces el rectdngulo de lados paralelos a los catetos tiene un vértice
sobre la recta que contiene a la hipotenusa:

X7_3:L_>X+3y:3
3 —1

X =3-3y

flyy=B—=3yy =3y -3y’

f'ly)=3—6y

3—6y:0—>y:%

1
f'y)=—-6<0—=>Eny= Etiene un maximo.

)(:373~i=i
2 2

1 3
Asi, los lados del rectdngulo miden B my 5 m.



SOLUCIONARIO

032 | Se han construido cajas de cartén, de base cuadrada y sin tapa, cuya capacidad
es de 1 m. Si queremos mantener el volumen, pero modificar la base, ;cuéles seran
sus dimensiones para minimizar el gasto de cartén empleado?
Xy=loy=—
X

1‘()():)(2—&—4)(-i2:xz—i-i

X X y
1"()():2)(—i2
X
4 3 g/— X
2x7—2:0—>x —2=0->x=+2
X X
=2+
X

f”(%) >0 = En x = 32 tiene un minimo.
1 1

T @2y W4

. o3 1
La arista de la base mide ¥2 my la altura del ortoedro es —— m.
J4
033 | Sabemos que el rectdngulo de mayor area que puede inscribirse en una circunferencia
es el cuadrado. ;Sucedera lo mismo si consideramos una semicircunferencia?
Para comprobarlo, halla las dimensiones de un rectdngulo de drea médxima,

inscrito en una semicircunferencia de 5 cm de radio, sabiendo que su base
estd situada sobre el didmetro.

X+ yr=5—>y=+v25-x* /\
flx) = xv25 — x?

' —2X 5cm
) =V25—x* +x ———e== y
2425 —x?

25—2x? U WA S

— X

B 25— x?
25 572

92
Lt S SN VS Y S SNV R

\25 — x? 2 2

—ax 25— — (25— ) —
25 — x? 2x° — 75x

f"(x) = =

25— x? (25 — x)N 25— x2
o 5V2
2

5 ) .
<0—>Enx= tiene un maximo.

5v2

Como el valor de x corresponde a la medida de un lado, no puede serx = ————.
2

yo s _ [ 52
2 2 2

o5
Se trata de un cuadrado cuyo lado mide
en la semicircunferencia.

cm; por tanto, también se verifica
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Derivada de una funcion

034 | Determina la tasa de variacion media de la funcién y = X2 —2x+6
°“% | enelintervalo[1, 3].

VM (1,3)=——="—"—-=2

12
035 | ;Cudl es la tasa de variacion media de la funcion f(x) = — enelintervalo [1, 4]?

X
M@, 4= A= _3-12 _
41 3
036 Calcula la tasa de variacion media en los Y
°““ | intervalos indicados para la siguiente funcién. 1
a) 1,2]
b) [1,3]
o [2,3] i
3 TYM@ =AM _3-2 ] X
2—1 1
o) TV (@, 3) = o= _6-2 _,
3—1 2
o Tvm (3= _6-3
3=-2 1

037 | Determina la tasa de variacion media de esta funcién en cada uno de los intervalos.

| Jole)

Y
11
1 :X
a) [—1,1] b) [1,3] c [—1,3]
3 TVM. (-1, 1= == =2 1
T—(=1 2 2
o) Tvm. @, 3= &= _4-1_3
3.1 2 2
O TVM. (=13 = D= _4-2
3 (—) PR
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| Jeolke)

039

P

040

041

Qo

042

L X 2]

SOLUCIONARIO

Halla la tasa de variacién media de la funcién y = 2x* —x en el intervalo [2, 2 + h].
Utiliza el resultado para determinar la tasa de variacion media de la funcién
en los siguientes intervalos.

a) [2,3] b) [2,5] o) [2,8]
TUM. @ 2 4+ ) f+h-f2) _ 20+h?—Q2+h—6 _
24+h-2 h
2
:8+8h+2hh727h76:7+2h

a) TVM.([2,3)=7+2-1=9
b) TVM.([2,5)=74+2-3=13
o TVM(2,8)=7+2-6=19

Calcula el valor de a de modo que la tasa de variacion media de la funcién
f(x) = 2x + ax —5en el intervalo [0, 2] sea 1.

f(2) — f(0) _ 442a—5—(-5) _ 44 2a
2—-0 2

TVM. (O, 2]) = =24+a=1-a=-1

Encuentra dos funciones polinémicas de segundo grado que pasen por los puntos
(0,4) y (3, 10). Comprueba que la tasa de variacién media en el intervalo [0, 3]
es la misma para las dos funciones.

Respuesta abierta.

La funcion es de la forma: f(x) = ax® + bx + ¢

Como la gréfica pasa por el punto (0, 4), se verifica que: c =4

Al pasar también por el punto (3, 10), se cumple que:9a+ 3b +4=10—->3a+b=2

Sean f(x) = x> — x + 4y g(x) = 2x* — 4x + 4 las funciones pedidas.

f3)—f0)  10—4

TVM. (0, 3)) = _ 5
3—-0 3

TV (0, 3) = 98 =90 _10-4 _,
3—-0 3

{Por qué la tasa de variacién media de la funcién y = 2x — 3 en cualquier intervalo
es siempre 27

Porque la gréfica de la funcién es una recta de pendiente 2,
y esta indica su variacion en cualquier intervalo.

El espacio recorrido por un objeto, en metros, se expresa con la formula: e = 4> 4 2t + 1
a) ;Qué espacio ha recorrido a los 4 segundos? ;Y a los 7 segundos?
b) ;Cudl es la velocidad media que ha mantenido entre los 4y 7 segundos?

a) Alos4segundosie=73m Alos 7 segundos:e =211 m

b) TVAM. (4 7) = 21 =73 _ a5 mys
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Derivada de una funcion

043 | Aplica la definicion de derivada en un punto para calcular las derivadas
[ Jele) . . .
de las funciones en los puntos que se indican.

a) y=3x—1 en x=2

b) y=x>+x en x=3

4x 4+ 3
cQ y= en x=—1
2
d)y:g en x=1
X

e y=(x—17? en x=-2

3 ) = im R+ h) —f2) —im 32+ h —1-5 — im 6+3h—6 _3
h—0 h h—0 h h—0
— 2 —
o) Q) = m BTN _ . C+h +3+h-12
h—0 h h—0 h
2 —
R S s o e RS S
h—0 h h—0
A1t +3 1
QO F(=1)=lim Mzﬁm 2 2 _
h—0 h h—0 h
=44+ 4h+341
=Im —=2
h—0 2h
6,
d) £1) = fim OED=MD g Tbh ) 626260
h—0 h h—0 h h—0 h(] + h)
:/imi:—6
h—0 ]+h
p— p— — J— — 2_
e) f(=2)=lm fz2+h) - 2y 22HH= =0
h—0 h h—0 h
J— 2_
2O e hy = —6
h—0 h h—0

044 | Calcula, utilizando la definicién de derivada en un punto, f'(2) y f'(0) para la siguiente
°“= | funcién: f(x) = 2 —x + 3

fo) i [REM =MD 204 QM +3-9

h—0 h h—0 h
2_ — J—
— im 8+8h+2h"—2—h 6:/im(7+2h)=7
h—0 h h—0
— 27 J—
FO) = fm JOFN=FO _ yy W =0+3=3 _ ) op )=
h—0 h h—0 h h—0
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SOLUCIONARIO

045 | Sif(x) = X+6

| Jeolke)

, determina a partir de la definicién de derivada en un punto
las siguientes derivadas.
a) f(=3) b) f(2)

046 | Obtén la pendiente de la recta tangente a la funcion y = 3x* 4 2x en el punto
de abscisa x = 5.

ffix)=6x+2—f(5=32

La pendiente de la recta tangente es 32.

047 | Halla la derivada de la funcion y = —t? + 2t en el punto t = 8.

eCo

Fl)=-2+2—@=—14

048 | El espacio, en metros, que recorre un movil en funcién del tiempo, en segundos,
[ X Je) . . .z
viene descrito por la expresion.

e=£t2+t
3

Calcula la velocidad instantanea del mévil a los 3 segundos.

Pl = §r+1—> FG) =5

La velocidad instantdnea del movil a los 3 segundos es de 5 m/s.

049 | Determina la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 3x* en el punto de abscisa 1.

[ Je}e)
f(1)=3
fy=6x—>f(1)=6
La ecuacion de larectatangentees:y —3=6(x — 1) >y =6x—3
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Derivada de una funcion

050 | Demuestra graficamente que la derivada de esta funcion en el punto de abscisa 3
| tiene un valor comprendido entre 2 y 3.
Y

La derivada de la funcién en el punto x = 3
es la pendiente de la recta tangente, [
y observando el dibujo de la misma se obtiene  ———+—+——++~
que, por cada unidad en horizontal, el avance

vertical estd comprendido entre 2 y 3 unidades.

051 | A partir de la definicién, calcula las funciones derivadas de las funciones
[ Jeke) . .
que se indican.

a) y=2x+3 Q y=x e) y:£
X
b) y= 2X4_1 d) y=2x—3x f) y=03x+ 27
3 F00 = fim fix+h—fl) _ im Ax+M+3-@x+3) _
h—0 h h—0 h
— i 2X + 2h — 2x 5
h—0 h
Ax+h—1 21
b) £ = fim SXED =0 4 4 _
h—0 h h—0 h
O 2X+2h—=1—2x+1 1
= lim =—
h—0 4h 2
_ 3.3
O ) = fim XENZM _ ) AT =0T
h—0 h h—0 h
3 2 2 3,3
—im x>+ 3hx*+3h’x + h’ — x — lm BX? 4 3hx 4 1) = 3
h—0 h h—0
_ 2 _ 2
d) Fl0) = fim flx + h)—f(x) —im 2(x + h)” =3+ h) —2x*—3x) _
h—0 h h—0 h
2 2 _ _ 2
—im 2X° + 4hx + 2h* —3x —3h — 2x +3X=/im(4x+2hf3):4x—3
h—0 h h—0
22
o o0 = fim fHHM =) 0 xbh x 1212120
h—0 h h—=0 h h—0 hX(X+h)
) —12 12
=Im ——=—
h=0 x(x 4+ h) x?



SOLUCIONARIO

2 2 2 2
f) FO0=lim f(X+h)—f(X>:/l.m Bx+h'+2°-Bx"+2°

h—0 h h—0 h
—im Ax+h* +12(x+h’+4—9%"—12°—4
h—=0 h

—im 9x* +36hx° 4 54h°x” + 36h°x 4 9h* +12x7 + 24hx +12h” — 9x* —12x?

h—0 h -

= ﬁ/n?) (36x° + 54hx? + 36h°x 4 9h® + 24x +12h) = 36x° + 24x

052 | Obtén, aplicando la definicion, la funcién derivada de f(x) = x> —2x + 4,y calcula
°“ | la derivada en estos puntos.
a) f'(1) b) f'(=3) ) f(2)
_ 2_ oy
F00 = fim fxth=fx) | Wh =2+ h+4-K—2+4
h—0 h h—0 h
2 2 _ 2 _
://,mx+2hx+h 2X —2h+4 — x* 4+ 2x 4://'m(2)<+h—2):2x—2
h—0 h h—0
a) f'(M=0 b) f'(—3)=-8 Qo f'2)=2
053

A partir de la definicion, encuentra la funcion derivada de f(x) = x* + 2x + 2,
Yers!

y calcula f'(0), f'(—1) y f'(3). Decide el tipo de crecimiento de la funcién
en los puntos de abscisa 0, —1y 3.

) fx+h—fx) . X+ 2x+h+2— X+ 2x+2)
f'x) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
2 2 _y2_ _
:ﬁmx-i-zhx—i-h +2><—i;72h+2 X7 —2x 2:£irré(2x+h+2):2x+2

f'(0) =2 > 0 — Lafuncion es creciente en x = 0.

f'(—1) = 0 — No se puede decir si la funcién tiene un minimo o un méximo en x = —1
f'(3) = 8 > 0 — La funcioén es creciente en x = 3.

La funcion derivada de y = In x es y’ = —. Utiliza el resultado para determinar
L1 3e)

X
la ecuacién de la recta tangente a esa curva en el punto de abscisa 1.

La ecuacion de larectatangentees:y —0=1x — 1) > y=x — 1

055 | Obtén las ecuaciones de las rectas tangente y normal ala curvay = x + Ix
°“ | en el punto de abscisa 4.

1
NWx

La ecuacién de la recta tangente es:

y =1+

5 5
—b=—Kx—-4) > y=—x+1
Y 4 y 4

La ecuacion de la recta normal es:
4 4 46
—6b=—K—-4)>y=—x+—
Y 5 Y 5 5
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Derivada de una funcion

056 | ;Es horizontal la recta tangente a la funcion y = x> + x en el origen de coordenadas?
°“° | Sies cierto, jcual serd la ecuacion de la recta normal?

y' =3+ 2

La ecuacién de la recta tangentees:y —0=0(x — 0) >y =0

Esta recta es horizontal; por tanto, la recta normal es: x =0

. 1].. .
057 | jEsciertoquelacurvay = xz[x —] tiene una tangente horizontal
® 00 3 2

en el punto (1, 0)?
y' =2 X—]]+x2~]—x2—x
3 2 3

La ecuacion de larecta tangentees:y —0=0x — 1) >y =0
Es una recta horizontal.

058 ;Se verifica que la recta tangente a la curva y = (x> — x)(2x + 1),
°“° | en el punto de abscisa —1, es paralela a la recta 14x — 2y—3=07?
V=X =N2xX+ 1D+ —x)-2=6x>—2x—1

La ecuacién de larectatangentees:y —0=7(x+ 1) >y =7x+7

14x—2y—3:0—>y:7x—%

Como las pendientes de las rectas son iguales, se verifica que son paralelas.

059 | Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la funcién y = cos x
““% | en el punto de abscisa .

y' = —senx
La ecuaciéon de larectatangentees:y +1=0x — m) >y = —1
Esta recta es horizontal; por tanto, la recta normal es: x = &

060 | ;Cuanto tiene que valer a para que la funcion f(x) = x In x — ax tenga, en el punto
°e de abscisa e, una recta tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante?

La bisectriz del primer cuadrante es: y = x

Esta rectay la recta tangente son paralelas si sus pendientes son iguales.

La pendiente de la recta tangente a la funcién, en x = e, es:

f’(x):lnx+x~ifa=|nx+1fa—>f’(e):2fa
X

Entonces, tenemosque:2 —a=1—-a=1

061 | Halla la recta tangente y la recta normal a las funciones en los puntos indicados.
 la) y=2*Pfenx=3 b) y=xXIn(x+3)enx=—2 ¢ y=Bx—>5Pfenx=2

a) y' — 23)(78 . 3
La ecuacién de larectatangentees:y — 2 =6(x —3) >y =6x— 16
1 1 5
La ecuacién de larecta normal es: y —2 = fg(x —3)>y= fgx + 5
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eeC

A y=tg

SOLUCIONARIO

b) y'=2xIn(x+43)+ x> ]

X+3

La ecuacién de larectatangentees:y —0=4(x+2) >y =4x+38

1 1 1
La ecuacién de larecta normal es:y — 0 = fz(x +2)>y= fzx -

Q y' =6(3x—5)-3=18(3x—5)°

La ecuacién de larecta tangente es:y — 1 =18(x — 2) >y = 18x — 35

1 1 10
La ecuacién de la recta normal es: y — 1= _E(X -)->y= —Ex + ;

Determina la recta tangente y la recta normal a las funciones en los puntos
indicados.

a) y=+J2x+6 en x=5

b) y=sen(2x+ ® en x=0

™—X

en xX=m7

1
J2x+ 6

La ecuacién de la recta tangente es: y — 4 =

1
a) y’:%(2x+6) 2.2 =

La ecuacién de larectanormales:y — 4 = —4(x — 5) >y = —4x+ 16
b) y' = cos 2x + m)-2
La ecuaciéon de la recta tangente es:y — 0= —2(x — 0) >y = —2x

1 1
La ecuacién de la recta normal es: y —0 = E(X -0)—-y= EX

’—1+r2“_x].[_1]
9y [ 9 5

L 1 1 iy
La ecuacién de la recta tangente es: y — 0 = _E(X —m o> y= —EX + B

La ecuacién de larectanormales:y — 0=2(x — ©) > y = 2x — 2w

Obtén las ecuaciones de las rectas tangentes a la curvay = x* + 3x* + 3x + 4,
que son paralelas a la recta de ecuacién 6x —2y + 1 = 0.

6x—2y+1:0—>y:3x+%

Esta rectay las rectas tangentes son paralelas si sus pendientes son iguales.
y'=3x"+6x+3
x=0

3X2+6X+3:3—>X2+2X:0—>{X_72

Six =0, laecuacion de larectatangentees:y —4=3x—0) >y=3x+4

Six= —2,laecuacion de larectatangentees:y — 2 =3(x+2) >y =3x+8
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Derivada de una funcion

064 Halla los puntos en los que la funcién y = x® 4+ 4x* + 2x + 1 tiene rectas tangentes
de pendiente —2. Determina también la ecuacion de dichas rectas tangentes.

y' =3 +8x+2

2
I8 +2=—233 48 +4=0-{ T 3
X==2
. 2 .,
Six = —g, la ecuacion de la recta tangente es:

31

2 5
y——==2|x+—|>y=—22%——
27 [ 3

27
Six = =2, la ecuacion de la recta tangente es:

y—5=-2x+2)>y=—-2x+1

065 | Aplica las reglas de derivacion a la funcion y = x* — 3x* + 2x — 5 para calcular:
[ Jeke)

a) La funcién derivada.

b) La derivada en los puntos de abscisa —1,0y 3.

c) Laecuacion de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa 3.

a) f'(x)=3x"—6x+2
b) f'(=1)=1
f'(0)=2
f’(3) 11
Q y—1=1x=-3>y=11x-32

066 | Emplea las reglas de derivacion para calcular la funcion derivada de:
o f)=(@2x+3)x—2)

A partir del resultado obtenido, determina:
1
) o
2 3
b) La ecuacion de la recta tangente en el punto x = —2.

¢) Laecuacion de la recta tangente en el punto x = 2.

) =20x—2)+x+3)-1=4x -1
a =7
3)--
2
f(=2)=-9

=1x—=2)>y=x-2
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L X Xe)

068

069

eeC

SOLUCIONARIO

Aplica las reglas de derivacién para calcular la funcion derivada de las siguientes
funciones.

a) y=x*—2*+5x—6 ¢ y=2"

b) y=log;x d) y=+v6x®
a Yy =3"—4x+5 o y=2"n2
1 4
o) = | 8 v = Liexy T 300 = I _ 15

xIn3 2 6x° J6x

Utiliza las reglas de derivacion para hallar la funcién derivada de estas funciones.

2_
a ,V:?/; c) =X =XTE x+8 e)y=2X+5
2 7
1
b) y=4* d y=— f) y=(6x)*
X
1o 4 4
a) =—.x 5= - - "
y 5 53/ x4 dy (x*? X5
b) y'=4*-In4-2 e) y’:%
9y = 2X2_3 f) y' = 46X - 6 = 24(6%)

Halla la derivada de estas operaciones de funciones.

a) y=(x—2)(x*+3x) e) y=Inx+ ¢
=x =¥x f) y=3IxIx
o y=xlogx—1 g) y=x2-2"
8 3x+ 4
d = h =
)y 2x —1 )y 2x —1

a V=104+3+Kx—-22x+3)=3x*+2x—6
1
Lo 2 1

, 1
ey P e
. ) _
Q) y_2x|ogx+x-leo_2xlogx+|mo
., —8-2 16
=17 (x—17
e) y’=i+ex

X

3 1. \/7 \/7 2x+3x7 5
f)y_[3x]f+f[ ] W o edw o9x

g) Yy =2-2"+x*2"In2

by = 3 =N-G+4-2 N
2x =1y Qx —1)?
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Derivada de una funcion

070 | Calcula la derivada de las siguientes operaciones de funciones.

L X 2]

a)y:Inx;k4 d)y:InXx+4
e e
by ¥ = x—8
= — 5e¥ — 3¥
RANF o y=se
X4
Q) y=(x*+2)log,x f) y= 1
] X (l 4) X
, 7'6 —(nx+4e T—x(In x +4)
a y'= =
(ex)z Xex
L X—8
W‘\/?*(X*S)i)( 2 Jx -
b )= - 2x _ x+8
(Vx ) X 2x
2
Q y' =2x-log, x +x*+2)- :leogzx—o—x +2
x1n?2 x1In2
1 X X
—.e*—Inx-e 1= xIn x
d) y'==% =
(e*)? xe”
e y'=5"-3"In3
430x =) —x* 1 33X —4x3

f oy = -
by =1 =1

071 | Deriva las siguientes funciones trigonométricas.
L X B

a) y=senxcosx d) y=xtgx
b) y= €os X e) y=xarccosx
X2
p—t f = —
€) y=secxcosecx )y 9 x

a) y' = cos® x —sen* x

o) y = —sen x - x> —cos x-2x _ —Xsen x—2cos x
x* x°
, sen x cos X 1 1
q y = —— - COseC X + sec X - — =
cos” x sen’ x cos* X sen® x

d) y'=1tgx+x-(1+1g> x) = x +1g x + x tg* x

, 1 X
e) y—1~arccosx+x~[— ]—arccosx—
1—x? 1—x?
: 1+1g”° x
f) y:_+
tg” x



SOLUCIONARIO

072 | Calcula la derivada de las siguientes operaciones donde intervienen funciones

L X Xe)

trigonométricas.

a) y=2x+ arcsenx+ arccosx

b) y=(1+x%arctgx
o y=Inx-tgx
d) y=e*senx
cos x
e) = ——
Y 2—x
a) y=2+ 1 ! =2

b) y'=2x-arctg x + (14 x?)-

1 2:1-}-2><arctgx
+ X

Q vy :i~rg>(+|n><~(1—|—rg2 X)
X

d) y'=e"-sen x4+ e*-cos x = e*(sen x + cos x)

o y = —sen x(2—x)—cos x-(=1) _ (x —2) sen x 4 cos x

2—xy 2—xy

073 | Determina las derivadas que se indican.

L X Xe)

a) fx)=Inx ")y f"'(x)
b) f(x)=x° i)y f'(x)
q flx)=x>—3x* f"x) y fY(x)

a) ') = i - f'x) = —% - f"(x) = %
X X X

b) f'(x) =5x" = f"(x) = 20x’

A f(x) =5x* —12x> = f"(x) = 20x> — 36x% — " (x) = 60x% — 72x
— Y (x) =120x — 72

074 | Calcula las seis primeras derivadas de las funciones y = sen xe y = cos x.

00

y=senx =y =cos x = y'=—sen x = y" = —cos x = y" = sen x
— yV =cos x > y" = —sen x

y=0csXx =y =—senx = y" =—cos x = y" =sen x = y" = cos x
-y =—sen x = y" = —cos x

075 | Halla el valor de k para que la funcion f(x) =

eeC

3 cumpla que f'(—1) = 19.

F0 = k-(2x+3)—(x—5)-2 _ 3k+10

2x + 37 (2x + 3
F(—1)=3k+10=19 > k=3
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Derivada de una funcion

076 | Escribe las funciones que componen las siguientes funciones y halla la derivada
[ X Je)
en cada caso.

a) y=logs (2x+ 1) e) y=2>"
b) y=(Bx*>—=3x+1)* f) y=3Yxt—1
Q) y:sen\/; g) y=cosinx
d) y=arctge® h) y=3%
a) fix)=logsx y gx)=2x+1
_ 1 - 2
2x+11In3 2x4+11In3

b) f(x)=x* y g(x)=3x>=3x+1
y' = 4(3x* — 3x + 1)’(6x — 3)

o fx)=senx y gx)= N
cos \x
Wx

d) fy=arctgx y glx)=e"
, 1 « e”

y = Ra—
1+ 1+ e”

[
Y':cos\/;~§x 2 =

e f)=2y gx)=3x—4
y'=2**%1In2-3

f) fo=Yx y gty =x>—1

3
Y=o =
4 23 (x* =1y
g) fx)=cos x y gx)=Inx
, 1 sen In x
y'=—seninx-—=—
X X

h) fix)=3" y g(x)=cos x
y'=3"".In3-(—sen x)

077 | Calcula la funcidon derivada de estas funciones, aplicando la regla de la cadena.
[oXeze)

a) y=In(x*—5x) Q y=+x'+x

b) y=2>"° d) y =+/logs x

1 2Xx—5
a) y' = -(2x —=5) =
y x> —5x x> —5x
b) y'=2"".In2-3
- 2 41

0 y’z%(x%x) x4 1)=

20 X2+ x
T 1 ]
x1In3 24/log; x x1In3

1

(logs %) -

1
d y'=—
73
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SOLUCIONARIO

078 | Aplica la regla de la cadena para determinar la funcién derivada de estas funciones.

L X Xe)

a) y=Intgx f) y=tglnx
b)y:cos& g)y:cos\/;
o y=log,x* h) y=log3x
d) y=sen (cosx) i) y=cos(senx)
e) y=arctgx* j) y=arctg’x

a y=——-(0+1t3g° X

tg x
1
b) y’:i(cos N 2 (—sen x) = ——LX
24/ cos x
oy 2

= LIX =
x?-In2 xIn2

d) y'= cos (cos x)-(—sen x)

, 1 2X
e) y' = LOX =
T+ (x)? T+ x*
f) )/’:(1—|—z‘gzln><)-i
X
(- sen \ x
9) y’:(fsen x)-—xzzf
2 2x

h) y'=2log, x - ]
X

n?2
i) y' = —sen(sen x)- cos x
) y'=2arctg x-

T+ x?

079 | Halla los coeficientes y exponentes desconocidos para que se verifique
que las funciones y sus derivadas se corresponden.

a) f)=x"4+ax*+bx+6 f(x)=3>+4x—3

b) g(x) =alnx+ bx g’(x):i_s
X
o hix) = Gb h'(X):aX[mz_t]
X X X
d) i) = —< i) = 2
Ux 3¢x
a) a=2b=-3
b) a=3,b=-5
c a=2b=1
d) b=3

459



460

Derivada de una funcion

080 | Deriva las siguientes funciones.

L X 2]

5 ) elnx
=x°-2 d =
a) y=x )y o
b) y=5"~ e) y=In(xe)
Inx
Q y=e” f) y=Inx.e*

3 Y =22"4x2"In2-2x=2""x+x*In2)

b) y’_SX”X~|n5~[|ﬁX+X‘]]—5X|”X'|ﬂ5'(|nx+])

X
In x Lo —inxe In x
LT X _ o 1=Inx
Q y=e~ - " =e X - "
In x 1 In x
et —.x—e""1
d y = —— =0
X
, 1 N N X +1
e y = X~(e + xe) = ——
xe X
o] X
f) y=—e"+Inx-e
X

081 | Halla la derivada de estas funciones.

Qo

a) y=(x+1)7-3" d) y= 23
eX
x?—3 2-3
b) y= 3 e) y:X73
X X
x> =3 ) 3

V=" Hy=x=7s

a) Yy =3x+1722-3 4+ 2x+17-3In3=[6+2x+1)In3]-2x +1)*-3*

1
2 B w3 (yv? . 2 2 3
o) y':i- X =3 2 x (x*=13)-3x _ X4+9 X
2 X3 x° 2 x’=3
1
2x-\/x3—(xz—3)~i~(X3) 2.3x?
9 y= 2 A= (XP—=3)  xX’49
x? 2N X3 2N x
d ,:2~e —(2x—=3)-e _572x
e e
1
1 ?—=3) 2-2x-x>—x? =3 -3x? ) )
.2 x? —3(x* = 3) —2x*+9
e y'= - = =
X xxt—3 xx*—3
1
3-i-(x3) 2. 3x?
f) y=2x+ 2 =2+ o =2+ 2
x? 23V %3 2%



SOLUCIONARIO

082 | Calcula la derivada de estas funciones trigonométricas.

L X Xe)

1
a) y=cos — e) y=sen
X cos x
cos sen x
b) y =X f) y=
X cos X
1 X
Qg y= 9 y=——
cos X sen cos x
1
d) y:[cos—]x h) y:xarctg&
X
, 1 1 1T 1
a) y=—sen —-|——|=sen —- —
X x? x X
., —sen x-x—cos x-1 _ —x sen x —cos X
b) V= X2 = x2
, —sen x _ sen x
Q) y'=- > = >
cos* x cos” x
, 1 1 1 1T 1 1
d) y'=|-sen —-|——||- x+ cos —-1=sen —- — 4 cos —
X x? X X X X
, X cos X+ X sen x
e y' = cos .
cos x cos’® x
f o 05 X COs x—sen x(—sen x) _ cos’ x+sen’ x 1
cos’ x cos’ x cos’ x
9y = 1-sen (cos x) — x cos (cos x)(—sen x) _ sen (cos x) 4 x cos (cos x) - sen x
sen” (cos x) sen® (cos X)
1
h) y':%arctg\/;—kx-;fix 2 =arc tg\/;—k#
1+ (Ux) 2 204 0V x

083 | Decide si la siguiente funcién es continua y derivable en todo su dominio.
[ X Je) . . . . s
Si en algun punto no es continua o derivable, razénalo.

Y

La funcién es continua en Ry es derivable en R — {—3, 2}, porque en los puntos
x = —3yx=2lagréfica presenta «picos», es decir, en estos puntos no puede
determinarse una tangente a la funcion, ya que las pendientes en los puntos
que estan a su izquierda y a su derecha tienen distinto signo.
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Derivada de una funcién

084 | Dibuja una funcién continua que no sea derivable en el punto de abscisa x = 4,
“®% | que en el resto del dominio sea derivable y que su derivada se anule si x es mayor
oigual que 4.

Respuesta abierta.

085 | Estudia si las siguientes funciones son continuas y derivables en los puntos
“®" | enlos que la funcién cambia su expresién algebraica.

4X+5 SiX<2 X2+6X SiX<_—I
a f)=1,, 3 , b) g(X)={ > :
4x X six>2 2+ 8x+1 six>—1
a) f2)=13
lim f(x) = lim (4x+5) =13
X—2" Xx—2"
— 3lim f(x) =13

//n; fx) = //'rg 4x? — —x|=13 X2

4 Siox<2

f'ix) =

) 8x — El Siox>2

2
fRe)=4
Ot = 29 1 = Lafuncion no es derivable en x = 2, porque los valores
T no coinciden.
b) g(-=1)=-5

lim g(x)= lim (x4 6x) = —5

e o — 3 lm g(x) = -5
im gx) = lim 2x*+8x+1)= -5 x>

x——1F x——T1"

g(=1) = lim g(x) = g(x)es continuaenx = —1.

x—=—1

) = 2X+6 s ox<-—I
4 +8 si x> —1

=4
4} — La funcion es derivable en x = —1.
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SOLUCIONARIO

086 | ;Son continuas y derivables las funciones en todos los puntos de su dominio?

L X Xe)

a) y=|x —4]

b) y=[x+1]

X°—4 s x<=2

a f)={-x*4+4 s —2<x<2

x2—4 si x>?2

Six € R —{—2, 2}, lafuncién es continua. Se estudian los puntos
en los que la funcién cambia de expresion:

f(=2)=0
lim fx)= lIm (x*—4) =0

o o — 3 lim fx) =0
lim fx)= lm (—x*+4) =0 x—-2

x—=2" x——2*

f(—2) = //r@2 f(x)

f(x) es continua en x = —2.

f2)=0

im fx) = lm(x*4+4=0

- =2 = 3lm fx) =0
im fx)= lim x>*—4) =0 X2

x—2" x—2"

f2) = //'m2 f(x)

f(x) es continua en x = 2.

Por tanto, la funcion es continua en R.

22X si X< =2
Fx)=1-2x si —2<x<?2
22X Si X>2

Six € R —{—2,2}, lafuncién es derivable. Se estudian los puntos
en los que la derivada cambia de expresion:

f(—2) = —4
f(—2") =4

La funcién no es derivable en x = —2, porque los valores no coinciden.

Y =4

La funcién no es derivable en x = 2, porque los valores no coinciden.

F7) = 4}

g =Ix>+1]= x> +1

Por ser polindmica, la funcién es continua y derivable en R.
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Derivada de una funcion

087 | Estudia la continuidad y derivabilidad de las funciones.

L X 2]

a) f(x) =

a)

{ x24+2x—9 six <3

x? —5x si x <—2
3D six>_2 b) hX) =y2x* —4x  si3<x<5
= 210 2 six>5

Six € R — {2}, la funcién es continua. Se estudia el punto en el que la funcion
cambia de expresion:

f—2) =14
im fix)= lm (x*—=5x)=14

Xo=2 X2 — 3 Im flx) =14
im fx)= lim 3x*=2x—2) =14 x=-2

x——2" x——2"

f(—=2) = /im2 f(x) = f(x) es continua en x = —2.

Por tanto, la funcién es continua en R.
Flo) = 2x—5 s! X <=2
X —2 si o x>-=2

Six € R — {—2}, 1a funcion es derivable. Se estudia el punto en el que
la derivada cambia de expresion:

f(—27) = -9
,( +) — La funcién no es derivable en x = —2, porque los valores
f(—2") = —14 -
no coinciden.

Six € R — {3, 5}, la funcién es continua. Se estudian los puntos
en los que la funcion cambia de expresion:

h(3)=6

lim hx)= lim x> +2x—9 =6
X3 > — 3lim h(x) =6

lim h(x) = lim 2x*—4x) =6 x=3

x—3" x—3"

h(3) = //'mih(x) — h(x) es continua en x = 3.
h(5) = 30

lim h(x) = lim Qx*—4x) = 30
X—5" X—5"

im h(x)= lim (2" —=2) =30

x—5" x—5"

— Jlim h(x) = 30

x5

h(5) = /im5 h(x) = h(x) es continua en x = 5.

Por tanto, la funcion es continua en R.
2x+ 2 Si X <3
h'(x) = adx — 4 s 3<x<5
—20 02 g x>5

Six € R — {3, 5}, la funcién es derivable. Se estudian los puntos
en los que la derivada cambia de expresion:

;g% z Z} — La funcién es derivable en x = 3.
f(57) =16 - )
- — La funcién no es derivable en x = 5, porque los valores
f(5*)=-32In2 L
no coinciden.

Luego la funcién es derivable en x € R — {5}.



088

| Jeolke)

089

SOLUCIONARIO

Decide si estas funciones crecen o decrecen en los puntos que se indican.
a) y=—-2+3x—x+1

Enx=1
2_
b) y= 2x°—3x+1
X
Enx= -2

Q y=2"+3Inx—8

Enx=4
d) y=2+3Vx
Enx=9

a) '(x)=—6x>4+6x—1

f'(1) = —1 < 0 — Lafuncién es decreciente en x = 1.
b) F) = 4x =3Ix =@ =3 +1) _ 2 —x—1
X2 X2

f(=2) = A > 0 — La funcién es creciente en x = —2.
4

Q) f’()():2X~|n2—i-i
X

) 3 - )
ff@=16INn2+ Z > 0 —Lafuncion es creciente en x = 4.

3

2Ux

, 5 . )
f'9 = E > 0 — La funcién es creciente en x = 9.

d) fix)=2+

Determina los puntos de las graficas de estas funciones cuya tangente es horizontal.
a) y=3x>—15x+ 13

b) y=2x+3x* —36x+ 8

Q y=2+3x+6x—12

xX24+2x+2
dy=——m
X+1
X+ 2
e) =
Y X—2

La tangente es horizontal si la pendiente es igual a cero.
a) y'=6x-—15

6X—15:O—>X:%

b) y' =6x>+6x—36

6X2+6X736:O—>X2+x—6:0_>{X22

x=-3
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Derivada de una funcion

Q y=6x+6x+6
X +6Xx+6=0->x"+x+1=0

La ecuacién no tiene solucién, por lo que no hay puntos que tengan tangente

horizontal.
a9 LX) -+ 2x 42 X+ 2x
(x+1)7° (x + 1)
2 i
M:O—)XzﬂLZX:O%{X_O
(x+17 x=-2
. X—2—(x42 4
o y:X x+2 _
(x =27 (x =2y
= o _4-0
(x—27

La ecuacién no tiene solucién, y no hay puntos que tengan tangente
horizontal.

090 | ;En qué puntos de las graficas de estas funciones es horizontal la tangente?
““% | Decide si son maximos o minimos.

2_
a) _X 3x+3
x—1
2
b) y=_=X
Y 2—X
x2+9
Q y=
X
X3
d y=
Y x>+ 4
_ 1) (2 2
2 f,(x):(zx A —1)—(x 3X+3):X 2X
(x =1) (x—=1)
2 _ _
al 2X:O—>X2—2x:0—>{x_o
(x =1y x=2
f'(x) = 2
(x =17
f"(2) =2 >0 — En x = 2 tiene un minimo.
f"(0) = —2 < 0 — En x = 0 tiene un maximo.
_ RV 2
b) f’(x):2x(2 X) — x7 1):4x X
2—x’ (x =27
J— 2 J—
XX :Oe4x—x2:0—>{xf4
(x — 2 x=0
f'(x) = 8
Q-x’
f"(0) =1>0 — En x = —1 tiene un minimo.
f'4) = —1< 0 = En x = 1tiene un maximo.
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SOLUCIONARIO

2 x—+9 X’ —9

f'(x) = =
2_
X 29:O—>x279:0—>x:i3
X
.2_ 2_ .
Flx) = 2X - X (x4 9) - 2x :g
X X
" 2 ) L.
f"(—3) = —— < 0 = En x = —3 tiene un maximo.
3

"(3) = 2 >0 — En x = 3 tiene un minimo.
3

32 (X2 4) — X3 2 x4 12¢?

f'(x) = =
X+ 4y X+ 4y
4 2
7); j]i; =0 x"+12’=0->x=0
X%+
P00 = (4 4240 + 4 — (0 +120) - 20 + 4) - 2x  96x — 8’

x>+ 4 (x? + 4)°

f"(0) = 0 = En x = 0 no tiene un Maximo ni un Mminimo.

Sea la funcién f(x) = 4x®> + 15x*> — 18x + 10.

a) Determina los maximosy minimos de la funcién.

b) Calcula Iiry fix)y lirJrr) f(x).

¢) Haz un esbozo de la gréfica de la funcién.

a)

f'(x) = 12x* + 30x — 18

1
12 +30x—18=0 52+ 5’ =3=0—-1"" 5
X=-3

f"(x) = 24x + 30
a1 [ -
f [2] =42>0->Enx= B tiene un minimo.
f"(—3) = —42 < 0 = En x = —3 tiene un maximo.
im f(x) = —c0
lim f(x) = 4o0
X4

Y

200
"""" T x
f(x)
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Derivada de una funcion

092

L X 2]

X3

Sea la funcion f(x) = .
1—x?

a) Encuentralos maximosy minimos de la funcién.
b) Determina las ecuaciones de sus asintotas y la posicién de la curva respecto de ellas.

¢) Construye un esbozo de la gréfica de la funcion.

X (1= x) = x(=2x) 3’ —x*
(1—x? SR
2 4 _
At S SN S NN L
(‘\ _ X2)2 X = i\E
©x — 41— x7) = Bx” — xN- 20— x)(=2%) _ 6x+ 2%
(EFON (=x%

a) f'(x)=

Fi(x) =
33

f”(f\/g) = 3V3 >0—-oEnx= ,\/g tiene un minimo.
2
"(0) = 0 = En x = 0 no tiene un maximo ni un minimo.

f”(\/g) = —? <0 = En x = /3 tiene un maximo.

b) Domf=R —{-1,1}

limf(x) = 40
= — x = —1 es una asintota vertical.
im f(x) = —o0
x——1"

lim f(x) = 400
x=T

lim f(x) = —o0

x—1"

] — x = 1es una asintota vertical.

lim  f(x) = —o0 — No hay asfntota horizontal.

X—+o
f 3
me= im 2 m
X—>tw x X=to x X3
3 3 3
n= lim [f(xX)—mx]= lm + x| = lm w:o
x—>+oo x=4e | ] — x?2 x>0 1— x?

Asintota oblicua: y = —x

Six =1.000 — f(x) — (—x) < 0 = Cuando x tiende a +o0, la funcion esta
por debajo de la asintota.

Six =—1.000 — f(x) — (—x) > 0 = Cuando x tiende a —oo, la funcién esta
por encima de la asintota.

Q) Y

Py
P T

Al

I .
3




SOLUCIONARIO

X

093 | Halla los maximos y minimos de la funcion: f(x) =
[ X Je) X —

Determina las ecuaciones de sus asintotas y la posicion de la curva respecto de ellas.

Haz también un esbozo de la grafica de la funcién.

1-(x —4) — —4

o= TX=A—x _
(x — 4y (x — 4y
No hay maximos ni minimos, f'(x) < 0 — La funcién es decreciente.
Dom f=R — {4}
lim f(x) = —oo
xh — x = 4 es una asintota vertical.
im f(x) = 400
X—4
' Y
lim f(x) =1— y = 1es una asintota horizontal. il
S )
Six=1.000— f(x) > 1 i
Cuando x tiende a +oo, la funcion esta 51
por encima de la asintota. —o—o—o—o—o—.-—o—é—o—o—o—o—o—o—)»(
LN

Six=—1.000— f(x) < 1 Ha
Cuando x tiende a —oo, la funcién esta i

por debajo de la asintota.

094 | Obtén los vértices de las siguientes parabolas, teniendo en cuenta que la tangente
“®" | es horizontal en ellos.

a) y=3x*—6x+ 1
b) y=3%+x+9

a) y=6x—6
x—6=0—->x=1—=>V(1, -2
b) y'=6x+1

6)<—H:O—>><:—i%\/—i,ﬂ
6 6 12

095 | Representa una funcion continua y derivable cuya derivada se anule en los puntos
(—1,4) y (2, —3), y que cumplan estas condiciones.

Iin:: f(x) = —o0 lim f(x) = +

X400

Respuesta abierta.
Y
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Derivada de una funcion

Qg@ Dada la funcién y = x* + 6x> — 36x + 29, resuelve.
a) Determina su dominio.
b) Halla sus asintotas.
c) ¢Tiene puntos de corte con los ejes? ;Cuales son?
d) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
e) Halla los maximos y minimos.

f) Representa la funcion.

a) Domf=R
b) lim f(x) =+
X—>+o0
La funcion no tiene asintota horizontal.
lim @ = 4o
X=to  x

La funcion no tiene asintota oblicua.

o Six=0—->y=29

Siy=0—x>+6x?—36x+29=0— x —1NX*+7x—29 =0
x =1
=>4 _ 77165
2

d) f(x)=3x*4+12x — 36

3x2+12x—36:0—>x2+4x—12:0—>{X226

X =—

F(=7)>0 £1(0) <0 £(3)>0

—_— —— T m— —t —_—
-7 -6 0 2 3

f(x) es creciente en (—oo, —6) U (2, 40).

f(x) es decreciente en (—6, 2).

e) Minimo: (2, —11)
Maximo: (—6, 245)
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SOLUCIONARIO 1 O

Estudia y representa las funciones polindmicas.
a) y=3x*—4x®—36x>+ 10

b) y=x>—6x*+12x —5

Q) y=3x"—4x> —48x> + 144x + 212

a)

Domf=R
La funcion no tiene asintotas.
fi(x) = 12x° —12x> = 72x

x=0
12 =126 =72x =0 =3 x(x’ = x—6) =0 = {x =3
X=-=2
f'(—=3)<0 f'(—=1)>0 f'(1)<0 f'(4) >0
I I —
-3 -2 0 1 3 4

f(x) es creciente en (—2,0) U (3, +0) y es decreciente en (—oo, —2) U (0, 3).

Minimos: (=2, —=54) y (3, —=179)

Maéximo: (0, 10)
Y

Domf=R
La funcion no tiene asintotas.

) =3x*=12x + 12
W -1+ =0 x—4x+4=0->Kx—-20=0—>x=2

f'(x) > 0 — f(x) es creciente en R.
f'(2) = 0 — En x = 2 no tiene un maximo ni un minimo.
f"(x) =6x—12
f"(x) > 0six > 2— f(x) es concava en (2, +o0).
f"(x) < 0six < 2— f(x) es convexa en (—x, 2).
Y
|
/
fi(x)
i
| X
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Derivada de una funcion

¢ Domf=R
La funcidn no tiene asintotas.
f'(x) = 12x> —12x? — 96x + 144
12x3—12><2—96x+144:0—>{§i

f(x) es creciente en (=3, 2) U (2, +0) y es decreciente en (—oe, —3).
Minimo: (—3, —301)
" (x) = 36x° — 24x — 96

36x2 —24x —%=0—-23x"-2%—-8=0—> ; 4
f"(x) > 0six > 2— f(x) es coOncava en (2, +00).

f"(x) <O si —g < x <2 — f(x) es convexa en [—: 2]‘

f"(x) <0six < f% — f(x) es convexa en [oo, :]

Y

098 | Dada la funcién y = 3 2,resue|ve.
1 1 Xei X+ 4

a) Determina su dominio.
b) Halla sus asintotas.

c) ;Tiene puntos de corte con los ejes? ;Cuales son?

d) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
e) Halla los maximos y minimos.

f) Representa la funcién.

a) Domf=R —{—4}

3x—2
b m 2% =t
x—=—4
X+4 — X = —4 es una asintota vertical.
) 3x—2
fim = —®
x4t x4+ 4
o 3x = , )
lim = 3 = y = 3 es una asintota horizontal.
X—=>+o X + 4

Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.
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SOLUCIONARIO 1 O

¢) Punto de corte con el gje X: [i O]

Punto de corte con el eje V- [O, —

—
~—_—

2
g Froo SNHH-0G=2 14
(x + 47 (x + 4y

f'(x) > 0 — f(x) es creciente en (—oo, —4) U (—4, +00).

e) Lafuncion no tiene méaximos ni miimos.

f) Y

Estudia y representa estas funciones racionales.

5, 1 2
a) y= X+ Q y= X
x—2 2—x
X2 =2 +1 X2+ 2x —4
by y="—"" d y=—F—"——
x—3 X+ x—6

a) Domf=R —{2}
o 5x 41

lim =
X—2" X — 2

im 5x 41 —de
=28 x )

) 5x +1
fim

X2t x — )

— X = 2 es una asintota vertical.

=5 — y = 5 esuna asintota horizontal.
Al tener asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con el gje X: [—; O]

1
Punto de corte con el eje Y- [O, —2]

, 5(x —2) — (5x 4+ 1) 1
Flx) = -
(x =27 (x—27

f'(x) < 0 — f(x) es decreciente en (—o0, 2) U (2, +).
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Derivada de una funcion

La funcion no tiene maximos ni minimos.

X=X+
im ——— = —
X—37 —
, x=3 — X = 3 es una asintota vertical.
im X°—=2x+1

X =2 +1

/inj 73 = 400 — La funcidon no tiene asintota horizontal.
X+ X —
X =2+
X—>400 X — X , X
— Asintota oblicua: y = x 41
. x> —2x+1 X +1
n= Im |————x|= Ilm =1
X—+oo X — 3 X—>+o X — 3

Punto de corte con el eje X: (1, 0)

Punto de corte con el eje V- [O, ;]

x=2x—=3)—(*=2x+1  x>—6x+5

F(x) = =
(x =37 (x =3y
X276x+5:0—>{xz]
X=25
f'(0) >0 f'(2)<0 f'(4)<0 f'(6)>0
| | |
| | |
0 1 2 3 4 5 6

f(x) es creciente en (—oo, 1) U (5, +0) y es decreciente en (1, 3) U (3, 5).

Méaximo: (1, 0) Minimo: (5, 8)

Y

---------------
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Domf=R — {2}
2
i = +o0
X—=2" —
o2 ZX — X = 2 es una asintota vertical.
fim = —
x—=2F 2—x
2
fim > = 400 — La funcion no tiene asintota horizontal.
X+ — X
2

m= lim 5 o —1

X—>40 X — X

) — Asintota oblicua: y = —x —2

n= lm +x|= lm =2

xoto | )y Xt )y
Punto de corte con los ejes: (0, 0)
, AR =X+ x> Ax—x’
f'(x) = =

2—x7 2—xy
4 —x*=0—> {X -
X =
f(=1)<0 f(1)>0 £'(3)>0 f'(5)>0
| | |
T T T
—1 0 1 2 3 4 5

f(x) es decreciente en (—oo, 0) U (4, +0) y es creciente en (0, 2) U (2, 4).
Méximo: (4, —8) Minimo: (0, 0)

Y

Domf=R —{-3,2}

X+ 2x—4
M x—e T , |
) — x = —3 es una asintota vertical.
lim M - —»
>3 x4 x—6
20t 2—4
X - 2 —
. XZ +x—6 — X = 2 es una asintota vertical.
i K+ 2 =4
o X 4x—6 i
. X2 +2—-4
lim S e 1= y = Tes una asintota horizontal.

ot x4 x —6

Al tener asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.
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Derivada de una funcion

Puntos de corte con el eje X: (1,0) y (—2,0)

1
Punto de corte con el eje V- [3, 2J

—16x — 8

i) = — 22 —°
% (X + x —6)

716X*8=O—>X=7i
2

f'(-4)>0 f'(=1)>0 f(0)<0 f'(3)<0

-4 =3 -1

1 1
-3, 2] y es decreciente en —? 2

f(x) es creciente en (—oo, —3) U U (2, +0).

Maximo: —l, E
2 25

100 | Representa estas funciones racionales, analizando sus caracteristicas.
00

2 y= b% @ y_x2+4x+2
x?—=3x—4 x?
X2+ 2x+3 2x
b) y=—F—"7""- e V=" —_
X4+ 2x+1 X+ x—6
xX+5 x—3
QYy=—F—- fy=————"-
x2—3x —4 x+Nx—1)

a) Domf=R —{-1,4}

. X
o= xS —3x —4 . .
— x = —1esuna asintota vertical.

. X

// 27 = JFOO
o Xt —3x—4

. X

im ————— = —0

=47 x2 _3x — 4 , )
— x = 4 es una asintota vertical.

. X . !
lim ———— =0 — y = 0 es una asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.
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Punto de corte con los ejes: (0, 0)

, x?—3x —4—x(2x —3) —x?—4
f'(x) = =
(x? — 3x — 4 (x? —3x — 4

f'(x) < 0 — f(x) es decreciente en (—oo, —1) U (—1,4) U (4, +0).
La funcion no tiene maximos ni minimos.

Y

Domf=R —{-1}

X+ 2x+3
im ———F—= =
=T x4 2% 41
X+ 2x+3
im ———— =
x==10 X2 x4 1

— x = —1es una asintota vertical.
~+o0

2
X+ 2x+3 , )
lim it o A 1— y = Tesuna asintota horizontal.
xotee x?2 4 Ox 41
Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.
Punto de corte con el eje Y: (3, 0)

X+ 2D+ 2+ D)=+ 2+ 3)2x +2) —4x — 4

f'(x) = =
0% 4 2x +1)? (X2 4+ 2x+1)?

—4x—4=0—->x=—-1¢ Dom f

f'(x) > 0six < —1— f(x) es creciente en (—oo, —1).
f'(x) < 0six>—1— f(x) es decreciente en (—1, +0).
La funcién no tiene méximos ni minimos.

Y
]

477



Derivada de una funcion

¢ Domf=R —{-1,4}

) X+5
m —X¥> +oo
x—=—1 XZ —3x -4 , .
— x = —1 es una asintota vertical.
. X+5
im —————— = —o0
o1t X2 —3x — 4
. X+5
im ——— = —©
x4 X2 _3x — 4 ) ,
— X = 4 es una asintota vertical.
. X+5
im ————————— = +o0
o4 x2—3x —4
) X+5 , .
lim X 0 — y = 0es una asintota horizontal.

xom x? 3 — 4
Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.
Punto de corte con el eje X: (=5, 0)

Punto de corte con el eje V- [O, —i]

X2 =3 —4—-(x+52x =3 —x*—10x+11

f'(x) = =
(x* —3x — 47 (x* —3x — 4
_2_ fr—
o1l ]OX+H:O—>—X2—1OX+H:O—>{X7 !
(x* —3x — 4 x=1
f'(3)<0
f’(712)<0| f'(=2)>0 f’(0)>|0 f'(5)<0
———————— —+— —
—-12 =11 -2 -10 1 3 4 5

f(x) es crecienteen (=11, —=1) U (— 1, 1) y es decreciente
en (—oo, —11)U(1,4) U (4, +00).

1
Minimo:|—11, —] Maéximo: (1, —1)
25
14
INREE
LI
"""" N6 X
d) Domf=R — {0}
244 2
iy XEHE2
x—0"
) X — x = 0 es una asintota vertical.
X"+ 4x+2
im —————— = 40
x—07 XZ
2
lim Lj“ =1-— y = Tesunaasintota horizontal.
X—>+0o0 X

Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.
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SOLUCIONARIO 1 O

Puntos de corte con el eje X: (—\/7 -2 O) y (f -2 O)
Qx+4)- X=X +4x+2-2x  —4x—4

f'(x) = =
(XZ)Z X3
—4X -4 =0 x=-1
f(=2)<0 | (=05 >0 | (1) <0
T T
-2 -1 —05 0 1
f(x) es decreciente en (—oo, — 1) U (0, +0) y es creciente en (—1, 0).
Minimo: (—1, 1)
14
\ X
\
N
N
X

Domf=R —{-3,2}

. 2X
lim —— =
=3 X4+ x—6 . )
— X = —3 es una asintota vertical.

) 2X
lim ——— =4
>3 x4 x—6
im —————— = —w
=7 x4 x—6 . .
— x = 2 es una asintota vertical.
= 40

im ——
=2 x4+ x—6
. 2x . )
lim ————— =0 — y = 0 es una asintota horizontal.
ot X2 4 X — 6
Al tener asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.
Punto de corte con los ejes: (0, 0)
Fo0 — A7+ x—6) —2Ax+1) =2 —12
x>+ x—6) x*+ x—6)
f'(x) < 0 — f(x) es decreciente en (—oo, —3) U (=3, 2) U (2, +0).

La funcion no tiene maximos ni minimos.
14

[
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Derivada de una funcion

) x—3
lim = —©
= (X1 =1) ] )
3 — x = —1esuna asintota vertical.
lim i = 4o
= (x4 = 1)
. x—3
lim yP TR +o0
x—1" —
b+ )(X3 ) — x = Tes una asintota vertical.
lim o X=s —0

=T (x+ N —=1)
) X —

im ————

ot (x )X —1)

Al tener asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

=0 — y = 0 es una asintota horizontal.

Punto de corte con el eje X: (3, 0)
Punto de corte con el eje Y: (0, 3)
X —1—(x—3)-2x —x*+6x—1

fo)= 2 qy2 = 2 q\2
(x==1 x==1

72 _—

X O g, et ex—1=0= x=342V2

(x> =1y

f'(—=2)<0 If'(o)<0f,(0’5)l f'2) <0 If’(6)<O
T T T -

-2 0/0,51 2 3+202 6

3-22

f(x) es decreciente en (—oo, — 1) U(—1, 3— 2\/5) U(3 + 2\/5, —O—OO)
y es creciente en (3 — 2\/5, 1) U(], 3+ 2\/3)

Méximos: 3+2ﬁ/# Minimo:|3 — 2v/2, ”jﬁ]
Y
31: i f(x)

—— ' -
1 X

101 Calcula la tasa de variacion media de la funciéon f(x) = 2x* —2x + 3
°“" | enelintervalo[1, 1 + hl.

a) Utiliza el resultado para determinar la tasa de variacion media
enlos intervalos [1, 3], [1, 5]y [1, 8].

b) Calcula el limite cuando h tiende a cero de la tasa de variacion media
en elintervalo [1, 1 + h], y comprueba que equivale a f'(1).



SOLUCIONARIO

fO+h—A1)  204+h*=20+h+3-3
I+h—1 h a
_ 244h+2h"—2-2h
a h
a) TVM.([1,3)=2-2+2=6
TVM.([1,5)=2-4+2=10
TVM.([1,8)=2-7+2=16

o) fim JOED =) ohe =2 PR =4x—2— (1) =2
h—0 ‘|+h_] h—0

TVM. ([, 14 h) =

=2h+2

102 | A partir de la definicion, halla la funcion derivada de estas funciones.

a) y=1/x+1 b) y =
X
3 F00= lim fix 4 h) —1(x) —im VXHh+T—Vx+1
h—0 h h—0 h
) X+h+1—Kx+1) ) 1 1
= lim = lim

0 p(x+hrt+dx+1) O xthriAdx 1 2dx+1

1 1

b) Fog— i (XM= xth X _ o X=lckh) _
T hs0 h T hs0 h T hs0 h(x + h) x B

) —1 1

=m —-=——

h=0 (x 4 h)x x°

103 | Las siguientes funciones se pueden expresar como composicion de otras funciones
““" | mas sencillas. Halla sus funciones derivadas de dos modos diferentes, y compara

los resultados que obtienes. ,

a) y=2"* b y=(C+7% 9 y=h@0 d y=log

3
a) fx)=2"y gx)=3x+5 y'=2"%.n2-3
y=2%.25 5y =2¥%.In2.3.25=2%5.In 2.3
b) fx)=x* vy gkx)=x*+7x y' = 20>+ 7X)Q2x +7) = 4x> 4 42x* 4 98x
Yy=04+70-0C+7) >y =X +7)- P+ 70+ X +7X)-x +7) =
= 4x> + 42x* 4 98x
9 fd=lnx y gi)=3x y=—.3=1
3x X
y:ln(SX):lnS—Hnx%y’:L
X
x? 1 2x 2
d) ) = | - - X
) ) =logs Xy g0 = YT 3 T ns
3
2 1 2

y:loggx—:2log3xflog33:2|oggxf1—>y’ 2- =
3 x-In3  x-In3

Los resultados obtenidos coinciden.
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Derivada de una funcion

104 | Obtén las funciones derivadas de estas funciones utilizando la regla de la cadena.

L X 2]

a) y:elnx
4 3 2
o= Sl 2 )
b% X X X
) y:seni
d) y=In(x%)
a) y’:e'”-i:x-i:1
X X
2 (2 2 2 64 72 40 8
Ao g g
X X X x° X xt X X
Q) y’:cosi-i
2 2
d) y'= ! 2><e:g
x’e X

10 Determina el valor de la expresion a para que la funcién no sea derivable
°®" | enel puntox = 3.

(x) = a six <3
T x*+3x—5 six>3
f(3)=13
lim f(x)=a
o — Sia # 13, la funcion no es continua y no es derivable.
//rr; f(x) =13

106 | Completa la siguiente funcién para que sea derivable en todo el conjunto R.
L EoRe)

fx) = x4+ x si x <2
bx + 4 six>2

Para que sea derivable, la funcion tiene que ser continua: f(2) = 2b + 4

im f(x) =6
X/;; ) = 2b+ 4 — Si6=2b+4, lafuncién es continua— b= 1.
x—21

Flx) = 2x +1 s?x<2
1 Six>2

f2) =

5 . )
— La funcion no es derivable.
2% = 1}
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SOLUCIONARIO 1 O

La recta cuya ecuacion es y = 9x — 14 es tangente a la funcion y = x> — 3x + k.
Determina en qué punto son tangentes y halla el valor de k. ;Hay una sola solucién?
La funcion tiene dos puntos en los que la tangente es horizontal. Hallalos y escribe
la ecuacion de esas rectas.

f'ix)=3x"-3

Cuando la recta dada es tangente: 3’ =3 =9 > x’ =4 > x =42
Six=2->y—0Q24+kH=9x—-2)>y=9%—16+k—>k=2
Six==2>5y—(—24+Kk=9x+2)>y=9%+16+k—>k=-2

Luego hay dos soluciones validas.

Cuando la tangente es horizontal, se cumple que: 3x* —3=0—-x" =1 —>x==1
Six=1-y—(=2+K=0-k=1)>y=—2+k
Six=—1-5y—Q+KN=0-k+1)>y=2+k

;Es cierto que la funcién y = x* es siempre creciente? ;Qué ocurre en el origen
de coordenadas?
f'(x) = 3x
Six# 0—f'(x) >0— f(x) es creciente en (—oo, 0) U (0, +00).
Six=0—f'(0) = 0 — La funcidon no es creciente ni decreciente en este punto.

Se ha estimado que el gasto de electricidad
de una empresa, de 8 a 17 horas,
sigue esta funcion.

E ()= 0,01 — 0,36t + 4,05t — 10
donde t pertenece al intervalo (8, 17).
a) ¢Cudlesel consumo alas 10 horas?

(Y alas 16 horas?

b) ;En qué momento del dia es maximo
el consumo? ;Y minimo?

c) Determina las horas del dia en las que
el consumo se incrementa.
a) E(10)=45
E(16) =36

b) E'(t) = 003t> — 0,72t + 4,05

0,03t2 — 0,72t + 405 = 0 — {; =9

=15

E"(t) = 0,06t — 0,72

E"(9) = —0,18 <0 — En t = 9 tiene un maximo.

E"(15) = 0,18 >0 — Ent = 15 tiene un minimo.

Por tanto, el consumo es maximo a las 9 horas y es minimo a las 15 horas.
¢) Como t =9 esun maximo, el consumo crece de las 8 horas a las 9 horas.

Del mismo modo, como t = 15 es un minimo, el consumo crece
de las 15 horas a las 17 horas.
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Derivada de una funcion

110 | Uninvestigador estd probando la accion de un medicamento sobre una bacteria.
""" | Ha comprobado que el nimero de bacterias, N, varia con el tiempo, t, una vez
suministrado el medicamento, segun la funcién:

N = 20t* — 510> + 3.600t + 2.000
a) ;Cuantas bacterias habia en el momento de suministrar el medicamento?
(Y al cabo de 10 horas?
b) En ese momento, jel nimero de bacterias esta creciendo o disminuyendo?
¢) ¢Cual es el momento en que la accion del producto es maxima?
d) ¢(En qué momento empieza a notarse el efecto del medicamento?
e) (Y en qué momento empieza a perder su efecto el medicamento?

a) Sit=0—N=2.000 bacterias
Sit=10— N = 7.000 bacterias

b) N'= 60t* —1.020t + 3.600
t=5
t=12
f'(0) >0 [©<0 | £'(20) >0
! |
0 56 12 20

60t* — 1.020t 4 3.600 = 0 — {

El nimero de bacterias crece hasta las 5 horas y vuelve a crecer
a partir de las 12 horas. Este nimero decrece entre las 5 horas y las 12 horas.

c) Elmedicamento alcanza su maxima accién alas 12 horas.
d) Elefecto del medicamento empieza a notarse a partir de las 5 horas.

e) Elmedicamento empieza a perder su efecto a partir de las 12 horas.

111 | ;Cudl es la ecuacion de una parabola que pasa por el punto (0, 9) y en el punto (2, 9)
“®” | tiene como recta tangentey —6x+ 3 =0?
Sea f(x) = ax’ + bx + c.
Como la paradbola pasa por el punto (0,9) »>c=9
Y como también pasa por el punto (2,9) »4a+2b+9=9—-4a+2b=0—>b=—2a
Asi, resulta que: f(x) = ax’ — 2ax + 9 — f'(x) = 2ax — 2a
Siy=6x — 3 es latangente en el punto x = 2, entonces:
ffQ)=6—>4a—2a=6—>a=3
La ecuacion de la pardbola es: f(x) = 3x> — 6x + 9

112 | Obtén la expresion algebraica de una funcion que pasa por (2, 5),
°® | sabiendo que su derivada es: f'(x) = 2x* + 6x — 3

Si f’(x):2x2+6x73%f(x):%x3+3x273x+k
Como la funcion pasa por el punto (2,5) = f(2) =5
%-8+12—6+k:5ﬁk:—ﬁ

La ecuacién de la pardbola es: f(x) = %)(3 +3x?—3x — %
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SOLUCIONARIO

. 1
Representa la funcién y = —.
X

a) Considera un punto cualquiera de la funcién que esté en el primer cuadrante.

Comprueba que la recta tangente a la funcion en ese punto forma un tridngulo
con los semiejes positivos.

b) Demuestra que, independientemente del punto que se escoja,
el area de ese tridngulo es siempre la misma.

Y a) Y

. 1 ., .
b) Sia>0,entonces [a, ] es un punto de la funcién en el primer cuadrante.
a

. 1 -
Como y' = ——,la ecuacion de la recta tangente en x = g es:
X

1 1
y——=-—kK-a

a a
Las coordenadas de los puntos de corte de la tangente con los ejes determinan
la base y la altura del tridangulo.

Six:O—)yfi:i—U/:3
a a a
1 1 1 1 2
Siy=050—-—=—-X+—>—x=—>x=20
a a’ a a’ a
2g.£
Asi, el &rea del tridngulo es: A = Ta = 2, independientemente

del valor de a.

La recta tangente a una funcién f(x) en el punto de abscisax =2esy = 5x —7.
Halla el valor de la funcién y de su derivada en el punto de abscisa 2.

ey ey f2)=3
y=5x—7—->y—3=5Kx 2)—>{f,(2):5

Explica cuanto valen f'(0) y g'(0) en las funciones f(x) = Inx y g(x) = Jx.
(Puedes hacer la grdfica de las funciones, si es necesario).
Dom f= (0, +0) — f'(0) no existe porque la funcion no esté definida en x = 0.

Dom g = [0, +00) — g'(0) no existe porque la funcidon no esté definida para valores
menores que 0y no existe g'(07).
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Derivada de una funcion

1
116 | Lafuncién derivada de una parabola es una recta que pasa por los puntos [1, 2]

L X 2]

11
y [—1, —2]. Halla la abscisa del vértice de esa parabola.

Como la ecuacion de una pardbola es y = ax? + bx + ¢, su derivada es y' = 2ax + b.

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos es:

1
y——
= 2 —>y:3xf£
-2 —6 2

Igualando coeficientes, resulta:

x—1

251)(:3)(%61:i

h=—2
2
5
b 5
La abscisa del vértice es: X = —— = 22
2a 5.3 6
2

117 | Sitrazamos la recta tangente y la recta normal a la funcion y = x* — 12x* + 42x — 40,
en el punto (3, 5) se forma, con los semiejes positivos de coordenadas,

[eX¢]
un cuadrilatero. Determina su area. v

f'(x) = 3x* — 24x + 42
f'3) = -3

La ecuacion de la recta tangente en (3, 5) es: i
)/*5:*3()(*3)—))/:*3X+14 ::::-.%:::\:::::X

Y la ecuacion de la recta normal es:

ny:%(XfS)—U/zngrél 1 \

14
El cuadrildtero tiene como vértices: (0, 0), (0, 4), (3, 5) y[ 3 O].
Para calcular su drea se descompone en tres figuras:
- Elrectangulo de vértices (0, 0), (4, 0), (3, 4) y (3, 0) mide 12 2.
- Eltriangulo de vértices (4,0), (3, 4) y (3, 5) mide iuz.

14 25
- El tridangulo de vértices (3, 5), (3,0) y[ 3 0] mide?uz.

3 25 53
Luego el &rea del cuadrildtero es: 12 + 5 + i’ = Y u?

118 | Seauna funcion que no es continua en x = 3.
o lim f(x) # £(3)
X—3
Demuestra que la funcidn no puede ser derivable en ese punto estudiando el limite.
f(3+ h)—f(3)

lim
h—0



SOLUCIONARIO

Sila funciéon es derivable en x = 3 entonces existe el limite:
3+ h —1f(3)
lim ———%

h—0 h

=/—>lm (fB+h —f3)=11lmh
h—0 h—0

—>£iﬂ)(f(3+h)—f(3)):0% m f(3+h):£mf(3)

i
h—0
Esto no es cierto, porque la funcion no es continua en x = 3,y la funcion no puede
ser derivable en este punto.

119 | Considera una parabola general expresada de la forma:
see
y=ax’+ bx+c
a) Como en el vértice la tangente sera horizontal, la derivada se anula en ese punto.
Compruébalo y despeja el valor de x.

b) Encuentra también el valor de y, aplicandolo a la parédbola y = —2x* + 8x + 4.

a) y'=2ax+b
2(1)<+b:O—>x:fi
2a
2 2 2 2
2a 2a 2a 4da  2a 4a
PARA FINALIZAR...
sen x L ,
120 | Sea f(x) = arc g ——————. Estudia si f(x) y f'(x) son constantes.
14 cos x
Fl) — 1 ~cos x(1+ cos x) + sen’x cos X + 1 B
1 enx ) (1+ cos x’ (14 cos ) + sen’ x
+ -
1+ cos x
0s X +1 s x+1 1

14 2cosx4+cost xtsen’x  2cosx+2 2

Al ser f'(x) constante y no nula, la funcién f(x) no es constante.
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Derivada de una funcion

Y
121 | Dada la gréfica de una funcién f(x), representa T
la funcion f'(x) de forma aproximada. T 0
VA A
+ ] :X
] ()
R ERRREN X
122 | Sila gréfica de una funcién f'(x) 14
es la siguiente, representa de forma 1
aproximada la funcion f(x). 1 Fi)
Y ‘1 -+
1 ) 1 X
1+
':;:::;:::::X
123 | Sif(x) y g(x) son funciones inversas, es decir, (g o f)(x) = x, se verifica que
(g of)x)=x?
No se verifica. Si se consideran las funciones f(x) = X’ y g(x) = 3/; se tiene que
son inversas ya que cumplen que: (g o f)(x) = x
Sin embargo, resulta que: (g' o f)(x) = g'(f'(x)) = g'(3x?) = v = 1 #* X

336x)? 3xYox

Luego f'(x) y g'(x) no son funciones inversas.

124 | Se define el angulo de dos curvas en un punto comun como el angulo formado
por sus rectas tangentes en ese punto.

Aplicalo alas curvasy = x*y x =y

2

=X . .
y 2} — (0, 0) es el punto de interseccion de las curvas.

X=y
La recta tangente en este punto a la primera curva es: y =0

La recta tangente en el mismo punto a la segunda curva es: x =0

Como las rectas son perpendiculares, el angulo que forman las dos curvas mide 90°.

125 | Verifica que si un polinomio tiene una raiz doble, también lo es de su derivada.
Resuelve la ecuacion 12x* — 16x* + 7x — 1 = 0, sabiendo que una de sus raices es doble.
Si un polinomio tiene una raiz doble g, entonces: f(x) = (x — a)* - p(x)
f) =26 —a) - pl) + x—a)’ - p') = x —a)2p() + (x — a)- p'¥)]

Por tanto, a es también una raiz de la derivada.
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SOLUCIONARIO

Seaflx) = 12> —16x> 4+ 7x — 1.
1
X=—
Como f'(x) = 36x” — 32x + 7, resulta que: 36x” —32x +7 =0 — ;
X ="
18

Y como una de las raices es doble coincide con una de las anteriores:

{;]—0e1y%4&%+h—1—P—;]%Dﬂ—“k+3

X =
12 —10x+2=0—

X
2
1

X=—

3

Las soluciones de la ecuacion son:i (doble) y L
2 3

126 | ;Como debe descomponerse un nimero positivo a en la suma de dos nimeros
no negativos para que la suma de los cuadrados de los dos sumandos sea minima?

;Y para que sea maxima?
Seaxtalque 0 < x < g, de modo quea=x+ (@ — x).

) = x> + (a — x)?
F0) = 2x+ 2@ — X+ (—1) = 4 — 2a M—M:O%x:%

f'x) =4 f”[g]:4>0—>x:jes un minimo.

: . a, a
Luego si el nimero a se descompone en — +—, la suma de los cuadrados
2 2

es minima. Al ser fix) = x? + (g — x)* = 2x* — 2ax + a* una parabola abierta hacia
arriba, como 0 < x < g, la suma de los cuadrados es maxima six =00 si x = g,
es decir, si el nUmero se descompone en a + 0.

127 | Demuestra que la tangente a una circunferencia en un punto es perpendicular al
radio en ese punto.

Sea una circunferencia centrada en el origen de coordenadas de radio r: x* 4 y* = r?

Siy=Nrr—x* >y = X
NP —x? rr—x?

a
Entonces la ecuacion de la recta tangente en un punto (g, b) es: y — b = _E(X —a)

La recta determinada por el radio de la circunferencia que pasa por este punto es:

X_Y,,-b,
a b a
. b 1
Las rectas son perpendlculares ya que: — = —70
a [Emp—
b
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Los pilares de la Tierra

Raschid era uno de sus mecenas. [...] A pesar de ser un comerciante,
tenfa un poderoso intelecto y una curiosidad abierta a todos los cam- '
pos. [...] Habia simpatizado de inmediato con Jack, que cenaba en su

casa varias veces por semana.

—:Qué nos han ensenado esta semana los filésofos? —le pregunto Ras-
chid tan pronto como empezaron a comer.

—He estado leyendo a Euclides. —Los Elementos de Geometria de Eucli-
des era uno de los primeros libros traducidos.

—Euclides es un extranno nombre para un arabe —apunté Ismail, her-
mano de Raschid.

—Era griego —le explico Jack—. Vivié antes del nacimiento de Cristo.
Los romanos perdieron sus escritos, pero los egipcios los conservaron,
de manera que han llegado hasta nosotros en arabe.

—iY ahora los ingleses estan traduciéndolos al latin! —exclamo Ras-
chid—. Resulta divertido.

—Pero ;qué has aprendido? —le pregunto el prometido de una de las
hijas de Raschid.

Jack vacil6 por un instante. Resultaba dificil de explicar. Intent6 expo-
nerlo de manera practica.

—Mi padrastro, el maestro constructor, me enseii¢ diversas operacio-
nes geométricas; por ejemplo, a dibujar un cuadrado dentro de otro,
de manera que el mas pequenio sea la mitad del area del grande.
—iCudl es el objetivo de esas habilidades?

—Esas operaciones son esenciales para proyectar construcciones.
Echad un vistazo a este patio. El area de las arcadas cubiertas que lo
rodean es exactamente igual al area abierta en el centro. La mayor par-
te de los patios pequerios estan construidos de igual manera, incluidos
los claustros de los monasterios. Ello se debe a que esas proporciones
son las mas placenteras. Si el centro fuera mayor, pareceria una plaza
de mercado, y si fuese mas pequenio, daria la impresion de un agujero
en el tejado. [...]

—iNunca pensé en ello! —exclamé Raschid, a quien nada le gustaba
mas que aprender algo nuevo.

KeN FoLLETT

>

Un arquitecto quiere disefar un jardin en un terreno cuadrado de 70 m de lado. En él pondra
una zona de arena con forma de triangulo equildtero, y alrededor estara la zona de césped.
Si desea que las dos zonas tengan la misma superficie, ;qué altura debe tener el triangulo?

Siel terreno tiene 70 m de lado, el drea mide 4.900 m?.
El 4rea de la zona de arena es igual al &rea de la zona de césped si mide 2.450 m?.

2
2, 2

2450 = % 52450 = hT — h=1/2450V3 =6514m
3




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Deriva las siguientes funciones.

x—1

a) fix)=5x*—6 o) fix)=arctg
x342
x2—3 x4
b) f(x)=—In S~ 2 sen 5x d) f(x) =,[tg? 3x — arc cos >
a) f(x)=10x
b) f'(x)=— 1 “X—2¢0s 5x-5=— 2 — 10 cos 5x
x> =3 x°=3
2
x=17y3 _ pX—1, 2 x=1(y3 _ 2
9 F0 = 1 - e '+ 2)—e " 3x _e x> =3x"+2)
o (x4 27 (X° 427 4 >
X +2
) 1 5 283
d) fix) = 1619 3x(14 g% 3x) + ——e
4 2
2,|tg* 3x — arc cos X~ 1— x
2 2
002 | Identifica la ecuacién de estas parabolas. Y
a) ) =x—1 b) fx) = —x* + 1 |
a) Comoa=1>0,lapardbola estd abierta
hacia arriba y tiene un minimo %
en el punto (0, —1). / \
b) Comoa= —1<0,lapardbola esta abierta

hacia abajo y tiene un maximo
enel punto (0, 1).

003 | Determina los puntos de corte en cada caso.

a) f(ix) =3x>—4 b) f(x) =3x*+2x —6
gix) =x gx) =4x*+x —8
4
A =g >3 —d=x—>3—x—4=0->1"" 3
X =—1
Los puntos de corte son: [i:] y(=1,=1)

=2

b) f(x):g(x)—>3x2+2x76=4x2+x78—>x27x72:0—>{§_ :

Los puntos de corte son: (2, 10) y (—1, —5)
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Integrales

ACTIVIDADES
001 | Lafuncién F(x) = k - € + n es una funcién primitiva de la funcién f(x) = e*.
Halla los valores de las constantes ky n si F(0) = 0

FO=0—k-e"+n=0—-k+n=0->n=—k

002 | La pendiente de la recta tangente a una curva, en un punto de abscisa x, es 6 x.
Halla de qué funcidn se trata, sabiendo que pasa por el origen de coordenadas.

La pendiente de la recta tangente en un punto es: f'(x) = 6x
Entonces, resulta que: f(x) = 3x* + k

Si f(x) pasa por el origen de coordenadas: f(0) =0 — k=0
Asi, la funcion es: f(x) = 3x*

003 Sijf(x) dx=F(x)+ky jg(x) dx = G(x) + k, halla:

a) j[f(X) + g(x)] dx o] “;f(x)—Zg(x) dx

b) J[Zf(x) —gx)]dx d) J[—f(x) +b - g(x)]dx

[f(x) + gl dx = Jf( )dX+Jg< )dx = F)+k+Gx)+k =
F(x) + G(x)

+k

b) J[Zf(x) —g)] dx = ff( ) dx —J (x) dx = 2(F(x) + K) — (G(x) + k) =

= 2F(x)
Q) l1f(x) 1j dXJ )dX:i(F(X)+k)72(G(X)+k)=
2 2 2
= R — 2600+ &
2
& |=f00 +b-glx f dx+bJ () dx = —(F(x) + )+ b(G0) + K) =
¥) + bG) + k

004 | Dada la serie de funciones: f;(x) = x, f,(x) = x% f3(x) = x..., calcula:
a) Suderivada.
b) ;Qué expresion general tendrd la derivada de f(x) = x™?
¢) ¢Cudlserdlaintegral de f(x) = x"?

XrH»W

n—+1

492



SOLUCIONARIO

005 | Calcula las siguientes integrales.

a) J(x2 + X) dx <) J(x3 —2)dx e) J(sz —3x+5)dx
b) J\/x3 dx d) J[Xz + i] dx ) J [1 - 1] dx
3 x3 X
3 XZ
a) (X2+X)d :74’7"‘/(

006 | Halla estas integrales..

xXAx3—2
a) JZX(X2+3)4dX ) J(X3) dx
XZ
d dx
b)JX2_1 N d)fxs_6
2 5
a) JZX(X2+3)4 dx = (X :3) + k
b)J 2k =In|x = 1|+
x2—1
23 3 92
9 Jx(x Dy b2,
3 18
2
d)J al dx = —In|x’ — 6]+ k
x*—6

493



494

Integrales

007 | Calcula las siguientes integrales.

= 5
22 dx =
3) J © ﬂ2

b) Je”‘ dx d) J(e‘zx+ e*) dx

2x

dx

ES 22 22
a) [22dx=2- + k= + k
In2 In2

b) je”‘ dx = e+ k

2 In El
2
d) J(e” +e ) dx = L e¥ +e T+ k
008 | Halla estas integrales.
, 35x—1
a) JSX 2 dx Q) 5 dx
X0 X
b) JZeZ dx d) J = dx
e

X241 Sx—1 5x—1 Sx—1
a) jSX”‘-Zxdx—T +k 9 J32 dx:%.%,-q’ L=

ns N3 10In3
L) L) X > 1 2
b) J2ez dx =4e? +k d) J' de_JweX dx:—z-e’x—f—k
eX
009 | Calcula las siguientes integrales.
X
sen -
a) Jsen 2x dx 19) J 3 dx
b) Jcos (x +1) dx d) Jsen (—x) dx
1 sen — N
a) JSEHZXdX——ZCOSZX-f—k Q J 22 dx:—cos?—kk

b) Jcos x+MNdx=sen(x+1)+k d) jsen (—x) dx = cos (—x) + k



010 | Halla estas integrales.

| J;dx
cos“(x +1)

—3sen (2x +1) dx

Jx+1 -cos (x? 4 2x) dx
Jcos

cos® (X

—35€n(2x+1)dx:%cos 2x+1)+k

0 J(X—FU-COS (X2 +2x) dx:%sen (X4 2X) + k

ﬁd)(:%tg(x273)+k
cos” (X* —

011 | Resuelve estas integrales.

1 1
a) |——— dx b) | —— dx
J\/1—25x2 J1+(x—3)2

a) j1dx—;arcsen5x+k

V11— 25x

b) J]dx:arctg(x3)+k
T+ (x =3

012 | Halla la solucién de las integrales.

a) J1 dx b) JX
J1—(@2x —3)? 14 9x*

a) J]dx:1arcsen(2x3)+k
1—(2x —3) 2

)J X dx:iarctg3x2+k
T4 9x* 6

SOLUCIONARIO
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Integrales

013 | Calcula las siguientes integrales definidas.

7 2
a) J@2+2X_1)dx b)J e” dx
2

—4

3

a) F(x):f(x2+2x1)d><:);+x2x

7
J(Xz+2x1)dx:F(7)F(2):469]4:455
2 3 3 3

014 | Comprueba la siguiente igualdad.

6

6 4
j(x2+x+1)dx:J(x2+x+1)dx+J' O+ x+1) dx
2

2 4

3 2
F(X)—j(xanXH)d =X X
3
° 20 268
j(xz—o—x—i-])d =FO-FAI =% - ==
2

4 6
j (x2+x+1)dx+j X2+ x+1) dx = F4) — FQ) + F6) — F4) =
2 4
_100 20 o 100 _ 268
3 3 3 3

015 | Halla el drea del tridngulo rectdngulo que tiene como vértices (0, 0), (4, 0) y (4, 5),
utilizando integrales definidas.

Y L
El tridngulo estd limitado por el eje X'y las rectas
5 5
Y= X=4ey=—x.
4 4
i , Asi, el drea es:
1 X
xX=4 4 2 1
J ixdx: 5~X] =10
, 4 4 2
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SOLUCIONARIO

1 1
016 | Calcula las integrales definidas J x* dx yf x> dx. Explica los resultados obtenidos.
—1 0
La funcion es simétrica respecto del origen

1
J X dx = |2
-1
de coordenadas. Asi, la primera integral da como
H resultado cero porque el drea corresponde
EEEE a dos regiones iguales, una por encima del eje
T x y otra por debajo. Los valores son iguales,
pero de signo contrario, y se anulan.

017 | Determina el area limitada por la gréfica de la funcién fix) = x* — 1 y el eje X
en el intervalo [—2, 2].

+

3
X)=0—->x"—1=0—> x = =£1 F(X)J(XZ—UdX);_X
-
Area—J' (x2—1) dx|+

1 2
J (x> —=1) dx J (x? —=1) dx
) -1 1

= [F(=1) = F(=2)| +|[F) = F=1)| +|FQ — ()| =

2 2 2 2| 2,2
e s b ety el e e s
303 330 13 3

018 | Halla el &rea limitada por la gréfica de la funcién f{x) = sen x y el eje X en el intervalo [0, 7.

X =T

x
J sen x dx
0

019 | Determina el area comprendida entre las funciones f(x) = x> — 4y g(x) = x + 2
en el intervalo [—3, 4].

f(x):O—>5enx:0—>{XZO F(X)—Jsenxdx_—cosx

Area = =|Fm) — FO| = |1+1] =2

f(X):g(X)—’X2—4:X+2—>x2—x—6:06{§i3_2
3 2
F(X>_j(X2_4_(X+2))dX_J(XZ_X_@dX_);—);—6X
5 , )
j (X2X6)dX+J (XZX6)dX+J(X2X6)dX:F(2)F(3)+
,3 3 3
O B 7 e B ] A2 W 2 S
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Integrales

020 | Halla el d&rea comprendida entre las parabolas f(x) = x*y g(x) = —x*+ 2.

fX)=gx) > x*=—x*+2—>x*-1=0— x = %1
2 2 2 2x°
Fx) = [(x* = (—x"+2)) dx = | (2x —2)dx77—2x
Area=[f() — A1) = |-+ - 48
3 3 3

021 | Comprueba si las funciones F(x) son primitivas de f(x).

a) Fix) = x®>—6x*+2x —1 fix) =3x*—12x+2
b) F(x) =2x>—x*>*—3x+9,5 f(X):6x—12x2—%x2
2 2 _ _
QO Fx=2= +1 f(x):"izx1
x—1 x—1)?
d) F(x) = sen x cos x f(x) = 2 cos?x —1
2
&) Fx)=In—= fog = Xt2
X+1 Xx+1)

a) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 3x> —12x + 2

b) F(x) no es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 6x° — 2x — 3
. —_ —_ 2 2 J— J—
Q) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 2 =D =0+ T) - 21
(x =1y (x=1)

d) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = cos x - cos x + sen x (—sen x) =

= (05> x —sen* x = cos®> x — 14 cos®> x = 2 cos® x — 1

e) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 2 b1 = x° =
x° (x 41y
X +1
X+ x+2
B Xx+1) B XX 41
932 Compruebasiy = 3Xx+1 ey = X ;(H son primitivas de la funcién y = —%.

En caso afirmativo, encuentra otra primitiva.

Las dos funciones son primitivas porque:

3x + 1 . 33X —=0x+1) 1
y=—-y = . = >
X X X
X +1 .o x—=Kx+1 1
= -y = =
X x° x°
2 +1

Respuesta abierta. Por ejemplo: y =
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023 | Calcula las siguientes integrales.
©00

a) J(6x2 —4x 4+ 3) dx

0 J
I
) |
o

(5x% 4+ 3x — 2) dx

—x* ——x —2x]dx
0,3x> +1,3x2 — 0,2) dx

—ix +— x —lxz] dx
7 4

a) |6x?—4x+3)dx =2 —2x"+3x +k

b) [Gx*4+3x—2)dx=—"—+"——2x+k
5 3
o) j[1x4xz2x]dx:xx — X 4k
3 4 15 4
4 3
d) J(o,3x3+1,3x2—o,z) de= 2 LI Xy
4 30
6 4 3
e) j[—x5+]x3—7x2]dx——x X——l-i-k
5 4 14 20 12
024 | Resuelve estas integrales.
a) F‘ dx d) J—zs dx
X X
2 1
b) JSZ dx e) J[1—+] dx
X X X
Q) —ldx f) [i———ZX]dx
x3 X x
2 1
a) J dx=3Inlx+k  d de: +k
X X° 24
b) Jde——S—i-k e) j[1—2+1 dx:x—2|n‘x‘—i+k
x° X x X X
9 J—7dx_7 Koo J2—3—2x]dx——w—3lnx—x2+k
X3 2%° X x?
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Integrales

025 | Calcula las integrales.
[ X Je)

a) J(sen X + 2 cos x) dx

b) JS dx
1—x?

C)JZ3 dx
X +1

d) J(Z* + e*) dx
6
e) |—— dx
J\/x

3
f) | —— dx
,[ V1—3x

(sen x 4+ 2 cos x) dx = —cos x + 2 sen x + k

wui

+
)

) [
jx +1
J2X+e dx—
6

=12Vx +k

[

0 f—3
V1—3x

026 | Determina las siguientes integrales.
L EoRe)

a) J3x—1—3cosx]dx
X
b)Jsenx_i_3 ]dx
3
(@) J—42+ 122]dx
X 1+ x
d)J 2 __ 4 ]dx
X+3 4x — 3
2 1
e) + dx
,[X+3 \/x—3]
f J 2 + 6 dx
) Vx+3 J2x +5
6 9
— + 4| dx
9) J V11— x? J2x +1

dx =5arc sen x +k

=-3arctg x+k

dx = 2N1—3x +k

h)

e2x+—|

3 —2x?

(tg® x +1) sen x dx

E
e
J 3x 374)(2
g
[
"



SOLUCIONARIO

2

3x—i—3COSX d 77—|n‘x‘—356nx+k

X

3x
_l’_i

5

b) S(—?f; X dx = — cos X

3)(
3

5In3
Q) 4

4 12

dx=i+120rctgx+k
T+ x? X

XZ

d) 2 —
X+3 4x

f
|
|
| ' Jar= 2o 3
9 f 2
f
|
|

dx =2In|x+3+2Vvx—3 +k
X+3 \/x—S] ‘ ‘
9 2

J’_
vXx+3

J2X+5
9 °

9
NT—x? V22X +1

e

dx =4x+3 +6y2x+5 +k

+4]dx_6arcsenx9\/2x+1 + 4x + k

% \/\/:]dx—jxjdx—i-JX;dx—

3/ 2
fk= 3X\5/7

6
+6X7& Tk

_3 _5
dX—JX 2 dx2Jx 3 dx =
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027 | Dadas las funciones f(x) = 6x — 1y g(x) = 3x* — 4x, comprueba si se verifica que:

L X 2]

Jﬂx) dx =3x>—x+2 Jg(x) dx = x> — 2x?
En caso afirmativo, determina si se cumple que:
a) J[f(x) +g(x)] dx = Jf(x) dx + Jg(x) dx

b) J[ﬂx) —gx)] dx = Jﬂx) dx — Jg(x) dx

Q J[f(X) g dx = Jf(x) ax - fg(x) dx

Jf(x) dx
fix) ax ==

d) ;Coémo comprobarias si j sin hacer ninguna integral?
jg(x) dx

g(x)

Bx?—x+2) =6x—1 0 — 29" = 3x? — 4x
a) J[f(x)+g(x)]dx:j(3x2+2x1)dx:x3+><2x+/<

JI‘(X)dX—FJg(X)dx—3x2—x+2+x3—2xz—x3+xz—x+2

La igualdad se verifica si k = 2.
b) j[f(x) —gx)] dx = J(—3x2 +10x = 1) dx = —x> 4+ 5¢* — x + k

Jf(x)dx—jg(x)dx_3x2—x+2—x3+2x2_—X3+5x2—x+2

La igualdad se verifica si k = 2.

4

9)2( — 93+ 2%+ k

Q J[f(X) -gx)] dx = JUSX3 —27%° + 4x) dx =

Jf(x) ax - Jg(x) ax = (3% — x +2) (® — 2x%) = 3x® — Ix* + 4x° — 4x?

La igualdad no se verifica.

d) Laigualdad no se verifica, utilizando el apartado anterior:

Jf(x) dx
finae] 1
g(x)

dx # jf(x) ax - =

Jg(x) ax Jg(x) ax

gx)
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028 | La derivada de la funcién y = sen’ x es y' = 2 sen x cos x, es decir,
L1 3e)

2 sen x cos x dx = sen” x + k.
En general, como (f3(x))’ = 2 f(x) f'(x), tenemos que JZ f(x) f'(x) dx = f* (x) + k.
Usa lo anterior para calcular las siguientes integrales.

a) J2(x2 —1)2x dx

2(x? 4+ 3x) (2x + 3) dx

2
14+ x2

arc tg x dx

nx

4% In 2 dx

9)

g
J!
J
J
|
o

a) JZ(XZ —2xdx == +k
b) JQ(XZ +302x +3) dx = (x> + 30>+ k
2 2

Q arc tg x dx = (arc tg x) + k

T+ x?
d) Jnxdx=1|n2x+k

X 2

arc sen x 1
e) de:arcsenszrk

V1= x2 2
f) J4X|n2dx_J2X 2°In2 dx = 2%+ k
g) je4x+4 dX J’eZXJrZ 2X+2 dX i 4x+4+k

4

h) j 9x_ g G x+k

cos? x
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Integrales

S - . —sen x .
029 | Siderivas la funcién y = In cos x, obtienes y = o, lo que es lo mismo,
000 cos x
—sen x
dx = In|cos x|+ k.
cos x

En general, se verifica que j';((x)) dx = In [ix)| + k.
X

Usa lo anterior para calcular las siguientes integrales.
2 3 1

a) X+ dx Q |—————dx
x4 3x (14 x?) arc tg x

b)J d)J' > o
15x +3

+

j2x+3 In‘x +3x‘+k
X“ 4 3x

J :——In‘x +3]+k
x*+3

J dx =1In ‘arc tg x‘—i—k

) arc tg x

) j dx —In‘5x+3‘+k

15x + 3

030 | Expresa las integrales como funciones logaritmicas.

(e Xe]
a)J ! dx d)J 4 dx
2X 4+ 2 2x +1
b Jcosx o o J[H_ In x o
sen x x
Q) J € dx f) th 3x dx
e*+4

dx:iln‘x—HHk
2

dx =1In ‘sen X‘-l—k

dx—ln + k

dx:z|n\2x+1\+k

e) [1+'”XJ dx = x+ - (In X+ k
X 2

tg3x dx = Jseme dx = 1 In ‘COS 3x‘+k
cos 3x 3
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. 1 , f'(x)
031 | Observaque laderivadadey = ——esy' = — ,Y que, por tanto:
"o T Fw
ARV B
fA(x) f(x)
Usa lo anterior para calcular estas integrales.
a) J_ InZdX d) J'senx—cosx dx
2% (cos x + sen x)*
b) sen x dx 0 1—2x
cos? x x4 x —1)?
c) J3e dx f) _senx dx
(e* + 5) (cos x + 3)
3 Jlnde:1+k d)Jsenx—cosx dx — 1 K
2% 2% (cos x + sen x)? cos X + sen x
) Jsenx e 0 J 1-2x dx_f12x ey
cos® x cos x xHx —1)? (x> —x) x> — X
0 [ ¥ =tk J LR SV —y
(e¥ + 5)? e*+5 (cos x + 3)? cos x+3
032 | Elresultado de las siguientes integrales es una funcién del tipo y = L
°®" | Determinalas. )
1 |
a) dx o |- n3 dx o) | XT1 +1 dx
x In? x x In? x x(x +In x)?
b) J 1 dx d) J' 1 dx f 2 cos x —x sen x dx
sen? x 2 x (x cos x + sen x)?
2 J ! X—J1‘ LN PP
x In? x x In?x In x
b) J =1 1k
sen” x tg x
9 J_ In3 dx:|n3+k
x In? x In x
) J L J LI
2XN X 2\/)(73 \/;
e) J X+1 dX—J'X—H L dx =
x(x +1n x)? X (x +1n x)?

_ [1+1]. LI [ R
x) (x+Inx)? Xx+1Inx

f jzcosx—xsenxdxz 1 Lk

(x cos x + sen x)* X COS X + sen x
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033 | Calcula las siguientes integrales definidas.

| Jolke)

3 3 1
a) J'(2x2+8x+1)dx C)J [;x3—12x2—3x]dx
1 -2

4 -1
b) j (6x% + 4x —2) dx d)J (3x3 4+ 2x* —2) dx

2 —6

3

a) F(X)—j(2x2+8x+1)dx_2;+4X2+X

3
J<2Xz+8x+m_ﬂa>m_m17_154
: 33 3

b) F(X)—J(6X2+4X—2) ax = 23+ 2x* — 2

4
J (6x” + 4x — 2) dx = F(4) — F(2) =152 — 20 = 132

4 2
Q F= []X3]2XZ3X]dX=X4X33X
2 8 2
3
J [1X3—12X2—3X] dx:F(3)—F(—2):_@_28:_71‘H5
2 2 8 8
4 3
B = |G +20—de= 204 20 o
4 3
25 10.055

—1
J (Bx* +2x* —2) dx = F(—1) — F(—6) = —2—840 =—
-6

034 | Resuelve.
[“Xeke] 1




! 1 4
X — +—
) x—1 X

FX) = 2 =2 arctg x
T+ x?

1
2 _d=F)-A-N=T4+T—x
X 22

1—x
il
2
J 2 dx—F[1]—F(o)—“—o—“
NS 2 3 3
8
F(x)—J dx =16\x + 4
Jx+4

3
8
dx = FB)— F(=1) = 168/7 — 1643
qux+4

Flx) = JB cos X —2 senx) dx = —3 senx + 2 cos x

ks
0y

2

Jz (3 cos x—2 senx) dx—F[]—F(O)——3—5——8
0

SOLUCIONARIO

dx=F4)—-F2)=7—-In3—-In1=7-1In3
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Integrales

035

[ Jeie)

036

[ Jeie)

037

[ Jekel

Completa la tabla referida a la gréfica de la funcion.

X 1 2 3 4 5

Areaentre Oy x 2 5 8 =1 s 77

Completa la tabla con la funcion representada en el gréfico.

X
X 1 2 3 4 5
Areaentre Oy x z 6 ERN BNV IS
2 2 2

Representa la funcién y = 3, y completa la tabla de su funcién integral.

Determina la expresién analitica de dicha funcién.

Y

X 1 2 3 4

- Areaentre 0y x 3 6 9 12

La expresion analitica de la funcion es: y = 3x




SOLUCIONARIO 1 1

038 | Representa la funcién y = 2x, y completa la tabla de su funcién integral.
[ Jexe]
Halla la expresion analitica de dicha funcién.

Y

3 X 1 2 3 4 5
Areaentre 0y x 1 4 9 16 25

La expresion analitica de la funcion es: y = x*

039 | Halla el drea encerrada bajo la grafica y el eje X en el intervalo [0, 2].
[ Jele]

(Y en los intervalos [2, 5] y [5, 8]1?
Hazlo también en los intervalos [1, 3]y [4, 7].

. Y
A([o,21)=4+%:5
A2, 5)=3-3=9
AB g =32
2 2

=

T

»

:

[
L‘&
a
o

A

[~

A([4,7])=3+3+2%:7

040 | Determina el area que queda situada bajo la funcién y sobre el eje X en los intervalos
°°" 110,21,12,5), 12,81, 18,91, [0, 51y [5, 9].
Y

™~
A
N

; N \\
X
A0, 2) = Q =5 A8, 9]) = Q _ i
2 2 2
A, 5) = 2T A5 = 54 09T _ B0=0n
4 4
A, 8) = 2=2T Aoy < 0= 5 _ 70-9x
4 2 4
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041 | Determina el area de la region comprendida entre la funcion, el eje X
°9° | ylas abscisas indicadas.

a) flx) =3x*—2x x=2yx=4
b) fix)=x>—x*+5x+1 x=1yx=3
o flx)=5" x=—=lyx=2
4
d) fl)=—- x=3yx=38
X
n 3T
e) f(x):sen[x—] X=Tyx=-"—
2 2

a) Fx) = JGXZ —2) dx = x> — x?

Area = |F(4) — F2)| = |48 — 4| = 44

4 3 2
) F = |00 — x4 sx+ M dv = 22X 12Xy
4 3 2
Area = ‘F(B)—F(])‘ _ |14 _ A 100
4 12 3
5X
Q F =[5 dx=
In5
Area = |FQ) — F-1)| = 25 1 1A
In5 5In5 5In5
) F<X)—J42 =2
X
Area:‘F(S)—F(S)‘— —]+4—5
2 3 6
e) Fix) = sen[x—“] dx__cog[x_“]
2 2
AreaF[sz1T — F(%) :‘1_0‘:1

042 | Comprueba que las funciones son negativas en el intervalo indicado. Halla el area
°“~ | de lazona definida en ese intervalo por la funcién y el eje de abscisas.

a) fx)=x*—x° en [1,2]

b) f(x) =1+ 2x —3x* en [2,4]

A fix) = 6 en [—7, —5]
X+2

d) fix) =cos (w+ x) en [—1,1]
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SOLUCIONARIO 1 1

1 17
12 12

dx:6|n‘x+2‘

Area = \F(—S) - F(—7)\ = \6 IN3—6In5=61In %

Fx) = J’cos (7 + X) dx = sen(w + X)

Area = |F(1) = F(=1)| = [sen(x + 1) — sen(r — 1) = 1,68
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043 | Calcula el area de la zona limitada por la funcién, el eje de abscisas y las rectas
[ Jele) . . . . .
verticales que se indican. Ten en cuenta que las funciones pueden cortar al eje X.

a) f(xX)=3x¥%+16x—12 Xx=—-7yx=0
b) fix) =2x*+ 6x —20 x=—1yx=5
o) fix) =2x> —19x* + 49x — 20 x=—1yx=3
d) ﬂx):sen[x—‘;] Xx=0yx=m
e) fix)=4—4 x=0yx=2
X =—06
a =0—-3"+16x—-12=0— X_z
3

Fx) = J(3X2+16x—12) dx = x>+ 8x* —12x

6 0
J (3x2 +16x —12) dx|+ J (B3x?+16x —12) dx| =
7 —6

= |F(=6) — F(=7)| +|F0) — F(—6)| =144 — 133+ |0 — 144| = 155

b) f(x):0—>2xz+6x—20:0e{iiz_5

3
Flx) = J(2XZ+ 6x — 20) dx = 2XT+3X2 — 20x

2 5
j (2x? + 6x — 20) dx + j (2x% + 6x — 20) dx = ‘F(Z) - F(—])‘ + ‘F(S) — F(2)‘ =

- 2

—| =126
3 3

68 67| [175 68
R
303

X =
O f)=0—-23-19%"+49% -20=0—

SN

X =
X =

x* 1% 492
-

Fx) = J(2X3 —19%° + 49% — 20) dx = SR —20x

1
3

2
J (2X3—19x2+49x—20)dx+J (2% —19x% + 49%x — 20) dx| =
1

1

2

1ot X2
%

4349
48

| #5154
% 3

- F[1] — A=)+ [FO) - F[
2 2



SOLUCIONARIO

d) f(X)=O—>5en[x“]:o_>X:“
2 2

F<X)—JSEH[X—TY] dX——COS[X—’K]

2 2

JZ 56’”[X—ﬁ] ax|+ J sen[x—ﬁ] dx| =
0 2 k 2

2

_F[Z]—F(O)-FF@T)—F[;]—_1_O+O+]_2
&) f)=0->4"-4=0-x=1
F(X)_J(4X—4)d><— Ly
In4

1 2
J @ — 4 dX+J (4" — 4) dx| = |F(1) — FO)| + Q) — F)| =

e, e g4,
In4 In4 In4 In4
044 | Halla el area de la regién que queda definida entre las funcionesy el eje X.
a) y=Kx—22x+1)
b) y=03B+x)2 —5x)
Q y=x*—3x*—6x+8
d) y=x> —x* —21x+45
e) y=x+3)2x—=1)Bx+2)
a f)=0-K-2d2x+N=0->1"""5
X =2
3 2
F(x)—J(x—2)(2x+1)dx—J(sz—?)x—Z)dx—2;(—3)2(—ZX
2
J @Xz_sx_adx_F@_F[J]__M_B_125
1 2 3 24 24
7
_2
b) fl)=0—-B+XN2-50=0—-1""7
x=-=3
3 2
F(X)J(3+x)(2—5x) de(—5x2—13x+6) dx:—%— SN

2

2

5
J (—=5x? —13x + 6) dx| = F[i] —F(=3) = 4913
-3

150

%, 6
75 2

= 6,48
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Integrales

X=-=2
O M=0—-x>=-3x’—6x+8=0—>1{x=1
XxX=4

4
F(X)—J(X3—3X2—6X+8)dx—);—x3—3x2+8x

1
J 0 —3x? — 6x + 8) dx| +
2

4
J 0 —3x>—6x+8) dx| =
1

=|F() — A=2)| +|F4 — —+16 ST LA
4

X =-=5

d) f(X)ZO—)X3—X2—21X+45:O%{X_3

FO) = | (¢ — x> = 21x 4+ 45) dx = -— — Z— — 20 4 45
4 3 2

3
J (¢ — X2 — 21x + 45) d| = |F3) — F—5)| = | 2L 4 3475 _ 1024
. 4 12 3
X=-3
e f=0—->Kx+3IX-1)3x+2)=0— x=%
2
X=—=
3

F(x) = J(x+3)(2x—1)(3x+2) dx = J(6x3+19x2+x—6) dx =

3x4 9% x?
= +——6x
2 3 2

2 1
3 2
J (6x3+19x2+x—6)dx+f 6>+ 1%+ x —6) dx| =
2
-3

3

_ F[Z]F(S) N F[1]F[_2]:214+27+191 214|_ 88837
3) e % 81| 2592

4x+1 six <1

. Calcula el area de la regién limitada
—X+6 six>1 9

eeC

045 | Sealafuncion fix) :{

por la funcion, el eje de abscisas y las rectas.

a) x=—1yx=0
b) x=3yx=7
o x=—-lyx=4
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SOLUCIONARIO

a) f(x):O—>4x+1:O+x:—&

Fx) = J(4X+1) dx = 2> 4 x

< .
J @x +1) dx|+ J (@x +1) dx| = F[]F(1)+F(O)F[]
1

5

g4
8 8 4
b) i) =0—>—x+6=0—>x=6

2

F) = J(—X+6) dx:—%+6x

6 7
J (—x + 6) dx|+ J (—x + 6) dx| = ‘F(6)—F(3)‘+‘F(7)—F(6)‘=
6
_‘W8—£‘+‘£—18‘—5
2 2

xP+6x—3 six<1
046 | Sealafunciong(x) =1 6
0 -
X

six >1

Determina el area de la regién limitada por esta curva, el eje Xy las rectas.
a) x=—1lyx=0 b) x=3yx=7 o x=—-lyx=4

) 0=0-3"+6x—3=0—x=—1+2

Flx) = JBXZ +6x —3) dx = x>+ 3x? — 3x

=|FO—F-1)|=]0-5=5

0
J (3x% 4+ 6x — 3) dx
1

b) Fix) = J6 dx =61n ‘x‘
X

— [~ F3|=|6In7—61In3 :6|n%
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Integrales

o) + +

—1+42
J (3x? + 6x — 3) dx
1

1
J (3x% 4 6x — 3) dx
—1+ 42

4
de
. X

= [F=1+ V2) = A1) R0 = A= 14 V2)| + [Py — )| =

=[-42 -5 +[I-6-4/2)|+[6In4—61n1|=8/2 +5+6In4

047 | Halla el area de la region limitada por estas curvas.

eCo

a) y=x"+5x+8 y=x+8

b) y=6 —x —x* y=—2x

Q y=—x"—6x—>5 y=-2x—12x—10
d) y=x*—2x*+x y=x>—3x*+3x

X =—4

a) x2+5x+8=x+8—>x2+4x:0—>{ 0
X =

3
F(x):J(X2+5X+8(x+8))dx=J(x2+4x) dx:%+2xz

— [0 — A4 =|o— 32| = %

0
J 0 + 4x) dx ]
—4

b) 6*X*X2=72X—>X27X76=O—>{X:72
Xx=3
X
F(x)—J(6—x—xz—(—A)) dx—j(—x2+x+6) dx:—?+7+6x
_|z

2| 125

=) - F-2)

3
J (—x? 4+ x + 6) dx
B 23

6
Q —x2—6x—5:—2x2—12x—10—>x2+6x+5:0—>{);i_?

F(X)—J(—x2—6x—5—(—bz—1b—10)) dx—f(x2+6x+5) dx =

3

=X 43+
3
-1
J 0+ 6x + 5) | = Fl—1) — A=) = |-L — 2| = 22
5 3030 3
d) X3—2X2+X:X3—3X2+3X%XZ—ZX:O%{iig

3
F(X)—J(X3—2X2+X—(X3—3X2+3X)) dX_J(%—ZX)dx_);—xz

— o —Fo|= -2 -0 =

3 3
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ees

SOLUCIONARIO 1 1
048

Halla el &rea de la region limitada por las funcionesy = —, y = —x+2ey =2
[XeXe] X
Y
/
/|
VA .
X
2 5 5 1?
J 3X+2_2]dX+J [m—zldx =2 +‘[10|n\x\—2xﬂ=
o\2 P o ’

=[3-0]+[10In5—

—(10|n2—4)\= 10N> —3
049
o0

Las funciones y = sen x e y = cos x determinan regiones del plano
que son la repeticion de una figura. Determina el drea de la figura base

Y
M
X=—
senx = cos X — 4 !
5T \‘\
X = — < N ,/
4 N X
Fix) = J(sen X — COS X) dX = —COS X — sen x
571(
4
J (sen x — cos x) dx| = F[SI]F[Z] = ‘\/EJr\/E‘ = 2\/5
-
El drea de la region limitada por las dos curvas de la figura se indica
por una de las siguientes expresiones. Di cual es la expresion
Y a) J flx) — g0l dx
\ |
70\ /
\ = f [g(x) — F(x] dx
/ \ )
/ \\ J [g(x) —f(x) ]dX+J [f(x) — gl dx
[ X °
| | ¢
d) J [f(x) —g(x)] dx + J [fO) — gl dx
b
La expresion es la del apartado ¢)
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Integrales

051 | Dibuja la parabola y = x> —2x — 8 y su recta tangente por el punto de abscisa 2.
(X X ] . .7 .. .
Halla el area de la region limitada por ambas y las abscisas 2 y 4.

Y Comoy' =2x — 2, larecta tangente es:
’T. / y+8=2x—2)—>y=2%-12

Y VAR
F(X)—J(Xz—ZX—S—(ZX—Q))dx—

3
—J(Xz—4x+4) dx:%—sz+4x

— - =2 -8 _8
303

4
j (x? — 4x + 4) dx 3

2

052 | Halla el area de la region del plano indicada en el dibujo, sabiendo que las tres
" | funcionessony =8 —2x —x%y=x+4y11x+3y —12=0.
Y

LN

0 3
J (8—2X—x2—(x+4))dx+J [8—2X—x2—[—]31x+4]]dx—
4

0

0 3 5
—J (4—3x—x2)dx+J[4+3X—x2]dx—
4 0

2 3P
s
6 3

Bl 56 21|17

+

=0+ 2|+ 0+ =
3 2| 6

0

-4

053 | Un movil que parte con una velocidad inicial
“®% | de 3 m/s se somete a una aceleracion
constante de 2 m/s. Eso significa que su
velocidad viene expresada por la formula
v = 3 + 2t, mientras que el espacio que
recorre en funcion del tiempo es: e = 3t + t%.

(Recuerda que, en un movimiento
uniformemente acelerado,

1 2
v=vVvy+aty e:vot+3at).
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SOLUCIONARIO

Representa la funcién velocidad y calcula.

Q

) El area comprendida entre la gréfica, el eje de abscisas y las abscisas 0y 2.

(<

) El espacio recorrido en los dos primeros segundos.

n

) Eldrea comprendida entre la funcidn, el eje de abscisas y las abscisas 0y 5.

o

) Elespacio recorrido en los cinco primeros segundos.
e) Elarea comprendida entre la funcion, el eje de abscisas y las abscisas 2 y 6.

f) El espacio recorrido entre el segundo 2 y el segundo 6.

Y 2 R
1 a | B+2d= [Sr + tz]o =10
0

b) e=3-2+2°=10m

5
T 0 J B+20 dr=[3r+r2]zz4o
T 0

d) e=3-54+5"=40m

6
e J B+20 dt =3t + 7] =[s4— 10| = 44

2

f)3:6+6)—3B-2+2)=54—-10=44m

054 | La velocidad de un movil viene dada por la formula v =1 + 3t.
°®" | Representa la funcién.

Calcula, utilizando la medida
de sus areas:

a) El espacio recorrido en los tres
primeros segundos.

b) El espacio recorrido entre
el segundo 1y el segundo 6.

¢) El espacio recorrido entre
el segundo 8y el segundo 12.

1 2 2

12 12
Q j (1+3t)dt=|f+it2] =228—-104 =124

8
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Integrales

520

6

055 | ;Es posible encontrar una funcién tal que | f(x) dx = 8, pero que el area descrita

L X Xe)

1
por la funcion, el eje de abscisas y las rectasx =1y x = 6 sea 12?

En caso afirmativo, represéntala.

Si, es posible si la gréfica de la funcion estd Y
por encima y por debajo del eje X.
Respuesta abierta.

056 | La siguiente funcién tiene por ecuacion y = x°. Para calcular el érea que queda
°®? | debajo de la curva, sobre el eje Xy las abscisas 0y 4, podemos hacerlo de forma
aproximada utilizando el &rea de los trapecios que hemos dibujado.

Y

El area de esos trapecios es:

A, + A, + A; + A, = 22 unidades cuadradas

a) Realiza el cdlculo por medio de integrales
y comprueba que el error no es excesivo.
b) Calcula, mediante los dos procedimientos,

el drea de la region que la curva
y =6+ x —x*describe en el primer cuadrante.

b) T1:6 7_2:5 T3:2
L+TL+T1,=13
2 X33

6X+X———
2

3
J 6+ x—x)dx =

0



057

s0e

SOLUCIONARIO 1 1

El calculo de una integral definida se relaciona con el area bajo una curva.

Explica por qué se verifica entonces que:
6 6
J (x* —2x) dx<j (x? — 2x) dx
0 2
X —=x=0—> {X =0
X =2
‘\ ” 6 2 6
| | J (x2—2x)dx=f(x2—2x)dx+J (? — 2% dx
\\ II 0 0 2
2 6 6
W J(xz—Zx)dx<O—>J’(xz—&)dx<J(x2—M)dx
\ / 0 0 2
X

De la funcion f(x) = x> 4+ bx + ¢ se sabe que determina un area de 36 unidades

cuadradas con el eje X'y las abscisas 0y 3, y que corta al eje X, al menos,
en el punto (—3, 0). Determina la expresion algebraica de la funcion f(x).

3

3 3 5
x?+bx+ 0 dx=36— X—+bx + | =36
0 302 ,
9%
-9+ —+4+3c=36—>3b+2c=18

Siel punto (-3, 0) pertenece a la grafica de la funcion: 9 — 3b +c=0—->3b —c=9,
yseobtieneque:c=3—-b=4—>fx)=x*+4x+3

= 1
Calcula J tgxdxy J X dx y explica los resultados obtenidos.
0 -1
! " senx x " !
tgx dx = —dx:[—ln‘cosxu =0 —dx:[ln‘x” =0
o , COsx 0 X !
-1
Y Y
| | |
| | |
] ] \
| J 1.
/ >
/ X X
\
|
|

Las integrales definidas son iguales a cero, porque las dreas determinadas
por las gréficas por encima y por debajo del eje X tienen el mismo valor, pero son

de distinto signo, y se anulan.
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Integrales

060 | Alllover, una gota de agua cae desde una altura de 600 m. ;Qué velocidad tendra
°®° | alos 3 segundos? Determina mediante integrales el espacio que habra recorrido
hasta ese momento.

(Cudnto tiempo tardara en llegar al suelo?
(La aceleracion de la gravedad es 9,8 m/s>.)

La velocidad viene dada por la férmula: v = 9,8t
A los 3 segundos, la velocidad es: v = 29,4 m/s

3
e= J 9,8t dt = [4,9#]3 =441m 492 =600 — 12 = 122,44 — t = 11,06
0

061 | Halla una primitiva, F(x), de la funcion:
3x

NAES'S

f(x) =

tal que F(2) = 5.

F(X)—Jsxdx—%/]—i-x2 +k
NIES'S

F)=5-3V5 +k=5->k=5-3J5

Asf, la funcion es: F0) = 341+ x2 +5— 35

062 | Siendo f(x) una funcion definida a trozos:
[eXeke]

2x si x €0, 2]
flx) =14 si x €(2,3]
—2x+10 si x € (3, 4]
caIcuIaJ f(x) dx.
0
Six € (0, 2]

X 2 X
J f(X)dx—J ZXdX+J 4dx:[x2]z+[4x]::4+4x—8:4x_4

0 2

Ysix € (3,41
4 2 3 X
J f(x) dx:J 2XdX+J 4dX+J (—=2x +10) dx:[xz];+[4x]z+[fx2+10x] =

0 0 2 3 ’
— 44— X 1= 21= = +10x—13



063

L X Xe)

064

065

eoe

SOLUCIONARIO

De una funcion f(x) sabemos que:
f(—1)=-—19 f'(2) =24 f"(x) =18x—10

Determina su expresion analitica.

F'i) = J(18X10) dx = > —10x + k
Sif(2) =24 —36—20+k=24— k=28, yentonces:. f'(x) = x> —10x + 8
Fix) = J(9x210x+8) dx =3x>—5x>+8x + k

Si-)=-19—>-3-5-8+4+k=-19 > k=-3

Por tanto, la funcién es: f(x) = 3x> — 5x> + 8x — 3

Calcula el area de la regién limitada
por las dos curvas de la figura,
sabiendo que una de ellas es una

parabola.
La pardbola pasa por los puntos:
(0,6),(—=3,0) y (2,0), su ecuacion ’ A =
serd de la forma: f(x) = ax* + bx+c¢ / + \
c=6
90 —3b+c=0 ;“Zf’i}fo]}—ﬁ(x):fxtx%
da+2b+c=0]OTP=3)0=-

La recta pasa por los puntos: (2,0) y (0, 4), y su ecuacion es g(x) = —2x + 4.

El drea de la region limitada por las dos curvas es:

3o r 0 7 9
-1

3 2 3 6 2

J (—X*=x+6—(=2x+4) dx =
1

La siguiente figura es la silueta del arco 14
de un palacio 4rabe. Halla el area de T
la superficie que forma con el eje X,
sabiendo que la figura se construye
trasladando y haciendo simetrias
delafunciony =tgxenel

7T

. ™
|ntervalo[——, —.
4 18

Ve Vas

& s t t t ]: t t X
sen x i
tgx dx = — " dx =
os x

T

My
4 4

= [—In ‘cos XHE%1 =072
4

523



Integrales

> 3 , encuentra los valores de Ay B tales que:
x*—x —

8x —7 8x —7 A B
= = +

xz—x—2_(x—2)(x+1)_x—2 X+1
Opera en el ultimo miembro e iguala los polinomios. Después, resuelve la integral.

066 | Dada la integral j

L X 2]

8 —7 A B

STyt ST = A B 2)
XD xms e A+B=8 |A=3
A—2B=-7[B=5

J’8X_7dx=ﬂ 3 + > ]dx:3|nx2+5|nx+1+k
X =2+ X—2  x+1

067 | La variacion instantanea de la cotizacion,

°¢° | su derivada, sigue durante una semana la funcion
filx) = 0,02x*> + 1, donde x es el dia de la semana
(0 =lunes, T = martes, ...).Siel lunes cotizaa 5 €,
halla la funcién de cotizacion.

3
Flx) = J(0,02X2+1) dx = 0,02~X?+X+/<

3
SiF(O):5—>k:5—>F(x):O,O2~X?+x+5

068 | Halla el area de las figuras coloreadas, si la grafica Y
°®" | corresponde a la funcién f(x) = x* + x.

1 3

J (xz—e—x)dx—&—J X4+ X dx—6= y:x2+x6

0 2

X

7_'_7
3 2

+
0

5 53 11
=24+ —6=—
6 6 3

W

069 | Determina el area de las zonas coloreadas sabiendo Y

L2 2e) 2

que la curva corresponde a f(x) = x> —

— DO,

2
xt 23 B

0 2 2 2
j [x3zx]dx+j [X32X]dX:
. 3 I 3 4 9 4 9

= 0,47 4+ 2,22 — 0,205 = 2,485

xtx3 r
1

1,28
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SOLUCIONARIO

070 | De la funcion f sabemos que:
[ X Je)

5 10
J fix)dx = 8 J
;

fix)dx =2
5

Calcula razonadamente las siguientes integrales, e indica si utilizas alguna propiedad
10
a) J

5 5
f(x) dx b) J (2 - f(x)) dx o] j (7 + f(x)) dx
1 1 1
10 5 10
a) J f(x)dx-ff(x)dx—i—f fx) dx =84+2=10
1 1

5
5 5
b) J 2 - 1)) dx = 2J
1

) dx =2-8=16

5 5 5
@) J(7+f(x))dX—J 7dx+J
1

) dx:{7x]f+8=28+8:36
1 1
071

Qo

La funcion cuya gréfica aparece en el dibujo es f(x) = sen x. Considera el recinto
sombreado en la figura y contesta a las siguientes preguntas.

a) Halla de forma aproximada su area, y razona cual puede ser su medida
aproximada.

b) Calcula su valor mediante el calculo integral.

a) Elrecinto sombreado corresponde aproximadamente a 4 rectangulos.

A—4[“-1]—4“z4,18
3 3

X =

~
b) senx=1— 2

w

1

2

5m
™ pas N
J (1—5enx)dx+f 1dX+J (1—senx) dx =
2

™

X =

27

= [x + cos x]“l + [X]T + [X + cos x]sw
2

2
21

:ﬂ—1—%+2ﬂ—ﬂ+57ﬁ—2ﬁ—1:211—2:4,28
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Integrales

072
°® |laregla de Barrow.

2
a) J (x+1)dx

0

3
b) f ‘x—1‘ dx

0

Representa graficamente las siguientes funciones, y halla sus integrales sin utilizar

1
Q) f N1—x?% dx

0

2 4 Y
a)J(X+1)dX=+2=4
2
0
X
3 Y
b)Jx—Hjx:]‘] 2-2_5
. 2 2
! X
1 7(-12 - YA
Q) J\H—XZ dx = =
4
0
1
/1 ™N
X

N‘:!

Dada la funcién f(x) = sen x, compara los valores de J

A

la curva en el intervalo

™

2 x
J senx dx = [—cos X]2“ =0
i )

2

™

0 2
Area = J sen x dx| + J sen x dx| = ‘[—cos x](il
2
0

2
La integral vale 0 mientras que el drea es 4.
074 | Representa graficamente el recinto plano limitado
*0

A(—1, —=3) y B(3, 5). Calcula su area.

_m 11. =1
2 2

+

por la parabola y = x* — 4y la recta que pasa por los puntos

sen x dx y el area bajo

senx=0—->x=0

o
‘[—cos ik
0

=1+1=2

]
——




SOLUCIONARIO

La ecuacién de larectaes:y = 2x — 1

3

3 3 B
J'(2x1(x24))d)<:4[ (—x? + 2+ 3)dx = fx?+x2+3x =
1 =1 -1
53

3 3

075 | Determina el drea que encierra una parabola que pase por los puntos:

soe
1 25
(=2,0) [*, 7] (0,6)
2 4
y larectay =xenelintervalo [1, 3].

La ecuacion de la pardbola es de la forma: y = ax* + bx + ¢

(=2,00>4a—-2b+c=0

1B 1y Ba-b=-3la=-T
2" 4 42 4| a+2b=1]b=1
0,6—c=6

Entonces, resulta que:

y=-—x"+x+6 X x+6=x>x+6=0—x=2J6

3 Je 3
J'(x2+x+6x)dx:f (X2+6)dx+j (—x?46) dx =

1 1 J6

v ’ 17 10
:4J—,?+9,4\/g:7

3
:|X+@
3 5 3

3
+ 7L+6X
3

1

PARA FINALIZAR...

076 | Comprueba que los siguientes pares de funciones son primitivas de la misma funcién.
a) f(x)=Inxyglx)=Inax
b) flx)=(e*"+e™)yglx)= (e —e™)
c) f(x)=2sen*xy g(x) = —cos 2x

b) f(X) = 2(e* + e X)(e* —e™) = 2(e* —e™%)
g =2e —ee +e™) =2e"—e)

Q) f(x)=2-2senxcosx =4 senxcosx
g'X) =sen2x -2 =2senxcosx -2 = 4senxcos x
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Integrales

077 | Calcula Jsenzx dx y Jcoszx dx.

Jsenzx dx = J]COQX dx:][x sen2x]+k

2 2 2
Jcoszx dx = JMCZOSZde = ;[X + S€Z2X ] +k

078 | Resuelve estas integrales.

a) Jsecxdx b) J cosec x dx
2
3 | secx dx= sec x (sec x +1tg x) dx = | €€ X 4sec x tg x dx =

sec x +1tg x sec X +1g x

1 sen x

2 2

=B X g ! 42X k:ln‘senx+tgx+k

1, senx CosX oS X

Cos x Cos X

: ] cos? 2
b) jcosecxdx:J dx:de:2J 2 ax =
senx Zsenifosi seni
2 2 2
2 X X
sect — oS —
=2 2 dx:2|ntgi+k 2
tg X 2
2
2
079 | Justifica el razonamiento y caIcuIa:J sen” x dx .
—2
Si f(x) es par —>j f(x) dx = ZJ f(x) dx Si f(x) es impar ej fix)dx =0
—a 0 —a

Sif(x) es par, la grafica de la funcion es simétrica respecto del eje Y.

0 a a 0 a
j fix) dx = J flx) dx — J fix) dx = J fx) dx —Q—j flx) dx = ZJ flx) dx

0 0 0

Si f(x) es impar, la gréfica de la funcion es simétrica respecto del origen
de coordenadas, y los recintos determinados por encimay por debajo del eje X

son iguales:

a

0 a a 0
j f(x)dx:j f(x)dx—)f f(X)dX:J f(X)dX-I-J’ fix) dx =0

0 0

Como sen”’ x es una funcion impar:

2
J sen’x dx =0
2
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SOLUCIONARIO

080 | Halla la funcién que pasa por el punto P(1, 5) y tal que la pendiente de la recta
tangente en cualquiera de sus puntos viene dada por la funcién g(x) = 3x* + 5x —2.

Y

.

>

2
f’(x)—g(x)—)f(x)—J(3xz+5x—2)dx—x3+5)2(—2X—|—k

2
(1,5)—>1+§—2+k:5—>k:%—>f(x):x3+5%—2x+%

081 | Lavelocidad de un cuerpo, lanzado verticalmente con una velocidad inicial v,,
y despreciando la resistencia del aire, viene dada por la funcién:

v=Vv,—g-t
donde g es la aceleracién de la gravedad y t es el tiempo, en segundos. El cuerpo
alcanza una altura que viene dada por la formula: e = v - t, donde e es la altura.
a) ¢A qué altura se encontrard este cuerpo transcurridos t segundos?
b) ;Cual es la altura méxima que alcanza?
¢) ¢Cuanto tiempo tarda en caer al suelo?

d) ;Qué espacio recorre?

a e=v-t—e=v, =98

b) Lafoérmula corresponde a una funcién cuadrética cuya representacion gréafica
es una parabola. Como el coeficiente de mayor grado es negativo, la altura
maxima se alcanza en el vértice de la parabola:

t_w%%evo_%_g,g.[

5 ]2 5w 5wl 5w
2-(-98 % %8

98 98 196 196
c) Elcuerpo tarda el mismo tiempo en alcanzar la maxima altura que en caer
al suelo. Por tanto, el tiempo que tarda en caer al suelo es:
5vq 5v,

t=2.22 =
98 49

d) Elespacio que recorre en total es el doble del espacio que recorre para alcanzar
la altura méxima.

5vp"  5vy°

196 98
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’I 2 Estadistica bidimensional

La caverna

Buenas tardes, sefior Algor, Buenas tardes, sefior, Supongo que imagina por qué motivo le estoy te-
lefoneando hoy, Supone bien, sefor, digame, Tengo ante mi los resultados y las conclusiones del
sondeo acerca de sus articulos, [...] Y esos resultados cuales son, sefior, pregunto Cipriano Algor,
Lamento informarle de que no fueron tan buenos cuanto deseariamos, Si es asi nadie lo lamentara
mas que yo, Temo que su participacion en la vida de nuestro Centro ha llegado al final, [...] Vaya to-
mando nota de los resultados, Digamelos, El universo de los clientes sobre el que incidiria el son-
deo quedo definido desde el principio por la exclusion de las personas que por edad, posicion so-
cial, educacion y cultura, y también por sus habitos conocidos de consumo, fuesen previsible y
radicalmente contrarias a la adquisicion de articulos de este tipo, es bueno que sepa que si toma-
mos esta decision, sefior Algor, fue para no perjudicarlo de entrada, Muchas gracias, sefior, Le doy
un ejemplo, si hubiéramos seleccionado cincuenta jovenes modernos, cincuenta chicos y chicas de
nuestro tiempo, puede tener la certeza, sefior Algor, de que ninguno querria llevarse a casa uno de
sus murecos, o si se lo llevase seria para usado en algo asi como tiro al blanco, Comprendo, Escogi-
mos veinticinco personas de cada sexo, de profesiones e ingresos medios, personas con anteceden-
tes familiares modestos, todavia apegadas a gustos tradicionales, y en cuyas casas la rusticidad del
producto no desentonaria demasiado, E incluso asi, Es verdad, sefior Algor, incluso asi los resulta-
dos fueron malos, Qué le vamos a hacer, sefior, Veinte hombres y diez mujeres respondieron que no
les gustaban los muriecos de barro, cuatro mujeres dijeron que quiza los compraran si fueran mas
grandes, tres podrian comprarlos si fuesen mas pequerios, de los cinco hombres que quedaban,
cuatro dijeron que ya no estaban en edad de jugar y otro protesto por el hecho de que tres de las fi-
gurillas representasen extranjeros, para colmo exoticos, y en cuanto a las ocho mujeres que todavia
faltan por mencionar, dos se declararon alérgicas al barro, cuatro tenian malos recuerdos de esta
clase de objetos, y solo las dos ultimas respondieron agradeciendo mucho la posibilidad que les ha-
bia sido proporcionada de decorar gratuitamente su casa con unos mufequitos tan simpaticos, hay
que anadir que se trata de personas de edad que viven solas, Me gustaria conocer los nombres y las
direcciones de esas serioras para darles las gracias, dijo Cipriano Algor, Lo lamento, pero no estoy
autorizado a revelar datos personales de los encuestados, es una condicion estricta de cualquier
sondeo de este tipo, respetar el anonimato de las respuestas. [...] Buenas tardes, Buenas tardes.

JosE SARAMAGO

ANy @

Resume los datos en una tabla de frecuencias y represéntalos en un gréfico estadistico.
;Puedes calcular alguna medida de centralizacién?

Se ha elegido una muestra de 50 personas con caracteristicas personales y profesionales .
similares.

Respuestas

No les gustan los murfiecos (1) 30 +

Los comprarian si fueran mas grandes (2)

N
wn

Los comprarian si fueran mas pequenos (3)

Nl w]|

No estan en edad de jugar (4)

Frecuencias

Protestan por figurillas de extranjeros (5)

Alérgicas al barro (6)

m @ 6 @ 6 ©© 0 6 X
Respuestas

2
Malos recuerdos (7) 4
Agradecidas por ser gratuitas (8) 2

No es posible calcular ninguna medida de centralizacién porque la variable no es cuantitativa.
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SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | En una revista leemos que el pastor aleman tiene una alzada media de 55 cm.
;Crees que han medido a todos los pastores alemanes del planeta?
Explica cémo crees que han llegado a esta conclusion.

No los han medido. Se elige una muestra representativa de la poblacion
de pastores alemanes y se estudia el valor de la media en dicha muestra.

002 | Indica el tipo de variable estadistica que estamos estudiando.

Q

) El programa favorito de los miembros de tu familia.

(<

) El nimero de calzado de los alumnos de un IES.

n

) Latemperatura media diaria de tu provincia.

o

) La edad de los habitantes de un pais.
) El sexo de los habitantes de un pueblo.

o

f) Eldinero gastado a la semana por tus amigos.
g) Los efectos de un nuevo medicamento en el ser humano.
h) El color del pelo de tus comparieros de clase.

) Cualitativa

o Q

) Cuantitativa discreta
) Cuantitativa continua

([oINg)

) Cuantitativa discreta
) Cualitativa

- Mo

) Cuantitativa discreta
) Cualitativa
)

o Q

Cualitativa

003 | Elnimero de horas diarias de estudio de 30 alumnos es:
343551111234502 032212132012143

a) Organiza los resultados en una tabla de frecuencias.
b) ;Qué significan las frecuencias acumuladas?

a) Horas f; h; i H;
0 3 0,1 3 0,1
1 8 0,27 11 0,37
2 7 0,23 18 0,6
3 6 0,2 24 08
4 3 0,1 27 09
5 3 0,1 30 1

N =30 >h =1

b) Las frecuencias acumuladas indican el nimero de alumnos que estudian
como méximo el nimero de horas correspondiente. Por ejemplo,
la frecuencia acumulada para el valor 2 es 18, es decir, hay 18 alumnos
que estudian 0, 1 0 2 horas.
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Estadistica bidimensional

004 | De los 30 asistentes a una cena, el 20 % comi6 ternera, el 40 % cordero y el resto
tomé pescado. Indica la variable estadistica y organiza los resultados en una tabla
de frecuencias; después, representa los datos en un diagrama de sectores.

La variable estadistica es el plato elegido en la cena.

Ternera
Plato f; h; F; H; Pescado

Ternera 6 0,2 6 0,2

Cordero 12 04 18 06

Pescado 12 0,4 30 1

N=30|Xh =1
Cordero
ACTIVIDADES

001 | Pon dos ejemplos de variables estadisticas unidimensionales.

Respuesta abierta. Por ejemplo: la calificacién de los alumnos de una clase
en un exameny la estatura de los miembros de un equipo de baloncesto.

002 | Organiza estos datos en una tabla de frecuencias absolutas y relativas.
0 5 1 1 4 4

o 6 2 2 3 6
1 4 7 1 7 5
3 6 8 2 8 6
Xi fi h; [ H;
0 2 0,08 2 0,08
1 4 017 6 0,25
2 3 0,13 9 0,38
3 2 0,08 1 0,46
4 3 0,13 14 0,59
5 2 0,08 16 0,67
6 4 017 20 0,84
7 2 0,08 22 092
8 2 0,08 24 1
N=24 | Xh =1

003 | Latabla muestra la estatura, en centimetros, de un grupo de personas.

Estatura (cm) [165,175) [175,185) [185, 195)
N.° de personas 40 85 25

a) Elabora una tabla de frecuencias.

b) ;Qué porcentaje de personas miden entre 165 cmy 175 cm?
(Y menos de 185 cm?



004

SOLUCIONARIO 1 2

a) | Estatura Xi f, h; F; H;
[165,175) 170 40 0,27 40 0,27
[175,185) 180 85 0,57 125 0,83
[185,195) 190 25 0,17 150 1

N=150 | Xh =1

b) El porcentaje de personas que miden entre 165 cmy 175 cm es del 27 %.
Y el porcentaje de personas que miden menos de 185 cm es del 83 %.

A partir de los datos, construye la tabla de frecuencias, y calcula las medidas
de centralizacién.

23 10 25 12 13 24 17 22
16 20 26 23 22 13 21 18
16 19 14 17 11 17 15 26

Xi f; h; Fi H;

10 1 0,04 1 0,04

1 1 0,04 2 0,08

12 1 0,04 3 0,13

13 2 0,08 5 0,21

14 1 0,04 6 0,25

15 1 0,04 7 0,29

16 2 0,08 9 038

17 3 0,13 12 05

18 1 0,04 13 0,54

19 1 0,04 14 0,558

20 1 0,04 15 0,63

21 1 0,04 16 067

22 2 0,08 18 0,75

23 2 0,08 20 083

24 1 0,04 21 0,88

25 1 0,04 22 0,92

26 2 0,08 24 1
N=24 Yhi =1

_ 0
X = Z =18,33 — Elvalor medio es 18,33.

Mo =17 — Elvalor mas frecuente es 17.

174718

Me =175

Hay tantos valores menores que 17,5 como mayores.
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Estadistica bidimensional

005 | Obtén e interpreta las medidas de centralizacion correspondientes a los datos
de esta tabla.

Peso (kg) [50, 65) [65, 80) [80, 95)
N.° de personas 75 140 80
Peso X; f; h;
[50, 65) 57,5 75 75
[65, 80) 72,5 140 215
[80, 95) 87,5 80 295
N =295
— 214625
X =— =7275

295
El peso medio es de 72,75 kg.
El intervalo modal es [65, 80); su marca de clase: 72,5 es la moda.
Lo mas frecuente es que el peso esté comprendido entre 65 kg y 80 kg.
El intervalo mediano es [65, 80); su marca de clase: 72,5 es la mediana.

Hay tantas personas que pesan menos de 72,5 kg como personas
que pesan mas.

006 | Calculalas medidas de dispersién para estos datos.

Clases [5,15) [15,25) [25, 35) (35,45)
Frecuencias 35 15 25 45
Clases Xi f; [x —x1 (o —x)?
[5,15) 10 35 16,67 277,89
[15,25) 20 15 6,67 44,49
[25, 35) 30 25 333 11,09
[35,45) 40 45 13,33 177,69
N=120
X = 3200 = 26,67
120

Rango:R=45—-5=40

Desviacion media: DM = 1.366,6 =11,39
Varianza: 0’ = 186668 _ 155,56
Desviacion tipica: o = 12,47

Coeficiente de variaciéon: CV = 1274; =047
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SOLUCIONARIO

007 | Compara las edades, en aios, de los jugadores de estos equipos de baloncesto,
utilizando las medidas estadisticas.

A: 18 26 20 26 22 26 23 27 25 25
B: 20 21 20 21 22 23 23 24 25 25

Xy = 28 =238 04 = 79,6 =796 o= 2,82 CVy= 2,82 =012
_ 1,8
Xg = % =224 o5 = % =324 og=18 CVp= = 0,08

q

La media de las edades del equipo A es superior, pero también es mayor
el coeficiente de variacion de este equipo, por lo que hay més diferencias
entre sus jugadores.

008 | Considera estas variables bidimensionales, y escribe las variables unidimensionales
correspondientes y tres pares de valores que las determinan.

a) Edady sexo de los asistentes a un concierto.
b) Tamaro de un archivo informético y tiempo que se tarda en copiarlo.

a) X — Edad, en anos, de los asistentes al concierto
Y — Sexo de los asistentes
(20, mujer) (25, hombre) (28, mujer)

b) X — Tamano, en kb, del archivo informatico
Y — Tiempo, en s, que se tarda en copiarlo
(220, 35) (158, 24) (285,42)

009 | Ordena estos datos en una tabla de doble entrada.

X y X y

0 18 i 14

0 12 2 23

2 8 i 17

. s 0 1 2 Total

8 0 0 1 1
12 i 0 0 1
14 0 1 0 1
17 0 1 0 1
18 i 0 0 1
3 0 0 1 1
Total 2 2 2 6
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Estadistica bidimensional

010

011

012

536

Construye la tabla de doble entrada y las tablas marginales correspondientes.

X |16 |17 18|16 | 14 |17 |14 ] 13| 14| 15

5 4 6 6 8 3 5 4 8 8

. X1 13l 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | Total
3 0 0 0 0 1 0 1
4 1 0 0 0 1 0 2
5 0 1 0 1 0 0 2
6 0 0 0 1 0 1 2
8 0 2 1 0 0 0 3
Total 1 3 1 2 2 1 10
Tabla de frecuencias Tabla de frecuencias
marginales de X marginales de Y
X; fi Vi fi
13 1 3 1
14 3 4 2
15 1 5 2
16 2 6 2
17 2 8 3
18 1 Total 10
Total 10

Determina la covarianza para los datos que aparecen en la siguiente tabla.

X 8 10 | 11 9 13 ] 12 9 14
Y | 20| 18|16 |22 | 10| 10| 21 9

x=8 _1075
8
1%
=10 4575
Y=g
o= 22 10751575 = —944

Representa la nube de puntos correspondiente a la siguiente variable estadistica
bidimensional.




013

014

015

016

SOLUCIONARIO 1 2

Indica la dependencia entre estas variables.

Dependencia lineal débil y positiva.

Describe el grado de correlacion 1%
entre las dos variables S,
representadas. SR

La correlacion lineal es débil Tt
y negativa. %

Si el signo de la covarianza entre dos variables es negativa, ;qué podemos decir
del signo del coeficiente de correlacion?

;Y si la covarianza es positiva?

Sila covarianza es negativa, el coeficiente de correlaciéon es negativo.

Y si la covarianza es positiva, el coeficiente de correlacién es también positivo.

Representa el diagrama de dispersion y halla el coeficiente de correlacion
de esta variable. Y

X | 394340 (40|42 |41|42(38|39 |44

[l

Y |167]184[177(168|185|173]180(164|170|194

an

;Qué relacion puedes describir entre ellos?

dn

x= 298 408 7:@:176,2 165
10 10 v
Q 4) 4 4
oy=+336 =183 0,=+/81,96 =905
o= 229%0 40817625 =136 = —120  _0g2
183905
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Estadistica bidimensional

017 | Razona qué valor tomarad el coeficiente de correlacion.
a) v b) ¥

| > | X

a) El coeficiente de correlacién tomard un valor relativamente cercano a —1,
porque la nube de puntos se aproxima bastante a una recta con pendiente
negativa y la correlacion es fuerte.

b) El coeficiente de correlacion es 1, ya que la nube de puntos coincide
con una recta de pendiente positiva.

018 | Halla la recta de regresién de Y sobre X.

X 2 5 6 8 9
Y 4 13|16 | 22 | 25

=2 _¢ y=2_16
! 5
G§:3—5026 O'XVZLZO—6']6:]8

Recta de regresion de Y sobre X:y — 16 = %(x —6)—>y=3x—-2

019 | Determina la recta de regresién correspondiente.

30|40 | 40 | 42 | 43 | 38| 39 | 44 | 42 | 40
Yy | 167|168 180 | 164 | 177 | 154 | 185|195 | 183 | 172

=27 _ 407 v =10 4745
10 10
02 = 1999 407234 o= 40717451235
10 10
12,35

Recta de regresion de Y sobre X:y — 174,5 = ] (x—407) >y =362x+2717

i

020 | Determina las dos rectas de regresion, e indica la relacién que hay entre las variables.

a) [ x[10]10]13]15]12
vyle|s]|2]3]5s

Y x| s |10l |n2l1.|13]12]17]13]13
y [1s]wo]is[iol20]5]10]25]10]715




021

SOLUCIONARIO 1 2

a x=2_1p y=2 4
5 5
o3 @—122:3,6 Oy = E—Q 42 =-272
5 5
2,2

Recta de regresién de Y sobre X:y — 42 = — 6

of = 9—3—422—216

2,2
Recta de regresion de X sobre YV:x — 12 = —ﬁ(y —42) > x=-102y+ 16,28
ox=1v36 =189 oy =216 =147
2,2 ) " .
hy = ——————— =—0,79 — La dependencia es débil y negativa.
1,89 - 1,47
b) X =12 —125 7= 45

10 10

c§=%712,52:6,25 Uw:%712,5'14,5:7,75

7,75
Recta de regresion de Y sobre X:y — 14,5 = P ——Kx =125 >y=124x—1

d

2.325

ol = =22 14,52 =22725
10
. 7,75
Recta de regresién de X sobre Y:x — 125 = ———(y — 14,5) > x= 0,35y + 743
oy=V625 =25 oy =~2225 =472
7,75 . e S
ry = ———— = 0,66 — La dependencia es débil y positiva.
254,72

Razona cudl es el grado de dependencia entre las variables en cada caso.

a) v b) Y

| X | X

a) Ladependencia es fuerte y negativa.

b) La dependencia es débil y negativa.

x—12) >y=—-061x+ 1152
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Estadistica bidimensional

022 | En un estudio sobre los ingresos mensuales, X, y la superficie de las viviendas, Y,
resulta: y = 0,02x + 47,96.

a) Halla la estimacion de la superficie de la vivienda de una familia cuyos ingresos
mensuales son de 3.200 €.

b) Siuna familia vive en una casa de 90 m?, ;cuales seran sus ingresos mensuales?

a) y=002-3.200+ 47,96 = 111,96 m’
b) 002x+4796=90 -x=2102€

023 | En un estudio estadistico, el coeficiente de correlacion entre dos variables X e Y
es —0,8.Se sabe quex =20;0x=4; y =8yoy,=1.
a) Determina las dos rectas de regresion, represéntalas y analiza la correlacion
que existe entre las variables.
b) Six =30, jcudl es la estimacion de y?

a) —08=""" 6,=-32

Recta de regresion de Y sobre X: y — 8 = —%(X —20)>y=—-02x+12

3,2

Recta de regresién de X sobre Y: x — 20 = —;1

(y—8) —>x=—-32y+456
Y

La dependencia es fuerte y negativa.

b) y=-02-30+12=6

024 | Utiliza la calculadora para determinar todas las medidas estadisticas.

a)X24235W451342134
Y|5|8|8|7]|6|5]9]|6|7|7|8|9|5]|6]5

a) X =293 Y =673 b) x =246 V=26
0f=182 o2 =197 07 =444 ol =164
ox=1,35 oy=14 ox=211 oy,= 1,28
oy = 0,35 oy = 044
hy =019 ry=0,16
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SOLUCIONARIO 1 2

Estudia la correlacion entre estas variables, utilizando la calculadora para realizar
las operaciones.

X [ 1416|1714 [15][12[13]13 |14 |16
Y |32 (3436|3432 |34|31]36]|38]32

Determina la recta de regresién y razona si tiene sentido estimar el valor de Y
si la variable X toma el valor 18.

X =144 y =339
07 =224 0f =449
oy=2,11 oy=2,12
oy =0,14
ry = 0,03

0,14
Recta de regresion de Y sobre X: y — 339 = E(x —144) -y =0,06x + 33

1

Como la correlacion es casi nula, no tiene sentido estimar el valor de y para x = 18.

Representa la nube de puntos asociada a las siguientes distribuciones bidimensiones.

a) (2,2) 3,6) (5,10) (6,14) (8,19 (9,23) (10,25)
b) (5,2) (6,0) (8, —2) (10,—=7) (11,-=9) (13,-13) (15,—17)
c) (120,60) (122,75) (126,60) (128,90) (130,50) (132,100) (136,70)
d) (7,3) (8,9 9,2 (10,8) (11,5) (12,1 (13,7)
Decide si existe dependencia entre las variables y de qué tipo es.
a) Y Q) Y
1 X A:: 0 130 160X
b) Y d) Y
X
Ay X
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Estadistica bidimensional

027 | Representa la nube de puntos asociada a estas variables bidimensionales, y decide
°07 s hay dependencia entre las variables que las forman.

En caso afirmativo, calificala.

aale|s|o]n]1z|15]16]18 A9 | E [10]112|115{116]118|120]121]124

B |8 [13|13[16]|21[26|28]33 F |40[45|35[40|60[70|45]33

) [ cl1]3]6]7]10]13]17]18] 9|6 |2e]24]23]22]18]15]14]12

D | 25|21 18[20(12|15| 8 |6 H| 8 |12|14 7 10119 |13
a) Ladependencia es fuerte B
y positiva.
_Q
1 2 A
b) La dependencia es fuerte D
y negativa.
s
10 20 ¢
c) No se aprecia dependencia entre F

las variables £y F.

D

Lo

d) No se aprecia dependencia entre H
las variables G y H.
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SOLUCIONARIO 1 2

A partir de los diagramas de dispersion, decide si hay o no dependencia lineal
Yy, en su caso, si es fuerte o débil, y si es positiva o negativa.

a) v

a) No hay dependencia lineal.

X

<)

d)

Y

b) La dependencia lineal es fuerte y negativa.

¢) Ladependencia lineal es débil y positiva.

d) Ladependencia lineal es fuerte y positiva.

Representa las nubes de puntos correspondientes a las variables bidimensionales

definidas por estas férmulas.

a) y=2x+5
b) y=x>+3x

;Qué tipo de dependencia presentan?

a)

Y

/

La dependencia es lineal.

——

L —

—

La dependencia es funcional.
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Estadistica bidimensional

030 | La tabla muestra el nimero de cuadros que han pintado los alumnos de un taller
°“% | sobre paisajes y bodegones.

Paisajes
4 5 6 7 8
Bodegones
4 2 1 0 0 0
5 4 4 3 0 1
6 2 5 4 2 0
8 0 0 3 2 1
."I
a) Determina las tablas de frecuencias
marginales de paisajes y bodegones.
b) Calcula las medias y las desviaciones
tipicas de cada una de las variables.
¢) Usa el coeficiente de variacion para
decidir cual de las dos variables es mas /
dispersa. !
d) Realiza el diagrama de dispersion
correspondiente a la variable
bidimensional.
a) Tabla de frecuencias marginales Tabla de frecuencias marginales
de los paisajes de los bodegones
Xi fi Yi f;
4 8 4 3
5 10 5 12
6 1 6 13
7 8 6
8 2 Total 34
Total 34

b) x =547 y =582
ox=1,15 oy=1,19
o V=021 CV,=0,204
La variable de los paisajes es un poco més dispersa que la de los bodegones.

d) 14
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SOLUCIONARIO 1 2

Construye la tabla de doble entrada que 4
corresponde a esta variable bidimensional,
representada mediante el diagrama
de dispersion.
X
y N X2 (3]4|5]6|7]8|9][10]12]Total
1 oOofojojofo]oO]oOo}|oO0O]n1 0 1
3 olofojo|loflo|1]|O0|lO]O 1
4 Ofo0|]O0O]O0}|O0]1 01 1 1 4
5 ojo|lo|t1]joflo|1]ofoO]|oO 2
6 0|1 0] 0|1 0] 0|1 010 3
7 00|01 0lo0ojojo0o|0]O0 1
8 Tjofl1]olofloflo]o]oO]|oO 2
9 1 o|jofofjoOjO0O|lOJO]O0]O 1
Total [ 2 |1 |1 |21 |1]2]2|2]|1] 15
A partir de este diagrama de dispersion, Y
construye la tabla de doble entrada
correspondiente.
X
y X3 |4|5[6|7]|8]|9]10]Total
1 01 o|jo|lO0OjO0O]0O0]|O 1
3 00|01 OO0 |0]O0 1
4 OO0 0| 0] 0|00 1
5 0|0 |1 1 0|1 0|0 3
6 Tjofjo|1]ofjof1]|o 3
7 oo 1 {o|of 1|11 4
9 oOfo|lO0Of[Of[O0O]|O0]1 0 1
10 ojoflojofofo|oO]1 1
Total 1 1 2 (3|1 2 (3|2 15
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Estadistica bidimensional

033

[ 1 J¢)

034

L2 e

035

[ 1 J¢)

036

ees

Construye la tabla de doble entrada correspondiente, a partir del diagrama de
dispersion, teniendo en cuenta la frecuencia de los datos que figura entre paréntesis.

Y
ot
67T @) 12)
41 @)
©
21 © ©
:1 S

Xl 2]3]4]|5|Total
2 o|lolo|elo] 15
4 9lo|3]ofo]| 12
6 olof3]|o]lo]| 3
7 oloflo]ol12] 12

Total 919 | 6|6 |12 42

Calcula la covarianza y el coeficiente de correlacion para las variables
bidimensionales indicadas en las siguientes tablas.

P 0 1 2 3 4 5 6 7
Q 20 18 17 15 12 10 7 4
90 80 70 60 50 40 30
-5 -7 -8 -1 | =13 | =16 | =17
Opg = —7,22 I'pg = —0,11 ops = 84,29 rss = 0,99

Halla la covarianza y el coeficiente de correlacién correspondientes a estas variables

estadisticas.

T —12 | =14 | =15 | =16 | =18 | =20 | =22

(V) 8 5 3 12 20 10 6

% 24 28 3.2 36 4 44 4.8 52

w 100 | 150 | 220 | 270 | 340 | 400 | 460 | 520
Oy = _3,69 Iy = —0,22 Oy = 127,5 Nw = 0,99

Representa la variable bidimensional cuyos pares de valores son:
(12,2) (8,6)

(8.2

(12, 6)
a) Calcula su covarianzay razona el resultado.

(10,4)

b) Elimina un punto de manera que se mantenga
la correlacion.

a) Oxy = 0

No hay dependencia entre las variables,
por lo que la covarianza es nula.

b) Al eliminar el punto (10, 4), la correlacion

no varia.




SOLUCIONARIO

037 | Construye el diagrama de dispersion correspondiente a la variable bidimensional
°¢° | determinada por los siguientes pares de datos.
(10,20) (16,30) (10,30) (16, 20)
a) Calcula su covarianzay explica a qué se debe el resultado.

b) Afade un punto de manera que

. 14
se mantenga la correlacion. T

a) o=0 57
No hay dependencia entre

las variables, por lo que la covarianza
es nula. 5+

b) Al anadir el punto (13, 15), 2 LTl T Tl Ix
la correlacién no varia.

038 | En la tabla se presentan datos climatolégicos referidos a una ciudad: la temperatura,
°®% | en°C; la humedad relativa del aire, en %, y la velocidad del viento, en km/h.

Dias L M X J Vv S D
Temperatura 22 | 24 | 25 | 24 | 23 | 21 | 20
Humedad 78 | 90 | 80 | 92 | 88 | 74 | 80
Velocidad del viento 1 3 6 4 4 1 0
Determina la covarianza y el coeficiente e

de correlacién de las siguientes variables
bidimensionales.

a) Temperatura—Humedad.
b) Temperatura-Velocidad del viento.
¢) Humedad-Velocidad del viento.

a) Oy = 6,46 Iy = 0,59
b) op =317 rny =093
C) Opy = 6,404 Iy = 0,507

039 | Se ha hecho una encuesta a personas que han tenido un accidente de trafico,
“®" | preguntando por el niimero de meses transcurridos e incluyendo el grupo de edad.

Las respuestas han sido:

Carmen, 35:[60, 70) Jesus, 24:[50, 60)
Teresa, 15:[50, 60) Marta, 12:[30, 40)
Pilar, 12:[50, 60) José, 28:[40, 50)
Esther, 6: [20, 30) Andrés, 3:[20, 30)
Juan, 8:[40, 50) Maria Jesus, 20: [40, 50)
Jacinto, 15:[30, 40) Beatriz, 16:[30, 40)

a) Construye la tabla correspondiente a la variable bidimensional.
b) Representa el diagrama de dispersion.

c) Estudia si hay correlacién entre ambas variables, y determina su coeficiente
de correlacién lineal.
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Estadistica bidimensional

3 PNX[3|6|8|12[15]16]20|24]28]35 | Total
[20,30) | 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2
[30,40) | O 0 0 1 1 1 0|0 0 0 3
[40,50) | O 0 1 01]0 0 1 0 1 0 3
[50,60) | O 0 0 1 1 0 0 1 0 0 3
[60,70) | O 0 0 0 0|0 0 1 1

Total 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 12

b) La correlacion es débil y positiva. C) oy =895

v ry=0,73
a)
10

15 0 X

040 | En la siguiente tabla se han perdido dos datos.

[eRele)

X 23 | 24 | 25 | 27 | 28 | 29 | 33 | 34 | 36
2 4 3 5 Vs 6 7 9 6 8

Se sabe que la media de la primera variable es 28 y la media de la segunda variable
es 5,8. Completa la tabla y determina el coeficiente de correlacién.

%:28—)%:21 7:5,8—>%050

=58—>y;=38

v = 0,802

041 | Se estd estudiando imponer un impuesto a

“°? | las empresas quimicas que sea proporcional

a sus emisiones de azufre a la atmosfera.

Se ha experimentado con varios procedimientos
para medir dichas emisiones, pero no se ha
encontrado ninguno fiable. Finalmente,

se ha decidido investigar algun método indirecto.

Se cree que la emisién de azufre puede estar
relacionada con el consumo eléctrico,

con el consumo de agua o con el volumen de las chimeneas de las fabricas.

Para valorarlo se ha realizado un estudio en un medio controlado. Los resultados
pueden verse en la tabla.

Cantidad de azufre (t) 23 18 1 04106| 3 |05
Consumo eléctrico (kWh) 1.400 | 1.250 | 1.850 [ 600 | 300 | 3.400 | 400
Consumo de agua (f) 100 | 230 | 45 | 50 | 10 | 540 | 22
Volumen de las chimeneas (m®) | 18 16 12 56| 2 4

;Cual de las medidas estadisticas se relaciona de forma mas evidente
con las emisiones de azufre? Justifica la respuesta.
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SOLUCIONARIO 1 2

El volumen de las chimeneas es la variable que mas se relaciona con la cantidad
de emisiones de azufre.

%Y
D

w
o
(]

wn
Per)
D

F‘)
>

W
(e}

Traza a mano alzada, y sin realizar clculos, la recta de regresidn de las siguientes
variables bidimensionales.

a) v

b) v

X

Representa, sin hallar su ecuacién, la recta de regresién correspondiente
a estas variables.

a) v

b) v
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Estadistica bidimensional

L S

044 | Para las variables bidimensionales representadas a continuacion, hemos ajustado
[ Jele) . .z o .
diferentes rectas de regresion a las nubes de puntos correspondientes. Estima
el valor que tendra y en cada una de ellas para un valor de x = 12.

a) Y
y=199%— 0,04
//
///
1 7
5 X
b) Y

| y=-133x+2925

Q) Y

y=035x+13,67

L

;Cudl de las estimaciones te parece mas fiable?
a) y=199-12—-004=2384
b) y=-183-12+42925=729
o y=035-12+1367=1787

La estimacion mas fiable es la del apartado a).
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SOLUCIONARIO 1 2

Determina la recta de regresion de Y sobre Xy la recta de regresién de X sobre Y
correspondientes a estas tablas.

a) X 10 1 12 13 14 15 16 17
Y 20 24 28 30 36 32 42 40

B) | x | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110 | 120
y | =s | —8 | —12] =15 -16] —24 | —20

Ol x| 3] 4] -s|-6]-9]-0]-13
y |80 ] 92 |100] s |7 ] 70| eo

A x |o2]o4]o05]07]08]o09] 1 [12
y |40 [ 50 [120] 70| 40| 40 | 60 | 50

L

X =135 y =315 oy =155
o7 =525 o) = 50,75

Recta de regresion de Y sobre X:

15,5
y—315=——Kx—135 —>y=295x—833
525

1

Recta de regresién de X sobre V-

X— 135 = 222 () _ 315) = x = 031y + 3,74

i

b) X =9 V=—1429  o,=—11533
of =400 of =37722

Recta de regresién de Y sobre X:

J 1 1420 — _ 1533

(x—90) >y=—029%+ 1181

Recta de regresion de X sobre Y:

115,33
X—90=— (y+ 14,29) - x = —3,099y + 45,72
37,22
o x=-714 y =80,86 Oy = 34,48

o7 =1131 o) = 159,37

Recta de regresion de Y sobre X:

34,48
y — 80,86 = W(X +7,14) = y = 3,049x 4 102,63
Recta de regresion de X sobre V:
34,48
X+ 714=——(y—8086) > x= 022y — 24,93
159,37
d) x =071 y =5875 oy =—1,088

oy = 0,099 0} = 63594

Recta de regresion de Y sobre X:

y—5875= —@(X —0,71) > y=—1099% + 66,55
0.099

Recta de regresion de X sobre V:
1,088
x—071=———(y—5875 —-x=—-0,0017y + 0,81
635,94
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Estadistica bidimensional

046 | Encuentra cinco puntos que pertenecen a la recta y = 4x + 6.
0T

a) Calcula el coeficiente de correlacién correspondiente y explica el resultado.

b) Halla las dos rectas de regresién.

Respuesta abierta.

X -2 | -1 0 1 2

<

-2 2 6 10 14

) X=0 y=6 o=v2=141 o,=v32=566

ry=1— La dependencia es lineal.

b) Recta de regresion de Y sobre X:
y—6:%(x—0)ey:4x+6

Recta de regresion de X sobre V.

xfO:ﬁ(yf6)—>x— ]y 3

3 T4
047

Obtén cinco puntos que pertenecen a la recta.
[ X Je)

y=—-20x+10

a) Calcula el coeficiente de correlacion y explica el resultado.

b) Halla las dos rectas de regresién. Razona los resultados obtenidos.

Respuesta abierta.

X -2 | =1 0 1 2

<

50 30 10 | =10 | =30

A X=0 y=10 o=v2=141 o,=+/800=2828

ry = —1— La dependencia es lineal.

b) Recta de regresion de Y sobre X:

40

y— 1O=77( —0)—>y=-20x+10

Recta de regresion de X sobre V:
40 1 1

X—=0=———(y—10) > x=——y+ —
a00 05

O')(\(:8

Oxy = —40
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SOLUCIONARIO

Se cree que el nimero de zorros en una finca esta relacionado con el nimero

de conejos.

En los ultimos anos se han realizado ocho censos de ambos animales,
resultando estos datos.

N.° de zorros 20 [ 32 | 16 | 18 | 25 [ 30 | 14 | 15

N.° de conejos 320 | 500 | 260 | 300 | 400 | 470 | 210 | 240

Si la correlacion es fuerte:

a) Determina las dos rectas de regresion.

b) Estima la cantidad de conejos que habria si hubiera 10 zorros.
¢) ;Cuantos zorros serian si hubiéramos contado 350 conejos?
d) ;Cual de las dos estimaciones es mas fiable?

a) x =2125 y=3375 ox=+/4219 =65 oy=+/10.168,75 = 100,84

oxy=653,13  ry =099 — La dependencia es fuerte y positiva.

Recta de regresion de Y sobre X:

653,13
Y= 3375= S~ —2125) >y = 1548+ 855

1

Recta de regresién de X sobre Y-

653,13
X—2125=—""""(y—3375) = x= 0,064y — 0,35
10.168,75

b) x=10—y=1548-10+ 855= 163,35
En este caso habrifa 163 conejos.

) y=350—-x=0,064-350—0,35=22,05
En este caso serian 22 zorros.

d) Como el coeficiente de correlacién es muy proximo a 1, las dos estimaciones

son bastante fiables.

A lo largo de un dia se han medido la tensidn y el pulso cardiaco de una persona,

tratando de decidir si ambas variables tienen alguna relacion.

Los datos obtenidos se han reflejado en la tabla.

Nivel minimo de tensién 6 | 5 91|14 110|816

9

N.° de pulsaciones por minuto | 60 | 55 | 80 | 40 | 95 | 75 | 55

90

a) Calcula la covarianza, el coeficiente de correlacién y las dos rectas de regresion.
b) Sila correlacion es fuerte, estima las pulsaciones que tendra la persona cuando

su nivel minimo de tensién sea 15.

¢) ¢Qué nivel minimo de tensién se estima cuando las pulsaciones cardiacas

por minuto son 707
d) ;Cual de las dos estimaciones es mas fiable?

e) Dibuja la nube de puntos y la recta de regresion correspondientes.
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Estadistica bidimensional

a) x =713 y = 68,75 ox=+v404 =201 oy=+/323,44 =1798
oy =3544 =098 — La dependencia es fuerte y positiva.

Recta de regresién de Y sobre X:

35,44
y— 68,75 = W(X —713) —y= 8,77x + 6,22

i

Recta de regresién de X sobre V:
x—713= ﬂ(y— 68,75) > x= 0,11y — 0,43
323,44
b) x=15—y=877-15+622=137,77
En este caso tendria 138 pulsaciones por minuto.
0 y=70->x=011-70—-043 =727
Se estima que tendria un nivel minimo de 7.

d) Las dos estimaciones son muy fiables, porque el coeficiente de correlacion
es bastante cercanoa 1.

e) YA
90+
60+

301

050 | Tenemos dos variables bidimensionales representadas por estas nubes de puntos.

[ X Je)

m v a v

T

5 X 5 X

w

a) Elige los coeficientes de correlacion de ambas y razénalo.
—0,92 0,6 0,95 —0,65
b) Ahora decide cudles son las ecuaciones de las dos rectas de regresion
correspondientes.
y=3x+0,2 y=13x+0,9 y=-—0,6x+10 y=-2x+12,6
Justifica la respuesta.

a) El coeficiente de correlacion de las variables representadas en el gréfico |
es 0,95; porque la nube de puntos muestra una dependencia entre las variables
fuerte y positiva. El coeficiente de correlacion de las variables representadas en
el gréfico Il es —0,65; por ser la dependencia entre las variables débil y negativa.
b) La recta de regresion del graficolesy = 1,3x + 0,9; ya que la pendiente
de la recta dibujada es un valor proximo a 1. La recta de regresion del gréfico Il es
y=—06x+ 10, puesto que el valor de la ordenada de la recta representada es 10.
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SOLUCIONARIO

051 | Una empresa estd investigando la relacion entre sus gastos en publicidad
#®° | y sus beneficios (en millones de euros).

Este es un resumen del estudio.

Ano 98 99|00 |01 |02[03|04]05]|06]07
Gastos 2 241 2 28| 3 |32]32|33|35]| 4
Beneficios 1215113 [ 15[ 18 (1919|2020 ] 22

a) Comprueba si existe relacion entre las magnitudes y, si es posible, estima
los beneficios que se obtendran en el afio 2008, si se van a invertir 4,2 millones
de euros en publicidad.

b) ;Qué inversion seria necesaria para alcanzar 30 millones de euros de beneficios?

a) x =294 y=173 o0,=+038=061 0,=41001=316 0,=189
ry = 0,98 — La dependencia es fuerte y positiva.

Recta de regresion de Y sobre X:

1,89
y—173=—K—294) > y=497x+ 2,69
0,38

d

X=42—>y=497-42+ 2,69 = 2356
Los beneficios serfan de 23,56 millones de euros.

b) Recta de regresion de X sobre Y:

1,89
X—294=—"""(y—173) >x=0,19 — 035
10,01

y=30—>y=0,19-30—0,35=535
La inversion tendrfa que ser de 5,35 millones de euros.

052 Maria y Diego viven en la misma calle, pero en aceras opuestas. Los dos tienen
un termdémetro en su balcén y, como Maria cree que el suyo esta estropeado,
deciden tomar la temperatura exterior, en °C, durante una semanay a la misma
hora del dia.

Han anotado los resultados en una tabla.

Diego 22 24 25 27 18 20 21
Marfa 18 20 18 17 20 21 16

a) ¢Crees que las dos variables estan relacionadas? ;Y opinas que deberian estarlo?

b) Razona si con estos datos se puede obtener alguna conclusién sobre
el termémetro de Maria.

a) x =2243 y =1857 o0x=286 oy=169 ox=-—2097
ry = —0,43 — La dependencia es débil y negativa.

Las dos variables estan poco relacionadas, pues al estar los termémetros
en lados opuestos de la acera reciben distinta exposicion solar.

b) Como la dependencia es débil no se puede concluir nada sobre el termdmetro
de Marfa.
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Estadistica bidimensional

053 | Se ha medido el peso, X, y la estatura, Y, de los alumnos de una clase. Su peso medio
°®“ | ha sido de 56 kg, con una desviacion tipica de 2,5 kg.

La ecuacion de la recta de regresiéon que relaciona la estatura y el peso es:y = 1,8x + 62
a) (Qué estatura puede estimarse en un alumno que pesa 64 kg?

b) Y siunalumno pesara 44 kg, ;cudl seria su altura?

¢) ¢Cudl esla estatura media de los alumnos de esa clase?

d) La pendiente de esa recta es positiva. ;Qué significa esto?

A x=064—>y=18-644+62=1772
El'alumno medird 1,77 m.

b) x=44—>y=18-444+62=141.2
En este caso medird 1,41 m.

o y=18-564+62=1628
La estatura media es 1,63 m.

d) Sila pendiente es positiva, entonces la correlacion entre las variables también
es positiva, es decir, cuando los valores de una variable aumentan, los valores
de la otra variable también lo hacen.

054 | Daniel afirma que si una nube de puntos es de una recta, el coeficiente de

°®" | correlacién siempre vale 1 0 —1. Como Eva no esté de acuerdo, Daniel prueba con
los puntos de la recta cuya ecuacién es y = —5x + 20, y Eva hace lo mismo
con los puntos de y = 2x —x2.

;Quién tiene razén? ;Por qué?

Siy = —5x 4 20, entonces algunos de los puntos son:

X -2 | -1 0 1 2
Y 30 25 20 15 10

XxX=0 y=20 oy=141 o0,=707 o,=-10

rv= —1— La dependencia es lineal.

Siy = 2x — X%, no es una recta, y algunos de los puntos son:
X -2 | =1 0 1 2
Y -8 -3 0 1 0

720 y:fz GX:1,41 O'y:3,29 0')(\/:4
vy = 0,86 — La dependencia es débil; por tanto, Eva no tiene razén.

055 | Un equipo de alpinistas que escal6 una montafa, midio la altitud
““" | ylatemperatura cada 200 metros de ascension. Luego reflejé
los datos en estas tablas.

Altitud (m) 800 |1.000 | 1.200 | 1.400 | 1.600 | 1.800 | 2.000
Temperatura (°C) | 22 20 17 15 1 9 8
Altitud (m) 2.200 | 2400 | 2.600 | 2.800 | 3.000 | 3.200
Temperatura (°C) 5 3 2 2 2 1
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SOLUCIONARIO

a) Toma las diez primeras medicionesy, si la correlacion es fuerte, calcula la recta
de regresién de la temperatura sobre la altitud.

b) Estima la temperatura que habra a los 1.900 metros de altitud.
¢) ¢Qué temperatura se estima a los 3.200 metros? ;Como explicas las diferencias?

a) x =1700 y =112 o0x=57446 0,=669 0y =—3.820
rny = —099 — La dependencia es fuerte y negativa.

Recta de regresion de Y sobre X:
3.820
330.000
b) x=1900—y=—0,012-1.900 + 31,6 =838
La temperatura estimada es de 8,8 °C.

y—112=- (x—1.700) >y = —0012x+ 31,6

€ x=3200—=y=-0012-3200+316=—-68

La diferencia se debe a que el valor no estd incluido en el intervalo [800, 2.600],
formado por los datos que se han utilizado para calcular la recta
de regresion.

056 | Elalcalde de un pueblo ha constatado una reduccion del nimero de nacimientos
[ Jeke) .~ . .
de nifios, y ha encargado realizar un estudio.

Afo 86 | 89 | 92 | 95 | 98 | 01 04 | 07
Nacimientos 50 | 54 | 40 | 33 | 34 | 23 21 17

a) ¢Puede establecerse, de forma fiable, una formula que relacione el afio
con el numero de nacimientos?

b) ;Cudntos nacimientos pueden estimarse en 2008? ;Y en 2010? ;Qué puede
estimarse para 2050?

¢) ¢Esfiable esta ultima estimacién? Razona la respuesta.

Al x| ol 3|6 o |1n2]15]18]2
y | 50| sa|a|33][3a]23]2]17

X=105 y =34 o0y=687 o0y=1261 ox=—8363

ny = —0,97 — La dependencia es fuerte y negativa, por lo que puede utilizarse
la recta de regresién para relacionar las dos variables.

b) Recta de regresion de Y sobre X:
863
47,25
En el afno 2008 se estiman: x =22 —y = —1,77 - 22 4+ 52,59 = 13,65 nacimientos
Enelano 2010 se estiman: x =64 — y= —1,77 - 64 + 52,59 = —60,69 nacimientos
Para el aflo 2050 se estiman —60 nacimientos.

y—34=— (x—105)—>y=—177x+ 52,59

c) No es fiable, ya que el afio 2050 esta muy alejado del rango de afos estudiados
en la regresion.
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Estadistica bidimensional

057 | En una empresa se esta estudiando el nimero de dias de baja por enfermedad, Y,
°“? | de cada uno de sus empleados en el tltimo afio. Para compararlo con la antigiiedad,
X, de los empleados dentro de la empresa, se ha elaborado la siguiente tabla.

X 2 | 3| 4] s
0 6 | 12| 8] 3 |o
2 4 | 5| 3] 2 1
3 0 1 3] 21 o
5 0 2 | 2 1
9 ol o] ol o 1

a) Calcula las medias y las desviaciones tipicas de las distribuciones marginales.
b) Determina la covarianzay el coeficiente de correlacion.
¢) Hallalarecta de regresion de Y sobre X'y estima, si es fiable, el nimero de dias

de baja que puede esperarse en un empleado con 6 afios de antigiiedad
en la empresa.

a) Tabla de frecuencias marginales Tabla de frecuencias marginales
de los afos de antigiedad de los dias de baja
X; f; Yi fi
1 10 0 29
2 18 2 15
3 16 3 6
4 9 5 5
5 3 9 1
Total 56 Total 56
X =2,59 Y =146
o= 1,11 oy =189
b) on=1,02 Iy = 0,49
., 1,02
¢) Recta de regresion de Y sobre X:y — 1,46 = L(x —2,59) > y=083x— 0,69

i

La dependencia es débil, por lo que la estimacidn no es fiable.

058 | Un inversor bursatil quiere predecir la evolucion que va a tener el indice de la Bolsa
“*" | de Madrid (IBEX).

Ha concluido que lo que sucede con el IBEX un dia es lo que le sucede a la cotizacion
de la empresa AW&B el dia anterior.

Investiga si esto es correcto, a partir de sus cotizaciones durante una semana
y los valores alcanzados por el IBEX al dia siguiente.

Dia 10 2° 3° 4° 5° 6.° 7°
AW&B | 218 23,4 19,6 194 184 199 19,2

Dia 2° 3° 4.° 5° 6.° 7° 8°
IBEX 12560 | 12720 | 11.580 | 11.420 | 10930 | 11.450 | 11.480




SOLUCIONARIO

a) ;Qué cotizacién tendra AW&B el dia anterior al dia
en que el IBEX alcance los 14.000 puntos?

b) Siun dia AW&B tiene una cotizacion de 24 euros,
;qué valor podemos esperar que alcance el IBEX
al dia siguiente?

X =2024 y =11.734,29
oy=~277 =166  o,=+/366809,62 = 60565
0 = 977,26

ry = 0,97 — La dependencia es fuerte y positiva.
a) Recta de regresion de X sobre V.
977,26

~ 366:809,62
y = 14000 — x = 0,0027 - 14000 — 11,44 = 26,36

x — 20,24 (y —11.734,29) > x = 0,0027y — 11,44

b) Recta de regresion de Y sobre X:

977,26
y— 1173429 = ——=(x = 2024) >y = 3528x — 459362

’

X=24—y=3528-24—-4593,62 =3873,58

059 | Encuentra el coeficiente de correlacién de la variable bidimensional cuyas rectas
de regresioén son:

- Rectade YsobreX: 2x—y—1=0
« Rectade XsobreY: 9x —4y —9=0
a) Halla la media aritmética de cada una de las variables.
b) ;Podrias calcular la desviacion tipica de Y sabiendo que la de la variable X

est?
KNy —-1=0>y=x—-1-22 =255, = |20
oy’ 2
K —dy—9=0ox—dy 1 A 3o
9 oy’ 9 2
o 2\/?20/94

Ly = X =
Ox Nox 3

2 2
a) Las rectas de regresion se cortan en el punto (x, y).

2X—y—=1=0

—5y=9
9x—4y—9:0}ﬁx y

Entonces, resulta que: x =5,y =9

b) cxzﬁﬁ%:2ﬁowz4—>cy:%:3
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060 | Setiene la siguiente variable bidimensional.

®0C

Investiga lo que sucede con la covarianza y el coeficiente de correlacién en cada caso.

X 3

5

8

9 10 12 15

Y 2

3

7

4 8 5 8

a) Sumamos 10 a todos los valores de la variable X.

b) Sumamos 10 a todos los valores de la variable X'y de la variable Y.

¢) Multiplicamos por 4 todos los valores de la variable X.

d) Multiplicamos por 4 todos los valores de la variable X'y de la variable Y.

X =886 ¥ =529 Oy = 6,42
Ox= NV 14707 = 3,75 Oy =\~ 5702 = 2,24 Iy = 0,76
a [ x 13 s | 18| 19] 20] 2] 25
y 2 3 7 4 8 5 8
X =886+ 10=18286 oy = 6,42
oy =375 ry =076
b | x 13 | 15 | 18 | 19 ] 20| 2| 2
y 2 | 13 17| 14| 8| 15 | 18
Y =529+ 10 = 1529 Oy = 6,42
oy =224 ry =076
a x 12 | 20 | 32| 36 | a0 | 48 | o0
y 2 3 7 4 8 5 8
X =886-4=23544 Oy =642 - 4 = 2568
oy=375-4=15 ry =076
d x 12 | 20 | 32 | 36 | 40 | 48 | 60
y 8 12 | 28| 16 | 32 ] 20| 3

y =529-4=21,16
oy=224-4=2896

061 | Investiga sobre las siguientes cuestiones.
[ X Je]

oy =642-16=10272
Iy = 0,76

a) ¢Es cierto que el signo de las pendientes de las dos rectas de regresién de una

variable bidimensional es siempre igual?

b) ;Qué sucede si las dos rectas de regresion tienen la misma pendiente? ;Cémo es

la correlaciéon?

a) Escierto, porque el signo de las pendientes de las rectas de regresion coincide
con el signo de la covarianza en ambas.

b) Como las dos rectas pasan por el punto (x, y), si tienen la misma pendiente,
entonces son coincidentes. Por tanto, la dependencia entre las dos variables
unidimensionales es lineal.

La correlacion esiguala 10 0.
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SOLUCIONARIO

062 | El dangulo que forman las dos rectas de regresion de una distribucion bidimensional
L1 3e) . . .z
es mayor cuanto menor sea el coeficiente de correlacion.

Vamos a comprobarlo estudiando las dos magnitudes en estas distribuciones.

10 12 14 16 18
8 1 9
10 12 14 16 18
10 12 14 16 18
6 6,5 8,5
;:14 y:4:6 O'XV:_O,4

oy=+/8 =283 o, =+1,55 =124 Fy=—0,11

0,4

Recta de regresion de Y sobre X:y — 4,6 = f?( —14) —>y=-005x+53
,, 0,4
Recta de regresion de X sobre V:x — 14 = ———(y — 4,6) > x = —0,26y + 15,2
1,55
El dngulo que forman las rectas es:
cos o = 0,26 + 0,05 =029 - o = 72°33'48"
JE 4005 - \(=0,267 + 7
y =6 oy=+28 =167 Oxy = 3,2 ry = 0,68
. 3,2
Recta de regresiéon de Y sobre X:y — 6 = ?(x —14) > y=04x+ 04
. 3.2
Recta de regresion de X sobre Y: x — 14 = E(y —6)—>x=114y+7,16
El dngulo que forman las rectas es:
cosa = 11404 =045 — a = 63°3'30"

JP+047 - 114 4 (<1
y: 7 Oy =4/ 2,4 = 1,55 O')(y:4,2 Iy = 0,96

4,2

Recta de regresion de Y sobre X.y — 7 = 8 (x—14)>y=053x—042

i

Recta de regresion de X sobre Y: x — 14 = 2 (y—7)—>x=175y+ 1,75

1

El dngulo que forman las rectas es:

cosa = 175+ 053 = 0,99 = o = 1°49'16"

JP+053 1,75 + 7
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063 | Se ha realizado un test de memoria, X, y otro test de atencion, Y, a varios alumnos
#®° |y se han reflejado los resultados en esta tabla.

y X [0,10) | [10,20) | [20,30) | [30,40) | [40,50)
[0, 10)
[10, 20) Beatriz Jesus Marta
) Maria )
[20, 30) Daniel Esther Miguel
30, 40) Elena | 226N | s
Carmen
[40, 50) Diego

a) Calcula la covarianzay el coeficiente de correlacion.

b) Determina las dos rectas de regresion.

c) Siesfactible, estima qué puntuacién
obtendra Andrés en memoria,
si ha obtenido 33 en atencién.

d) Sies factible, estima qué puntuacién
obtendra Eva en atencion, si ha obtenido
27 en memoria.

P Yi| 5|15 | 25|35 |45 | Total
5 ojlojofo|o]| o
15 1|1 {1]oflof| 3
25 of1(2f1]0]| 4
35 oflof| 1|1 |1] 3
45 0o 10| 1
Total | 1] 2[4 [3 |1 1
a) x =2591 y =2682 oy = 71,0038

ox=+/117,31 =10,83 oy=+/8751 =935 Iy =07

b) Recta de regresion de Y sobre X:

71,0038
y—2682=———(x—2591)—>y=061x+ 11,01

i

Recta de regresién de X sobre V.

71,0038
x— 2591 = WO/_ 26,82) - x =081y + 4,19

1

Q) y=33—->x=081-334+419=3092

d) x=27—->y=061-27+1101=2748
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SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

Halla la relacién existente entre el coeficiente de correlacion lineal de una
distribucion bidimensional y las pendientes de sus rectas de regresion.

Comprueba el resultado obtenido para estos datos.

10 | 1316 | 14 | 17 | 18 Y4
Y 3 6 7 8 no| n

Las pendientes de las rectas de regresion son:

2..
me =20 56, = |20 T /
oy’ m, bbb —
2/ X
m, = O xy Soy = O xy
oy’ my
Entonces, resulta que: ry = —2— = Oxr =my-my
Ox * Oy O xy ) O xy
my my
X = 14,67 y =767 oy = 6,98
Ox= 7/12 = 2,67 Oy = 7/84 = 2,8 Iy = 0,93
6,98

Recta de regresion de Y sobre X:y — 7,67 = ﬁ(x — 14,67) = my,= 0,98
5 6,98
Recta de regresion de X sobre V. x — 14,67 = a(y —7,67)—> my=0,.89

mx' my: 0,93 !

Discute si es posible que la recta de regresién de X sobre Y'y la recta de regresion
de Y sobre X sean paralelas. ;Y perpendiculares?

No es posible que sean paralelas, ya que tienen siempre un punto comun: (x, y)
Son perpendiculares si la correlacién es nula.

Investiga sobre cémo varia el coeficiente de correlacién entre dos variables estadisticas
cuando multiplicamos los datos relativos a una de ellas por una cantidad constante, k.
¢Y si las multiplicamos por la misma constante? ;Qué sucederia si multiplicamos
cada variable por una constante distinta?

Al multiplicar los datos de una variable por una cantidad constante k, sus medidas
estadisticas verifican que:

Sk — K 6K R K — X
i=1 — i=1 — — kz . 0)(

N N N

JK? 0% =k oy
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Estadistica bidimensional

Entonces la covarianza entre las dos variables es:

Zn:f;'kxl'y/ k'iﬁ'xr')// if;'xl'y/
’:‘T—}&-Y: = —k?-?:k’:*T—Y-y =k-oy
Asi, el coeficiente de correlacion es:
k- oy . Ox
= = Ixy
k-oy-oy Oy ' Oy

Si'se multiplican los datos de las dos variables por la misma constante
entonces el coeficiente de correlacion es:

2
k? - oy _ Ox
= = Iy
k'()')(‘k'o'y Oy " Oy

Y si multiplicamos la segunda variable por un constante m:

k-m-ox O xy
= = Ny
k'O')(‘m'O'y Oy Oy

067 | Demuestra que el coeficiente de correlacion de dos variables estadisticas no varia
si a cada valor de las dos variables se les suma o resta un mismo nimero.

Utiliza esta propiedad para calcular el coeficiente de correlacién de las siguientes
variables estadisticas.

2001 | 2.002 | 2003 | 2.004 | 2.005
Y 7390 | 7350 | 7240 | 7.210 | 7.110

Si se suma un valor ¢ a cada valor de una variable estadistica, entonces la media
de los datos obtenidos es:

if/-(x/w%) iﬁ‘x,Jan)f,-c iwaHrC-if,-
i=1 i=1 i=1 __ =1 i=1

N N N
Sf X AN
i=1

N

La varianza de estos datos verifica que:

Sl - F+F -l — X

= = Oy
N N
Por tanto, la desviacion tipica también coincide.
La covarianza entre las dos variables es:
n n n
i+ 09y Sheoxi-yi+Xfcoy
i=1 _(;_i_c)_y:r:W i=1 _;y_cy:
N N
n n
Zf;'X/'y/+C'Zﬁ'y:
:r:W i=1 _}y_cy:
N
Zn:fl c Xt J//
i=1

=————+cy-X-y—c Y=oy
N
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SOLUCIONARIO

Asf, el coeficiente de correlacion es igual que el de las variables iniciales.
Del mismo modo, si se suma o se resta un mismo numero a las dos variables
el coeficiente no varia.

En dos estudios realizados sobre los datos de una variable bidimensional, las rectas
de regresion fueron las siguientes.
En el primer estudio, la recta de regresién de Y sobre Xes: 8x —3y —61 =0
y larectade XsobreYes:x —y + 18 =0.
Y en el otro estudio, las rectas de regresion son, respectivamente:
8x—5y4+20=0 5x—2y—10=0
Si conocemos x =23,y =41y r=0,8 comprueba cual de los estudios es vélido.
8 —3y—61=0 8 —5y+20=0
4 - x =23,y = 41 4 > x=10,y =20
X—y+18=0 5 —2y—-10=0

El primer estudio es el correcto, ya que las rectas se cortan en el punto (x, y).

Sean dos variables estadisticas X e Y. Sabemos que:

« Larecta de regresion de Y sobre X pasa por los puntos (1, 3) y (2, 5).
« Larecta de regresion de X sobre Y tiene pendiente m = 3y su ordenada
en el origen es 2.

- Lavarianzade Yes 3.

Calcula las medidas estadisticas de cada una de las variables estadisticas
y el coeficiente de correlacién.

La recta que pasa por los puntos (1, 3) y (2, 5) tiene como ecuacion: y = 2x + 1
La ecuacion de la otrarectaes:y = 3x + 2

X —y+1=0 N
X—-—y+2=0
X =-1
Entonces,resultaque:{ :
y=-

El coeficiente de correlacion es igual a la raiz cuadrada del producto de la

pendiente de la recta de regresion de Y sobre X por la inversa de la pendiente de la

recta de regresion de X sobre Y
1 Oxy  Oxy Oxy
o [
m (0% Oy Ox Oy

Por tanto, tenemos que: r = , |2 % =08164

El sistema de ecuaciones formado por las dos rectas de regresion es:

Oxy
X 9
2 2
Oy o
) %—522-3—)05260%%0y:\/gcx
Oy -3 (o
O xy

1
Como la varianza de Y es 3:0% = 5
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3 Probabilidad

LITERATURA Y MATEMATICAS

El curioso incidente del perro a medianoche

El senor Jeavons decia que a mi me gustaban las matematicas porque
son seguras. Decia que me gustaban las matematicas porque consisten
en resolver problemas, y esos problemas son dificiles e interesantes,
pero siempre hay una respuesta sencilla al final. Y lo que queria decir
era que las matematicas no son como la vida, porque al final en la vida
no hay respuestas sencillas.

Eso es asi porque el sefior Jeavons no entiende los nameros.

He aqui una famosa historia llamada El Problema de Monty Hall, que
he incluido en este libro porque ilustra lo que quiero decir.

Habia una columna titulada «Pregtintale a Marilyn» en una revista lla-
mada Parade, en Estados Unidos. Y esa columna la escribia Marilyn
vos Savant y en la revista se decia que tenia el mayor coeficiente inte-
lectual del mundo segun el Libro Guinness de los Récords. En la colum-
na respondia a preguntas sobre matematicas enviadas por los lectores.
En septiembre de 1990 envio la siguiente pregunta Craig E Whitaker,
de Columbia, Maryland [...]:

«Estas en un concurso en la television. En este concurso la idea es ga-
nar como premio un coche. El locutor del programa te ensenia tres
puertas. Dice que hay un coche detras de una de las puertas y que de-
tras de las otras dos hay cabras. Te pide que elijas una puerta. Tu eli-
ges una puerta, que no se abre todavia. Entonces, el locutor abre una
de las puertas que t no has elegido y muestra una cabra (porque él
sabe lo que hay detras de las puertas). Entonces dice que tienes una
ultima oportunidad de cambiar de opinion antes de que las puertas se
abran y consigas un coche o una cabra. Te pregunta si quieres cambiar
de idea y elegir la otra puerta sin abrir. ;Qué debes hacer?».

Marilyn vos Savant dijo que siempre debias cambiar y elegir la ultima
puerta, porque las posibilidades de que hubiese un coche detras de
esa puerta eran de 2 sobre 3.

Pero, si usas la intuicion, decides que las posibilidades son de 50 y 50,
porque crees que hay igual ntumero de posibilidades de que el coche
esté detras de cualquiera de las puertas.

Mucha gente escribio a la revista para decir que Marilyn vos Savant se
equivocaba, incluso después de que ella explicara detalladamente por
qué tenia razon. |[...]

Mark HADDON

Demuestra que la respuesta correcta a El problema de Monty Hall
es la que dio Marilyn vos Savant.

Sila puerta elegida tenia una cabra detrds, y esto ocurre en dos
de los tres casos, hay dos posibilidades: mantener la opcion

y ganar una cabra, o cambiarla y elegir la otra puerta

(la que no se ha abierto), donde estara el coche.

Sila puerta elegida tenfa detras el coche también hay dos
posibilidades: mantener la opcién y ganarlo, o cambiarla
y elegir la otra puerta, en la que hay una cabra.

Por tanto, si se cambia de puerta dos de las tres veces se gana
el coche.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Calcula el resultado de estas operaciones.

a) 10- 9'
b) 10! —
4 4'+5I
d) 10!
a) 10-9'=10!'=3.628.800
b) 10l —9=9!.(10 — 1) =9!-9=3.265920

Q) 4l4+51=4.(1+5=4.6=144
d) 10!- 9= 1.316.818.944.000

002 | Haz estas operaciones.

[+t @ [+(5)-6)-C)

10) (9 (10
()+(d @ 32(7)
|
a)7+7:8:8:876:56
4] (5) (5) s51.31 3.2.1
| | .Q9.8. . Q.
o [10] [9]: L :10987+987:210+84:294
6 6) 6l-41 6.3 4.3.2.1 3-2-1

51 (10) (8] (9 _ & 101 8| o
) [4]+[5]_[7]_[3]74!-1!+5!»5! 701 3.6l

=54 252 -8 -84 =165

) EO:[WIO] =2"9=1024

i=0

003 | Hemos alquilado un palco en el teatro con 6 asientos. ;De cuantas formas podemos
sentarnos mis padres, mi hermanay yo?

I
\/6,4:%:6-5‘4-3:360formas

004 | Con 14 bolas rojas, 13 azules, 12 naranjas y 11 blancas, jcuantos collares diferentes
de 10 bolas podemos hacer?

VRsq 10 = 50™ collares

005 | ;Cuéntas formas hay de ponerse 5 anillos, uno en cada dedo de la mano?

P, = 5! = 120 formas
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006 | Con 4 botes de pintura: amarilla, azul, roja y blanca, ;cuantas mezclas de dos colores
puedes realizar?

4!
Cy, = —— = 6 mezclas
2021

ACTIVIDADES

001 | Describe tres experimentos aleatorios y otros tres deterministas.

Respuesta abierta.

Experimentos aleatorios: lanzar una moneda y anotar el resultado de la cara
superior; extraer una de las cinco bolas distintas de una urna y anotar su color,
y hacer girar una ruleta numerada del 1 al 7 y anotar el nimero

en el que se detiene.

Experimentos deterministas: hallar el volumen de agua desplazado por un objeto
en un recipiente; medir el tiempo necesario para realizar un trayecto

a una velocidad constante, y calcular la altura alcanzada por un proyectil

lanzado verticalmente.

002 | Indica los sucesos elementales y el espacio muestral de cada uno
de los experimentos aleatorios de la actividad anterior.

Respuesta abierta.

Los sucesos elementales del primer experimento son: {cara} y {cruz}

El espacio muestral es: £ = {cara, cruz}

Los sucesos elementales del segundo experimento son: {blanca}, {amarilla}, {azul},
{rojaty {negra}

El espacio muestral es: £ = {blanca, amarilla, azul, roja, negra}

Los sucesos elementales del tercer experimento son: {13}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} y {7}

El espacio muestral es: £ ={1,2,3,4,5,6, 7}

003 | Halla experimentos aleatorios que tengan:

a) Cuatro sucesos elementales.
b) Seis sucesos elementales.

Respuesta abierta.
a) Lanzar un dado tetraédrico y anotar el resultado de la cara inferior.

b) Elegir una de las tarjetas de un sobre en el que hay una tarjeta de cada uno
de estos colores: amarillo, naranja, verde, azul, violeta y marrén.

004 | Razona por qué no se puede encontrar ningln experimento aleatorio con un solo
suceso elemental.

Si'solo hay un suceso elemental, entonces el espacio muestral tiene un Unico
elemento, es decir, solo hay un resultado posible. Por tanto, el experimento
es determinista, y no aleatorio.
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005 | Con ayuda de un diagrama de arbol, calcula el espacio muestral asociado
al experimento aleatorio que consiste en lanzar tres monedas y anotar el niUmero
de carasy cruces.

Cara——CCC

Cruz ——8M8 X
Cara—XC
Cruz——CXX
Cara —XCC
Cruz ——XX
Cara———XXC
Cruz ——XXX
El espacio muestral es: £ = {CCC, CCX, CXC, CXX, XCC, XCX, XXC, XXX}

Cara
Cara

Cruz

Cruz

s

Cruz

AL

006 | En el experimento aleatorio que consiste en lanzar 3 monedas,
encuentra dos sucesos compatibles y dos incompatibles.

Escribe dos sucesos seguros y dos imposibles.

Respuesta abierta.

Dos sucesos compatibles son: «Obtener cara en una moneda» y «Obtener cruz
en una moneda.

Dos sucesos incompatibles son: «<Obtener tres caras» y «Obtener cruz
en una moneda.

Dos sucesos seguros son: «Obtener cara o cruz en cada moneda»
y «<Obtener 0, 1,2 0 3 cruces».

Dos sucesos imposibles son: «Salir un nimero par» y «Salir un as».

007 | Al extraer una carta de una baraja espanola, expresa estos sucesos en forma
de uniones e intersecciones.

a) A= «Saliruna figura de copas» b) B = «Salir una sota o bastos»

a) A ={Salir la sota de copas} U {Salir el caballo de copas} U {Salir el rey de copas}
b) B = {Salir una sota} U {Salir una carta de bastos}

008 | Pon un ejemploy comprueba las siguientes igualdades.
a) ANBUC)=(ANBUANQO) b) AUBNC)=(AUB N(AUC)

Respuesta abierta.
En el experimento que consiste en lanzar un dado consideramos los sucesos:
A=1{1,246} B={1,2,3} C={1,3,5}
a ANBUC)=AN{1,235={1,2
ANBHUANO ={1,2u{}=1{1,2
b) AUBNC)=AU{,31=11,234,6}
AUBNAUC)=1{1,23461N{1,23,4,5 6} ={1,23, 4,6}
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009 | Lanzamos 2 monedas y contamos el numero de caras.
a) Describe el espacio muestral.
b) ;Podrias asignarle alguna probabilidad a los sucesos elementales?

a) Elespacio muestral es: £ ={CC, CX, XC, XX}

b) La probabilidad de obtener una cara o una cruz en una moneda es igual.
Repartimos la probabilidad total entre los sucesos elementales y obtenemos:

PCC) = PO = -
4 4

POC) = PO0) = -
4

010 | En un llavero hay 3 llaves de las que solo una llave abre un cofre.
a) ;Qué probabilidad hay de abrir en un intento?
b) ;Y de abrir en tres intentos o menos?

1
a) P(Abriren unintento) = g

b) P(Abrir en tres intentos o menos) = 1

011 | Se lanza un dado de 6 caras donde hay marcados tres 1, dos X y un 2.
Calcula la probabilidad de estos sucesos.
a) «Salir 1» b) «Salir X» c) «Salir 2»

a) P(Salir 1) = X b) P(Salir X) = 1 c) P(Salir 2) = £
2 3 6

012 | De 20 alumnos hay que elegir a 3 representantes para formar un grupo de trabajo.

Calcula la probabilidad de que los representantes sean Marta, Julia y Rodrigo.
| .19 .
Cops = 20! _ 20-19-18 — 1140
30171 3-2-1

P(Salir Marta, Julia y Rodrigo) = ﬁ: 0,00088

013 | En una empresa de rodamientos tienen una maquina que fabrica arandelas.

Disefia un método para calcular la probabilidad de que la maquina fabrique
una arandela que sea defectuosa.

Se examina un numero grande de arandelas para ver cudntas son defectuosas

y se apuntan las frecuencias absolutas. Se calculan las frecuencias relativas

para observar su tendencia y asignar la probabilidad de que la maquina fabrique
una arandela defectuosa.
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014 | Allanzar un dado se han obtenido estos resultados.

1 2 3 4 5 6 Resultados f; h;

f; 51 48 52 50 49 | 102 1 51 0,14

{Qué conclusién puedes deducir? 48 014

52 0,15

La frecuencia relativa del Ultimo valor es

. . 50 0,14
aproximadamente el doble de las demés;

por tanto, el dado esté trucado de modo 49 014

|| M|l wW|N

que el suceso «Salir 6» tenga el doble de 102 0,29

probabilidad que el resto de los sucesos N =352

elementales.

015 | SiP(A)=0,2; P(B)=0,7y P(ANB) = 0,1; calcula.
a) P(AUB) b) P(A UB) ) P(A—B) d) P(B—A)

a PAUB) =PA) +PB) —PANB=02+07-01=08

B =PANB=1-PANB=1-01=09
)

b) P(AU
B,

B =PANB =PA —PANB =02-01=01

) PA
d) PB

@)
©

A=PBNA=PAUB=1-PAUB) =1-08=0,2

016 | Razona las siguientes afirmaciones.
a) SiP(A)=0,6yP(B)=0,45;los sucesos Ay B son compatibles.
b) SiP(A)=0,6yP(B)=0,4; Ay Bson contrarios.
a) PA)+ PB)>1—PANB) #0— Ay B son sucesos compatibles.
b) P(A)+ PB)=1—PA) =1—PB) — Ay B son sucesos contrarios.

017 | En una oficina hay 8 chicos y 9 chicas. De ellos, 4 chicos y 6 chicas llevan gafas.
Si escogemos una persona al azar, calcula la probabilidad de que:

a) Seachica, sabiendo que lleva gafas.  b) Lleve gafas, sabiendo que es chico.

A = «Ser chica» B = «Ser chico» G = «Llevar gafas»
) UG =2 =3 o) PGB =t =
10 5 8 2

018 | En un panel electrénico hay 4 interruptores, de los que solo uno de ellos enciende
una luz. Halla la probabilidad de acertar con el interruptor correcto:

a) En el primer intento. c) En el tercerintento.
b) En el segundo intento. d) En el cuarto intento.
1 — = 1
a) PA)=— Q PA/ANA)=—
4 2
N ’| I N -
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019 | En una oficina hay 8 chicos y 9 chicas. De ellos, 4 chicos y 6 chicas llevan gafas.
Si escogemos un trabajador al azar, calcula las siguientes probabilidades.

a) Seachicay no lleve gafas.
b) No lleve gafas y sea chico.

A = «Ser chica» B = «Ser chico» G = «Llevar gafas»
a) PANG) =PA) - PG/A = 233

17 9 17
b) PGB =PG)-PBG) =L & =2

7 7 17

020 | En un panel electrénico hay 4 interruptores, de los que solo uno de ellos enciende
una luz. Consideramos el experimento aleatorio que consiste en anotar el nimero
de interruptores que necesito pulsar para encender la luz. Describe el espacio
muestral y calcula la probabilidad de cada uno de los sucesos elementales.

E = {un conmutador, dos conmutadores, tres conmutadores, cuatro conmutadores}

P(un conmutador) = P(A;) = i

P(dos conmutadores) = P(A, N AJA,) = ER = ]
4 3 4
3 2 1 1
P(tres conmutadores) = P(A N AQ/A N A3/A N Az) _ ===
4 3 2 4
P(cuatro conmutadores) = P(A, N A/A, N A3/A N AN A4//-\7 AN X)
_3.2. 1,1
4 3 2 4
021 | Completa la siguiente tabla de contingencia, 2 || Ne e
explicando cémo obtienes los datos gl 0
que faltan. ombre 60 >0 0
Mujer 45 45 90
60 + 45 = 105 fumadores
105 95 200
60 + 50 = 110 hombres

200 — 110 = 90 mujeres
90 — 45 = 45 mujeres que no fuman
50 4 45 = 95 no fumadores

022 | Utilizando la tabla de la actividad anterior, calcula las siguientes probabilidades.
a) Al elegir una persona, ;qué probabilidad hay de que sea fumadora?
b) ;Cudl es la probabilidad de que una persona escogida al azar no fume y sea mujer?
c) Silapersonafuma, ;qué probabilidad hay de que sea un hombre?

A = «Ser hombre» B = «Ser mujer» F = «Ser fumador»
) A =2 2L pEng =2 =0 g = Lt
200 40 200 40 105 7
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El porcentaje de tornillos defectuosos y del total

SOLUCIONARIO

de produccion, que fabrican tres maquinas,
viene recogido en la siguiente tabla.

M, M, M;
Produccién | 40% | 25% | 35%
Defectuosos | 2% | 5% | 3%

Halla la probabilidad de que un tornillo sea
defectuoso.

P(D) = PIM)PDIM,) + PIM)P(D/M,) + PIM)P(D/Ms) =
=04-002+025-005+40,35-003=0,031

Disponemos de dos urnas, que contienen bolas de colores. La primera urna, U;,

contiene 2 bolas blancasy 12 negras, y la segunda urna, U,, tiene 3 bolas blancas

y 10 negras.
Si escogemos una urna al azar y sacamos una bola:

a) ;Cuadl es la probabilidad de que resulte de color negro?

b) ;Y de que resulte de color blanco?

1 12 1 10 74
a) PIN) = PUDPINIU) + PUDPIN/U) = — -~ 4 — - — =
2 14 2 13 91
1 2 1 3 17
b) PB) = PU)PB/U,) + PUPBIU) = — - — + — — = —
2 14 2 13 91
El porcentaje de tornillos defectuosos M, | M, | M,
y del total de produccién, que fabrican Produccion | 20% | 25% | 35%
tres maquinas, es:
. . B Defectuosos | 2% | 5% | 3%
Si el tornillo es defectuoso, ;cual
es la probabilidad de que sea de la maquina 1?
PIM/D) = PM )P(D/M;) _04-002 _ 0,258

PM)P(D/M:) + PML)P(D/Ms) 4 PIM=)P(D/M) 0,031

Disponemos de dos urnas, que contienen bolas de colores. La primera urna, U;,

contiene 2 bolas blancas y 12 negras, y la segunda urna, U,, tiene 3 bolas blancas

y 10 negras.

Sila bola extraida es de color negro, calcula la probabilidad de que:

a) Seade la primera urna.
b) Seade lasegunda urna.

12
a) PUVN) = AP —2 2B
PUJPIVU) + PPNV 74 518

91

1.0

b) PU/N) = AUPNIL) _ 2 13 _ 45
PUPIN/UY) 4 P(U)PIN/UL) 74 962

91
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Describe tres experimentos aleatorios, y determina sus sucesos elementales
y el espacio muestral de cada uno.

Respuesta abierta.

Si se tienen cinco tarjetas con las vocales en una bolsa y se extrae una de ellas;
los sucesos elementales son: {a}, {e}, {i}, {0} y {u}, y el espacio muestral es:
E={aei o u}

Se lanza un dado con las caras de distintos colores y se anota el color de la cara
superior; los sucesos elementales son: {blanco}, {azul}, {verde}, famarillo}, {rojo}

y {negro}, y el espacio muestral es: £ = {blanco, azul, verde, amarillo, rojo, negro}

En una caja se tienen las fichas de un damero y se extrae una de ellas; los sucesos
elementales son: {blanca} y {negra}, y el espacio muestral es: £ = {blanca, negra}

Indica experimentos aleatorios que tengan:
a) Tres sucesos elementales. b) Doce sucesos elementales.
Respuesta abierta.
a) Seextrae una bola de una urna en la que hay bolas azules, rojas y amarillas.
b) Se extrae una tarjeta de una caja en la que hay tarjetas numeradas del 1 al 12.
Si un experimento aleatorio tiene dos sucesos elementales, Ay B:

a) ;Cuantos sucesos tiene el experimento?

b) Describe la union, la interseccién y los contrarios de los sucesos Ay B.
a) Elexperimento tiene tres sucesos: A, By el suceso seguro E.
b) AUB=E ANB=o A=8 B=A

A partir del grafico, comprueba las siguientes
igualdades de sucesos.

a) A—B=ANB g ANB
by AUB=ANB d) A=A
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SOLUCIONARIO 1 3

En el experimento que consiste en lanzar 3 veces una moneda,
consideramos los siguientes sucesos.

A = «Salir dos cruces» C = «lLa dltima es una cruz»
B = «Salir alguna cara» D = «La primera es una cara»
Describe los casos elementales que componen los sucesos.
a) ANC c AuC e) CND
b) A—B d BND f) cubD
a) ANC = {CxXX XX} d) BN D = {XCC XCX, XXC}
b) A—B=g e) CND={Cx XX}
0 AUC = 0K XX XXC CCX, XXX} fy CUD=E

Se lanzan tres monedas y se consideran los sucesos:

A = «Salir dos caras» B = «Salir tres cruces» C = «Salir una cara»
Define verbalmente estos sucesos.

a) C b) AUB o CNB

a) «Salir dos caras, tres o ninguna» c) «Salir una cara»
b) «Salir una cara, tres o ninguna»

Lanzamos tres veces un dado de cuatro caras, anotando
el resultado de la cara oculta, y consideramos los sucesos.
A = «Salir, al menos, un 1»

B = «No salir un 2»

C = «Los tres nUmeros sumen menos que 8»

D = «Salir mas de un 3»

E = «Salir menos de dos nimeros 4»

Describe los sucesos contrarios de cada uno de los sucesos anteriores.

A = «No salir ningtin nimero 1» D = «Salir uno o ningtin ndimero 3»
B = «Salir uno, dos o tres nimeros 2» E = «Salir dos, tres o cuatro nimeros 4»
C

= «Los tres numeros sumen 8 0 mas»
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En una caja tenemos carteles con las siguientes letras.
a,b,cdefghijou
a) En el experimento aleatorio consistente en extraer uno de los carteles,
describe los sucesos indicando los sucesos elementales que los componen.
V = «Vocal»
C = «Consonante»
A = «Letra altacomob o f»
B = «Letra baja como g»
M = «Letra mediana como a o c»

b) Enumera los sucesos elementales que tiene cada uno de estos sucesos.
AUB MNA

MuVv A
CUAUB aV%
ANC C—-A

¢) Comprueba las propiedades.
CNM=CUM
CUM=CnM

a) V={aeio u}
C=1{b,c dfgh,j}
A=1{b,d f h}
B={g,j}
M=1{a,ce,i o, u}

b) AUB=1bd f g h j}
MNA=9o

MUV =1{a ¢eio u}

A=1{a,¢e g i jo u}
6UAUB:{a,b,d,e,f,g,h,i,j,o,u}
MNV =A{a e o u}

ANC=1{ace g i jo u}
C—A:{C,g,j}

o CNM={C}>CnM=1{ab,defaqghijo u}
C=1{aeio u}

_ >CUM=1a b defghijo u}
M=1{b,d f g h j}

CUM={a b cdefghijout->CUM=g2
C=1a e o u}

_ S>CNM=o
M:{b,d,f,g,h,j}}
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SOLUCIONARIO

Un experimento consiste en sacar una bola de una urna con 4 bolas rojas,
numeradas del 1 al 4; 5 azules, numeradas del 1 al 5, y 3 negras, numeradas del 1 al 3.

R = «Salir bola roja»

A = «Salir bola azul»

N = «Salir bola negra»

| = «Salir nimero impar»
P = «Salir nimero par»

Describe los sucesos.
a) RUP
b) TUP

o PNN
d) RN

>0
| z|
Cc
>

a) RUP ={R1, R, R3, R4, A2, A4, N2}
b) | UP =R, R2, R3, R4, A1, A2, A3, A4, A5, N1, N2, N3}
Q PNN={NI,N3}

d) RNI={R1,R3}

e) N =1R1, R2, R3, R4, A1, A2, A3, A4, A5}

f) RUA={N1, N2, N3}

En una caja hay 5 botones rojos, 3 azules y 7 verdes. Si sacamos un botén al azar,

calcula la probabilidad de los siguientes sucesos.
A = «Salir botdn rojo»
B = «Salir botén verde o azul»
C = «No salir botén azul»

Una baraja espafiola se compone de 40 cartas. Llamamos figuras a las sotas,
los caballos y los reyes. En el experimento consistente en sacar una carta de la baraja,
consideramos A = «Salir un as», C = «Salir copas» y F = «Salir una figura».

Determina las siguientes probabilidades.

P(A) P(C) P(F)
P(ANF) P(AUC) P(CNF)
P(ANF) P(ANC) P(AUC)
) = —— PC) = PR = =
10 4 10
13 3
PANF)=0 PAUC) = — PCNF)=—"
40 40
PANF) = — PANC) = — PALD) =L
10 40 40
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En una empresa disponen de los tipos y las marcas de vehiculos reflejados en la tabla.

Opel Renault Seat
Turismo 3 6 5
Furgoneta 1 2 8

Si las llaves estan en una caja y elegimos una llave al azar, determina cudl sera
la probabilidad de que:

a) Lasllaves sean de un vehiculo de la marca Seat.
b) Las llaves sean de una furgoneta de la marca Renault.

c) Las llaves pertenezcan a un turismo que no sea Opel.
d) Las llaves no sean de una furgoneta, ni de un vehiculo de la marca Seat.

8 P = 9 ATNO) ="
25 25

b) PFNA == ) PENS =2
25 25

El 35% de los vecinos de un barrio
practica algun deporte (D).

El 60 % esta casado (C) y el 25%
no esta casado, ni hace deporte.

Describe, en funcién de Dy C,
los siguientes sucesos y calcula
sus probabilidades.

a) Estd casadoy practica deporte.

b) Practica deporte, pero no esta casado.
c) Estd casado, pero no practica deporte.
d) No estd casado.

e) No esta casado, ni practica deporte.

a) cnD
PCND)=025— PCUD)=0,75
— PCND)=PC)+PD)—PCUD) = 0,6+0,35—0,75 = 0,2
by DnC

PONC)=PD)-PONC)=035-02=0,15

0 CnD

PCND)=PC)—PCND)=06—-02=04

d C

PO =1-PC)=1—-06=04
e) cnD

PC N D)= 0,25
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Un vidente predice que, en el proximo sorteo de loteria, el primer premio

va a ser un nimero con tres cifras distintas de 0 y, ademas, todas seran diferentes.

Juan ha comprado el nimero 00175, Belén ha comprado 13340 y Andrés
ha comprado 00643.

En el caso de que el vidente esté en lo cierto, di cudl es la probabilidad de los
siguientes sucesos.

a) Juan resulte afortunado.
b) Belén acierte la terminacion.
¢) Andrés acierte las tres primeras cifras (006).

1 1
9.8.7-7-6 21168
98761 1
9.8.7-7-6 7

a)

b)

c) Podemos hacer:9 - 8 - 7 = 504 nimeros de tres cifras distintas de cero.
Hay [g] = 10 formas distintas de colocar 2 ceros en un nimero de 5 cifras.

Si el vidente tiene razén, el nimero de posibilidades es: 10 - 504 = 5.040
posibilidades, y de ellas 56 posibilidades comienzan por 006,
1

5040 90

luego la probabilidad es:

El espacio muestral de un experimento aleatorio se compone de los sucesos
elementales g, b, cyd.
Sabiendo que estos sucesos son equiprobables y que:
M = {a} N = {b} P={cd} Q=1{bcd}
Calcula las probabilidades de los sucesos:
ad M byMUQ P d)PUN e MNQ f)QuUP
1 1
a) PM)=— o PP =—
4 2
1
b) PIMUQ) =1 d) PPUN)=— f) PQUP =

Se lanzan dos dados y se calcula la diferencia entre los resultados mayor y menor.

Halla las siguientes probabilidades.
a) Ladiferenciasea 0.
) La diferencia sea 1.
) La diferencia sea 2.

o T

d) ;Cual esla probabilidad de que la diferencia sea 3 0 mas?
e) (Y de que la diferencia se encuentre entre 2 y 4, ambos nimeros incluidos?
6 1 8 2 18 1
Q) —=— Qo —=— e —=—
36 6 36 9 36 2
10 5 12 1
b) —=— d —=—
36 18 36 3
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043 | Los médicos de un hospital hacen guardias tres dias a la semana.

L X 2]

a) Calcula la probabilidad de que un médico haga guardia el lunes, el martes
y el miércoles.

b) ;Cudl es la probabilidad de que libre el fin de semana (sdbado y domingo)?

c) (Y de que esté de guardia tres dias alternos, es decir, con un dia de descanso
entre la primera y la segunda guardias, y otro dia de descanso entre la segunda
y la tercera?

1
a) P(Hacer guardia lunes, martes y miércoles) = =—

C7’3 35
b) P(No hacer guardia sébado y domingo) = 1 — P(Hacer guardia sébado,
5 6
domingo y otro dia de la semana) = 1— % = -

c) P(Hacer guardia lunes, miércoles y viernes) +
+ P(Hacer guardia lunes, miércoles y sdbado) +
+ P(Hacer guardia lunes, jueves y sabado) +
+ P(Hacer guardia lunes, viernes y domingo) +
+ P(Hacer guardia martes, jueves y sdbado) +
+ P(Hacer guardia martes, jueves y domingo) +
+ P(Hacer guardia martes, viernes y domingo) +
+ P

8
Hacer guardia miércoles, viernes y domingo) = 5

Qgé} Sacamos una ficha del dominé. Determina las probabilidades de los siguientes
sucesos.
a) Que la ficha obtenida tenga un 1.
b) Que la suma de sus puntos sea mayor que 4.
¢) Que la ficha se pueda encadenar a la ficha 3:5.

Imagina que hemos sacado una ficha y ha resultado ser la ficha 2:6.
{Cudl es la probabilidad de sacar otra ficha y de que no se pueda encadenar a esta?

1 17 123
Q) —=— b) — g —==
28 4 28 87

15
La probabilidad pedida es: 8

045 | Elegimos al azar una ficha de domino. Sea:
o A = «La ficha contiene, al menos, un nimero impar»
B = «La ficha tiene los dos niumeros iguales»
Describe los siguientes sucesos, escribiendo sus sucesos elementales.
A ANB
B AUB
Halla sus probabilidades y comprueba que se verifica la propiedad.

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

580
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A={0:1,0:3,0:51:1,1:2,1:3,1:4,1:5, 1:6, 2:3, 2:5, 3:3, 3:4, 3:5, 3:6, 4:5, 5:5, 5:6}
B=1{0:0,1:1,2:2,3:3,44,5:5, 6:6}

ANB=1{1:1,3:3,55}
AUB=1{00,0:1,0:3,0:5, 1:1, 1:2, 1:3, 1:4, 1:5, 1:6, 2:2, 2:3, 2:5, 3:3, 3:4, 3.5, 3:6, 4:4, 4.5,

5:5, 5:6, 6:6}
P(A):i P(B)zi P(AﬂB)zi P(AUB):1
14 4 28 14
P(AUB)ZP(A)+P(B)*P(Aﬂ3):i+i*i:£:l

14 4 28 28 14

046 | En un experimento aleatorio sabemos que:

eCo

P(A)=0,6 P(B)=0,5 P(ANB)=0,2
Calcula.
a) P(A) d) P(A—B)
b) P(AUB) e) P(B—A)
c) P(AUB)
a) P(A)=1—PA) =04

b) PAUB) = PA) + PB) — PANB) =09
) PAUB =PANB =1-PANB =08
d) PA—B) =PA) —PANB) =04

e PB—A=PB—PBNA=1—PB - [P —PANB|=1—PAUB =01

047 | SiAy Bsonincompatiblesy P(A) = 0,6 y P(A UB) = 0,9; halla:
P(B) P(A — B) P(ANB)

P(B) = PAUB) — PA) =03
PA—B =PA —PANB =06

PANB)=PB) —PANB) =03

048 | Determina P(A UB), P(A UB) y P(A NB), si:
[SReXe]
P(A) = 0,6 P(B)=0,5 P(ANB) =03

P(AU B) = P(A) + P(B) — PAN B) = 0,8
PAUB =PANB =1—PANB =0,7

PANB =PAUB =1-PAUB) =02
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Halla P(A), P(B) y P(A N B), si:

P(AUB)=0,8 P(B)=0,6 P(ANB)=0,3
PB) =1—PB) =04
PA) = PAUB —PB) + PANB =07
PANB =PB —PANB =0,

;Es posible que haya dos sucesos tales que P(A) = 0,6; P(B) = 0,8 y P(A UB) = 0,72
No es posible.

PAUB =PANB =07—>1-PANB =07—>PANB) =03
PAUB)=PA) +PB)—PANB=06+08—-03=11>1

({Es posible que haya dos sucesos tales que P(A) = 0,3; P(B) = 0,6 y P(ANB) = 0,3?
¢{Como son esos sucesos?

Si, es posible, pues: PA U B) = P(A) + PB) — PANB) =03+ 06 —-03=06.
El suceso A estd contenido en el suceso B.

¢Es posible encontrar dos sucesos tales que P(A) = 0,5; P(B) = 0,2 y P(A NB) = 0,67
Si, es posible.

PANB) =PAUB) =1-PAUB =06 >PAUB =04
PAUB)=PA) +PB)—PANB =04—->PANB) =03

SiP(A)=0,7y P(B) = 0,4; jpueden ser incompatibles?
No, porque si PANB) =0 — PA U B) = P(A) + P(B) > 1.

SiP(A)=0,6 y P(B) = 0,3; ;pueden ser incompatibles? En caso afirmativo, ;cuanto
tiene que valer P(AUB)?

Si, pueden ser incompatibles: P(A) + P(B) = 0,6 + 0,3 < 1
Entonces, resulta que: P(A U B) = P(A) + P(B) = 0,9

Sabemos que P(AUB) = P(A) — P(ANB).

a) Decide cémo son los sucesos Ay B.

b) Calcula P(AUB)y P(ANB).
El enunciado indica que P(A U B) = P(A) — P(A N B), y por otra parte, sabemos
que PA U B) = P(A) + P(B) — PAN B).
De ambas igualdades obtenemos que P(B) =0y P(A N B) = 0.

a) Los sucesos Ay Bson disjuntos, pues la probabilidad de su interseccion es cero.
b) P(A U B) = P(A) PANB =0
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Si E=1{S,, S, Ss, S} es el espacio muestral de un experimento aleatorio:

1 2 1 1

a) ¢Puede suceder que P(S;) = —, P(S,) = —, P(S5) = — y P(S,) = —?
5 3 4 6

b) 'YqueP(S)—l P(S)—l P(S)—l P(S)—l7

é 1—5: 2—3: 3—4)’ 4—6~
Justifica tus respuestas.
1 2 1 1 57
A —+ -+ —+—==—<I

5 3 4 6 60
No puede suceder, porque la probabilidad no puede valer mas de 1.
1 2 1 1 57
b) —+ =4+ —+—=—
5 3 4 6 60

No puede suceder, porque la probabilidad del espacio muestral es igual a 1.

Discute si estas de acuerdo con el razonamiento.

«Cuando lanzo dos dados y sumo los resultados, para obtener 11 necesito un 5
y un 6. Si deseo conseguir 12 es preciso que aparezcan dos 6. Es decir, hay un caso
favorable para cada uno de los sucesos, luego la probabilidad es la misman.

Comprueba el resultado anterior, calculando su probabilidad de manera
experimental: lanza un dado 200 veces (o cinco dados 40 veces) y estudia cual
de los dos sucesos sale mas veces.

El razonamiento no es correcto, porque hay dos formas de obtener un 5y un 6;
por tanto, la probabilidad de obtener 11 es el doble que la de obtener 12.

P(Obtener 11) = 2 _1 P(Obtener 12) = n
36 18 36
Un jugador de parchis fabrica un dado trucado, donde ‘!’
todos los numeros tengan la misma probabilidad @ D -
de salir, salvo el 5, que quiere que salga dos veces
mas queel 1,el 2, el 3yel 4,y el 6, que quiere X °

que salga el doble de veces que el 5. ;Cudl es -
la probabilidad de cada nimero? /

P(Salir 1) = x P(Salir 3) = x P(Salir 5) = 2x
P(Salir2) = x P(Salir4) = x P(Salir 6) = 4x
P(E):1ax+x+x+x+2x+4x:1—>10x:1—>x:%
Entonces: P(Salir 1) :L P(Salir 2) = s
10 10
. 1 ) 1
P(Salir 3) = — P(Salir 4) = —
10 10
) 1 ) 2
P(Salir 5) = — P(Salir 6) = —
5 5
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059 | En un montén de cartas hemos determinado que

L X 2]

P(Oros) = % P(Copas) = % P(Espadas) = % y P(Bastos) = 0

;Cuantas cartas de cada palo hay en el montén?

1
P(Oros) = El P(Copas) = — = —
12 4

12

3

1
P(Espadas) = 3 =—

4
12

El nimero de cartas del montodn es proporcional a 12, luego si suponemos que se
trata de una sola baraja, puede haber 12, 24 o0 36 cartas y, por tanto, habrd 5,3 y 4;
10,6y 8;0 15,9y 12 cartas de oros, copas y espadas, respectivamente. No hay cartas
de bastos, porque la suma de las probabilidades de oros, copas y espadas es 1.

060 | Vamos a extraer una bola de una urna que contiene 3 bolas rojas, 2 azules y 5 verdes,
°““ | humeradas del 1 al 3, del 1 al 2 y del 1 al 5, respectivamente.

Consideremos los sucesos.

R = «Salir bola roja»
A = «Salir bola azul»
V = «Salir bola verde»

S, = «Salir bola con un 2»
S; = «Salir bola con un 3»
Ss = «Salir bola con un 5»

Determina las probabilidades.

a) P(R/Ss) d) P(A/S,) g) P(SsNV)
b) P(V/S,) e) P(S;/R) h) P(ANS,)
Q) P(Ss/V) f) P(V/S)
2 PR/S) :% f WS =1
b) PWV//S,) = % 9) PSsNV)=PV) - PSy/V) =
Q9 PSSV) = % h) PANS,) = PA) - PSIA) =
d) PA/S) = 1
3
e) PSJR) =
3

LI
2

L1
5 2 10

061 | A una excursion acuden nifios, padres y profesores de dos colegios, como se indica

eCo

en la tabla.

Ninos Padres Profesores
Colegio A 50 5 5
Colegio B 30 3 2




062

ees

063

ees

Sillamamos N = «Ser nifio», P = «Ser padre», F = «Ser profesor», A = «Pertenecer

SOLUCIONARIO

al colegio A» y B = «Pertenecer al colegio B, calcula las probabilidades.

a) P(P) c) P(A/N) e) P(PNB)
b) P(A) d) P(B/F) f) P(P/B)
Comprueba si los sucesos Py B son independientes.
a) P(P) = 8 d) PB/F)= 2
95 7
o) Py =2 =12 & APNE=—
95 19 95
9 pam =22 f pEr = =
80 8 35
P(P)~P(B):i-§ 3
95 95 95

En un instituto, la probabilidad de aprobar Mateméticas es del 60 % y la de aprobar
Fisica es del 50 %. La probabilidad de aprobar las dos asignaturas es del 30 %.
;Son independientes ambos sucesos?

PM)-P(F)=06-05=03=PMNF)

— = P(P N B) — Py B no son sucesos independientes.

Los sucesos M = «Aprobar Matematicas» y F = «Aprobar Fisica» son

independie

Una empresa de transporte tiene dos autobuses,
Ay B,y tres conductores, Diego (D), Elena (E)

e Inés (/). Los viajes realizados por los conductores
y los autobuses durante el ultimo mes se han

ntes.

reflejado en la tabla.

Diego Elena Inés
Autobus A 10 5 20
Autobus B 30 10 30

Durante uno de los viajes se produjo un accidente:

a) ;Cual es la probabilidad de que condujera Elena?

b) ;Y de que el autobus afectado fuera B?

¢) Estudia si E'y B son sucesos independientes.

d) Hazlo mismo con los sucesos /'y A.

o151
105 7
o) PB) = > =2
105 3
10 2 . .
o PENB= Tos = o> = P(E) - P(B) = E y B son sucesos independientes.
20 4 10 1 . )
d) PUNA) =——=—=#——=P()-P(A) =y Ano son sucesos independientes.
105 21 21 3
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064 | El médico de una empresa tiene una tabla en la que distribuye a los empleados

°¢° | segun el sexo y su condicién de fumadores, pero se ha perdido un dato.
Complétala sabiendo que «ser mujer» y «ser fumador» son sucesos
independientes.

Fumador No fumador
Mujer 30 45
Hombre 80 X

Sea x el numero de hombres no fumadores de la empresa.

SiMy F son sucesos independientes:

PM N F) = P - PF) > —0 = 7> 110
1554+ x 1554 x 1554 x

— 300155+ x) = 8250 = 155+ x =275 — x =120

065 | Una urna contiene 3 bolas rojas, 2 verdes y 1 azul.

eCo

a) Extraemos una bola, anotamos su color, la devolvemos a la urna, sacamos otra
bola y anotamos su color. Halla las siguientes probabilidades.

Que las dos bolas sean rojas.
Que haya alguna bola azul.
Que no haya ninguna bola verde.
b) Repetimos el experimento sin devolver la bola a la urna. Determina las mismas
probabilidades.

Si sacaramos las dos bolas a la vez, jen cudl de las dos situaciones anteriores
nos encontrariamos?

1

2 PRNAR) =~ — =
2 2 4
-~ = 5 5 1
P(Al menosunabolaazu)=1—PANA)=1— — - — = —
6 6 36
PUnv)=2 22
3 3 9
b) PRNR) =~ 2—1
2 5 5
- - 5 4
P(Almenos unabolaazul) =1—PANA)=1— —  — = —
6 5 3
P(Vm%):iiz3
3 5 5

Nos encontrarfamos en la situacion del apartado b), ya que si se sacan dos bolas
a la vez no hay reemplazamiento como en el primer caso.
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066 | De una caja que contiene 3 fichas azules y 5 rojas sacamos 2 fichas.
°“° | Determina las siguientes probabilidades.

a) Salgan 2 fichas azules.

b) Sean 2 fichas rojas.

¢) Laprimera sea azuly la segunda roja.

d) Haya una ficha azul y otra roja.

e) Lasegunda searoja, sila primera es azul.

f) Lasegunda sea roja, si la primera es roja.

3 2 3
3 PN A) = PA) - Py = = 2 = 2
8 7 28
5 4 5
b) PR R) = PR) - PIRSR) = = - — = =
8 7 14
3 5 15
9 PN RY = PUA - PRAA) = = = = 2
8 7 56
d PANR) +PRNA) == 242 210
8 7 8 7 28
E
& PR/A) =L OR) _ 56 _ 5
PA) 3 7
8
5
14
0 Ay = B0 _ 84
®R) 5 7
8

067 | De una bolsa en la que tenemos 3 fichas azules y 5 rojas sacamos dos fichas
°“% | con reemplazamiento. Calcula la probabilidad de que:

a) Las dos fichas sean azules.

b) Las dos fichas sean rojas.

¢) La primera ficha sea azul y la segunda roja.

d) Haya una ficha azul y otra roja.

Al realizar el experimento con reemplazamiento, las dos extracciones
son independientes:

3 3 9
a) PANA)=PA) PA)=— —=—
8 8 64
5 5 25
b) P(R1mRz):P(Rw)'P(Rz)—*'*:i
8 8 64
3 5 15
A PANR)=PA) PR)=— —=—
8 8 64
3 5 5 3 30 15
d PANR)+PRNA)=— —4+— —="—=—"—
8 8 8 8 64 32
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068 Un examen tipo test consta de dos preguntas para las que se ofrecen cuatro posibles
respuestas, de las que solo una es correcta. Si se responde al azar,

icudl es la probabilidad de acertar dos preguntas? ;Y de no acertar ninguna?
Resuélvelo considerando que el examen consta de cuatro preguntas.

PANA) =1 . L1

4 4 16

PANA) ===

4 4 16
PANANANA) = L L 1]
4 4 4 4 2%
PAN AN ANA) == 2.3 3 _ 8
4 4 4 4 2%

069 | ;Cuédl esla probabilidad de tener 15 aciertos en una quiniela de futbol compuesta
°®" | por 15 partidos? ;Y de tener 14 aciertos?

1
P(15 aciertos) = ? = 0,000000069

2

P(14 aciertos) =15 - L = 0,00000209
3% 3

070 De una baraja extraemos dos montones de cartas; en el primer montén hay 5 oros
y 2 copas, y en el segundo montén hay 2 oros, 3 copas y 5 espadas.

Se saca una carta del primer montén y otra del segundo. Determina
las probabilidades de los siguientes sucesos.

a) Salen dos cartas de oros.

b) Son dos cartas de copas.

c) Hay una carta de oros y otra de copas.

d) Lasegunda carta es de espadas.

e) Lasegunda carta es de espadas, sabiendo que la primera fue de copas.

a) PO, NO,)= ii:i
7 10 7

b ACNC) =2 2 =3
7 10 35

5 3 2 2 19
o} 'D(OlmCZ)“F‘D(CWHOZ):?'E‘F*'i:i

5 1
d PE)=—Z=—
10 2

e) PE/C) = % porque los sucesos son independientes.
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071 | Enla caja A hay un dado de cuatro caras, en la caja B uno de seis caras y en la caja C
°“° | otro de ocho. Elegimos una caja al azar y lanzamos el dado que contiene.
Calcula las probabilidades de que:

a) Salgaun 3.

b) Salga un 3, si resulté elegida la caja A.

¢) Hayamos tirado el dado de la caja A, si sabemos que ha salido un 3.
d) Salgauné.

e) Hayamos sacado el dado de la caja A, si sabemos que salié un 6.

f) Salga un 6, si la caja seleccionada fue la caja C.

3 P(T) = PA)-PIIA +PEB)-PI/B+ PO P/ =~ Ly L 1 1T 18
54736 38 7
b) P/A) =
4
1
9 PAT) = PA) - PT7A) _ 12 _6
PA) - PT/A + PO - PTB) + PO)- PI/C) 13 13
72
d) P(S)= PA)-P(S/A) + PB)-P(S/B) + PIC)-PS/C) = ~-0+ L L. 1 7
57736 38 7
o) PW/S)= PA - PO/A _ 0 _,
PU) - PS/A) + PB) - PS/B) + PO)- PS/C) 7
72

f) PS/C)= il
8

072 | Sacamos la sota, el caballo y el rey de copas de una baraja y hacemos dos montones,
“®~ | uno con las figuras restantes y otro con las demas cartas. Lanzamos un dado,
y si aparece un niumero menor que 5, sacamos una carta del montoén de las figuras,
y del otro montén si sale un 5 o un 6. ;Cudl es la probabilidad de que salga
una carta de oros? ;Y de que salga una figura? ;Cual es la probabilidad
de que sea una carta de oros si al tirar el dado salié un 3?

A = «Salir un nimero menor que 5 al lanzar el dado»
B=«Salir5 06 al lanzar el dado»
2

1
7+ N
3 3

1
3 4 36
2
3

P(O) = PA) - P(O/A) + PB) - P(O/B) =
PIF) = PUA) - PF/A) + P(B) - PLF/B) = % A4 % 0=

PO/ = -
3
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073 | En una caja hay 6 fichas rojas y 4 fichas negras. Se sacan dos fichas. Determina
°®° | 1a probabilidad de los sucesos.

a) Lasegunda ficha es roja.
b) Lasegunda es roja, si la primera fue negra.

3 5 2 2 3
a) PR) = PR) - PRSRY) + PINY) - PRANY) = — - —+ — — = —
5 9 5 3 5

074 | El 1% de los ejemplares de una variedad europea de pez presenta una malformacion
“®% | congénita consistente en la ausencia de la aleta dorsal. Ese defecto esta presente

en el 3% de los peces de la variedad africana. En un criadero de peces,

el 80 % de sus ejemplares es de procedencia europea y el resto africana.

a) ¢Cual esla probabilidad de que un pez del criadero no tenga aleta dorsal?

b) Siel criadero tiene aproximadamente dos millones de ejemplares de peces,
;cuantos no tendran aleta dorsal?

a) PD) = P(E)- POD/E) + P(A) - PD/A) = 0,8 - 0,01+ 0,2 - 0,03 = 0,014
b) 0,014 - 2.000.000 = 28.000 ejemplares no tendran aleta dorsal.

075 | Enla central telefénica de una empresa hay tres telefonistas, A, By C, que atienden
°® | ala misma proporcion de clientes. Cuando estos solicitan hablar con el servicio
técnico, los telefonistas deben derivar la llamada, de forma aleatoria,
a las extensiones 1, 2, 3 0 4. Pero A solo tiene acceso a las extensiones 1,2y 3;
B solo puede comunicar con 2, 3y 4y, finalmente, C solo tiene acceso a 1y 4.

a) ¢Cual es la probabilidad de que te atienda C?
b) ;Y dellamar al servicio técnico y que te atienda 4?

¢) ¢Cual esla probabilidad de que te atienda 3, si el telefonista que te respondid
fue A?

d) ;Y lade que te atendiera A, si te desviaron al numero 3?
e) (Y lade que te pasen con el nimero 1, si no te atendio C?
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d) PWE) = P(A) - P(Es/A) _

P(A) - P(Es/A) + P(B) - P(Es/B) + P(C) - P(E5/C)

+ +—-0

w\—\“"_‘
w\éw‘—‘

1
3 3

e) PE/C)=PEJA) +PE/B) =——+0= i

:
3
x
3 3

076 | En un monton de cartas hay 3 cartas de oros y 2 de copas, y en un segundo montoén

ees hay 2 cartas de oros, 2 de copas y 4 de espadas. Se saca una carta del primer montén
y se mete en el segundo. A continuacién se saca una carta del segundo monton.
Calcula las probabilidades de:

a) Sacar una carta de oros.
b) Pasar una carta de copas y que luego salgan copas.

¢) Que salga una carta de copas, si se paso una de oros.

3 1 2 2 13
a) PO)=PO) POSO) +PC) - POSC) ==+ —+ = ===
5 3 5 9 45
2 1 2
b) P(CwmCz):P(Cw)‘P(Cz/CW):*'*:i
5 3 15
9 AC/O) =2

077 | Se han metido 6 bolas rojas y 4 negras en la urna 1,y 3 bolas rojas y 4 negras
“®® | enlaurna 2. Se saca una bola de la primera urna y se pasa a la segunda.
A continuacion se saca una bola de la segunda urna.

a) ¢Cual esla probabilidad de que la bola sacada sea negra?

b) Si finalmente salid una bola roja, jcudl es la probabilidad de que hubiéramos
pasado una bola roja?

3 1 2 5 11
3) PIN) = PR) - PIN/R) + PN - PIN/NY) = = - — + 5. 2 = —
5 2 5 8 20
31 3
. 10
0) PR — PR) - PR/R) 5.2 10 _2
PR)-PR/R) + PINY - PR/NY) 3 1 2 9 3
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078 | En un cine hay tres salas. En la sala A estan proyectando una pelicula y hay 240

°¢® | espectadores. En la sala B hay 180 butacas ocupadas y en la sala C hay 80 personas.
Se sabe que la pelicula de la sala A agrada al 40 % de los espectadores, mientras que
las peliculas de las otras salas tienen un 50 % y un 90 % de aceptacion.

A la salida de las tres peliculas elegimos un espectador al azar.
a) ¢Cudl esla probabilidad de que la pelicula le haya gustado?
b) ;Cudl es la probabilidad de que le haya gustado si ha estado en la sala C?

c) ¢Y cudl es la probabilidad de que salga de la sala C si sabemos que la pelicula
le ha gustado?

a) P(G) = PA) - PG/A) + P(B) - P(G/B) + P(C)- P(G/C) =
_ 20 40 180 50 B 0 129

T 500 100 500 100 500 100 250
b) PG/C) = —
"’ 80 %
0 PG = P(C)- PG/C) _ 500 100 _ 36
P(A) - PG/A) + P(B) - PG/B) + P(C) - PG/C) 129 129

250

079 | El 60 % de los productos de una marca se fabrica en su factoria de Portugal, el 30 %

°¢® | sefabrica en Espanay el resto en la factoria de Andorra. El 1% de los productos
fabricados en Portugal presenta algun defecto de fabricacién, mientras que en
Espafa y en Andorra estos porcentajes son del 0,5 %y el 3 % respectivamente.

a) Determina la probabilidad de que un producto resulte defectuoso.

b) Si compramos un producto y resulta defectuoso, ;cual es la probabilidad de que
proceda de Andorra?

a) P(D) = P(P) - P(D/P) + P(E)- PD/E) + P(A) - PD/A) =
=0,6-0,01+0,3-0,005 + 0,1- 0,03 = 0,0105
P(A) - PD/A) 01-003 _

b) PA/D) = = 0,28
P(P) - P(D/P) + P(E)- P(D/E) + P(A) - P(D/A) 0.0105

080 | EI 60 % de los habitantes adultos de un pueblo es votante
°®® | del partido QW y el resto vota al partido SZ.
Se ha organizado un referéndum. El 35 % de los votantes
de QW esta a favor de la propuesta, mientras que el 90 %
de los votantes de SZ también estd dispuesto a apoyarla.
a) Siserealiza la votacion, jcudl es la probabilidad
de que la propuesta sea aprobada?
b) Elegimos al azar un votante de los que votaron
afirmativamente. ;Cual es la probabilidad
de que sea votante de QW?

a) PA) = PQW) - PA/QW) + P(SZ) - PIA/SZ) =
=06-035+04-09=057
P(QW) - P(A/QW) 0,6-0,35

b) PQW/A) = = =037
PQW) - PA/QW) + P(SZ) - PA/SZ) 0,57
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SOLUCIONARIO

En un cajon tengo 3 calcetines rojos, 5 verdes y 8 negros. Si con la luz apagada
saco un par, determina la probabilidad de que los calcetines sean de los colores
que se indican en cada caso.

a) Ambos sean verdes.
b) Los dos sean del mismo color.

¢) No haya ninguno rojo.

d) Siel primero que saqué resulté ser verde, el segundo también lo sea.
e) El primero es verdey el segundo es de cualquier otro color, excepto el verde.
5 4 1
a) PNV =PV)-PV/V)=— —=—
16 15 12
) PRy MR, + PVIN Vo) + PN YNG) = P(Ry) - P(Ro/Ry) =+ P(V3) - PVa/ Vi) + PIN) - PINL/NY) =
_3. 2,5 4.8 7_4
16 15 16 15 16 15 120
O PR NR) = PR PRA/RY =2 1213
6 15 20
4
d) PV/V)) = —
15
e) Py N Ry + PVi NNy = PVy) - P(Ry/VY) + P(VY) - PIN,/VY) =
2.3, 2.8_1
16 15 16 15 48

En una caja hay 3 fichas rojas y 1 ficha azul. Un juego consiste en sacar una ficha,
anotar su color, devolverla a la caja y seguir sacando hasta el momento
en que se hayan conseguido 2 fichas azules.

a) ;Cuadl es la probabilidad de ganar con menos de cuatro extracciones?

b) ;Y cudl es la probabilidad de sacar 5 fichas y no ganar?

3 PANA+PANRAA+PRNANA =~ Lyt 3 1 3 11 105
4 4 4 4 4 4 4 4 64 32

5 4
b) P(Rmm/mRmR)+5P(AmRmRmRmR):[3] +5-1.[3] _ 8
4 4 |4 128

En una urna hay 5 bolas rojas, 2 negras y un nimero indeterminado de bolas azules.
Se sabe que la probabilidad de que, al sacar dos bolas, haya 1 bola rojay 1 bola azul

1 . .
esde 3 Determina el nimero de bolas azules que hay en la urna.

Sea x el nimero de bolas azules de la urna.

PR, N A) 4+ PA N Ry) = PR)) - PAA/R)) + P(A) - P(R/A) = %

> X 4 X 0 :l—>30x:42+13x+x2—>{x
7+x 64+4x 74+x 64+4x 3 X

=14
=3

-
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Para recibir las quejas de los clientes, una empresa
telefénica dispone de una oficina atendida por
tres empleados.
o Elempleado A esta exclusivamente dedicado
a la atencion a los clientes y los otros dos
empleados realizan, ademads, otras tareas.
o Elempleado A atiende al 60 % de los visitantes,
Bal25%y Cal resto.
o Elempleado mas efectivo es A, que resuelve
el 95% de los problemas que le plantean
los clientes, mientras que B solo resuelve
el 80%y Cel 60 %.

a) ;Cual es la probabilidad de que no me atienda
el empleado A?

b) ;Cudl es la probabilidad de que no me resuelvan el problema?

c) ;Cudl es la probabilidad de que me resuelvan el problema si no me atiende A?
d) ¢Cudl es la probabilidad de que no me resuelvan el problema si me atiende A?

e) Sino me han resuelto el problema, ;cual es la probabilidad de que me haya
atendido B?

a) P(A)=1—PA) =04

b) P(R) = P(A) - P(R/A) + PB) - P(R/B) + P(C)- PR/C) =
=06-0054025-02+0,15-0,4 = 0,14

PR N A) __P(B)-P(R/B) + P(C)-P(R/C) _ 0,25-0,8 + 0,15-0,6

9 PRIA=—— _ =0,725
P(A) P(A) 0.4

d) P(R/A) = 0,05

e) PB/R) = PB) - PR/B) _ 0202 0,36

P(A) - P(R/A) + P(B) - P(R/B) + P(C)- P(R/C) 014

Calcula.

a) ;Cuadl es la probabilidad de que se encuentren
dos amigos y hayan nacido el mismo dia de la
semana?

b) Y sise encuentran tres amigos, jcual es la
probabilidad de que haya, por lo menos,
dos amigos que nacieran el mismo dia de la
semana?

¢) ;Cuantos amigos han de juntarse para poder
asegurar, con mas del 50 % de probabilidad,
que haya dos amigos, al menos, que nacieran
el mismo dia de la semana?

S = «Haber nacido un dia de la semana»

2 7 PSS =7 4. L
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b) P(Al menos dos nacieron el mismo dia) = P(Dos nacieron el mismo dia) + P(Tres

116, 11119

nacieron el mismo dia) = 3-7 - — =
7 7 7 7 7 7 49

c) Siserelnen cuatro amigos: P(Al menos dos nacieron el mismo dia) = P(Dos
nacieron el mismo difa) + P(Tres nacieron el mismo dia) + P(Cuatro nacieron

el mismo dia) =
7. L1 65 4, V16 S, 1 1 T T
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
:&:0,59
343

Averigua la relacion que deben cumplir x, y, zy t para que Ay P sean sucesos
independientes.

A B
P X y X+y
Q z t Z+t
X+z y+t X+y+z4t

Si Ay P son independientes, entonces:
PANP = PA) - PP)
X X+ 2z ‘ X4y

_) =
X+y+z+t x+y+z+t x+y+z+t

S XY+ XZF X=X+ Xy + X2+ Yz > xt =Yz

Soly Jesus lanzan dos monedas. Sol afirma que los resultados posibles son: 2 caras,
. 1 .
1 caray 0 caras, y asegura que la probabilidad de sacar cara es de 3 Jesus lanza

las monedas sesenta veces y asegura que la probabilidad de que salga una cara
es del 50 %.

Decide quién esta en lo correcto y razénalo.

Jesus tiene razdn, ya que el espacio muestral de este experimento es:
E={CC, CX, XC, XX}

Entonces la probabilidad de que salga una cara es:
PCX U XC) = POX) + POC) =+ - = L
4 4 2
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En un juego se lanza una moneda al aire y si sale cara, pierde un punto Beatriz
y lo gana Jesus, y si sale cruz, se hace al contrario. Entre ambos acuerdan

que solo se puede jugar si se dispone de puntos para perder.

a) ;Cual es la probabilidad de que Jesus tenga que dejar de jugar al tercer

lanzamiento?

b) ;Y cudl es la probabilidad de que, tras lanzar la moneda cuatro veces,
Jesus tenga solo un punto?

Suponemos que el juego es equitativo, es decir, que Beatriz y JesUs parten
con un mismo numero de puntos.

a) Queremos calcular la probabilidad de que Jesus pierda todos sus puntos
al tercer lanzamiento.

Esto quiere decir que debe tener 1 punto después del sequndo lanzamiento
y que salga cruz en el tercero.

Como tras el segundo lanzamiento tiene 1 punto, la Unica posibilidad es que
tras el primer lanzamiento tenga 2 puntos, es decir, en el segundo lanzamiento

debe salir cruz.

Sitras el primer lanzamiento tiene 2 puntos, necesariamente ha de tener
10 3 puntos al comenzar a jugar, pero no puede tener 1 punto, ya que esto
significaria que el juego acaba en la primera tirada, pues Jesus o Beatriz

se quedarfan sin puntos para jugar.

Por tanto, la Unica opcion valida para que Jesus termine de jugar en el tercer
lanzamiento es que haya partido con tres puntos y que salgan 3 cruces

seguidas.

POXXX) = —

1T 1

NI
2 2 2

1

8

Si-al comienzo de la partida, tuvieran un nimero de puntos distinto de 3,
la probabilidad de que Jesus pierda exactamente al tercer lanzamiento es cero.

Con un razonamiento analogo al anterior, que podemos resumir en el siguiente

cuadro, comprobamos que las Unicas opciones validas para que Jesus
tenga 1 punto tras la cuarta tirada es que haya comenzado con 3 puntos

0 con 5 puntos.

4+

4
24 |¢—5
o 4
3+ e
—3 3
2°C . 1P+
«——2¢—3
XC, 224 1+
—l¢—2—3

Si ha comenzado con 3 puntos, la probabilidad de que acabe con 1 punto es:

1
P(Acabar con 1 punto) = 3 - By .

1

1 3
2 2

x
2 16

Y si ha comenzado con 5 puntos:

T 1 1
P(Acabar con 1 punto) = — - —+—-
2 2 2 2
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SOLUCIONARIO

En una urna en la que hay dos bolas de color desconocido introducimos una tercera
bola de color rojo. Después de remover las tres bolas, sacamos una de ellas.

;Cudl es la probabilidad de que sea roja?

Hay tres posibles composiciones de la urna tras introducir la tercera bola:
las tres bolas son rojas (U;), dos bolas son rojas y una es de otro color (U,)

o una bola es roja y las otras dos son de otro color (Us).

1 1 2 11 2
P(R) = P(U))-P(R/U,) + P(U,) -PRIU,) 4+ P(Us) -PRIU:) = — 1+ — — + — — = —

3 33 33 3

PARA FINALIZAR...

Se lanza un dardo sobre el rectdngulo determinado Y

por las rectas x = 42 e y = 1 en un sistema } }

de ejes coordenados. !

Calcula la probabilidad de que el dardo impacte

sobre un punto que: X

a) Tenga su abscisa mayor que su ordenada. |
b) La suma de sus coordenadas sea mayor que 1.
c) El producto de sus coordenadas sea positivo.

d) Lasuma de los valores absolutos de sus coordenadas sea mayor que 1.

a) P(La abscisa es mayor que la
1

2
Y Y

Haat

ordenada) = ki = =

o 4
es positivo) = E

1

2

c) P(El producto de las coordenadas

1 X 1 X
b) P(La suma de las coordenadas d) P(La abscisa es mayor que la
es mayor que 1) = 2 = il ordenada) :é = 3
4 8 4
Y Y
SN w
. . ! B .
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091 | En la ecuaciéon de segundo grado:
X +ax+b=0
los coeficientes, ay b, son los posibles resultados al lanzar dos dados.
Calcula la probabilidad de que la ecuacién no tenga solucion real.

Los resultados al lanzar dos dados son:

(1mn (1,2 (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
2, 2,2 2,3) 2,4) 2,5) 2,6)
[CA)) (3,2 3,3) (3,4 (3,5) (3,6)
4,1 4,2 4,3) 4,4 4,5) (4,6)
5,1 5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5, 6)
6,1 (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

La ecuacién de segundo grado no tiene solucion si el discriminante es negativo:

A=ad’—4b<0—a’><4b— P(No solucién):%

092 | En la ecuacién de segundo grado x> + ax + b =0, los coeficientes, ay b,
son dos numeros reales escogidos al azar en el intervalo [0, 1].

Calcula la probabilidad de que tenga dos soluciones reales distintas.
La ecuacién de segundo grado tiene Y

dos soluciones distintas si el discriminante
es positivo: A = a’> — 4b >0 — a* > 4b

1 1

] ) x° X 1
Area encerrada bajo lacurva= | —dx =|—| = —
) 4 12, 12
A 12
P(Dos soluciones distintas) = W =— = i
Area posible 1 12

093 | ;Cual es el minimo nimero de personas necesarias, para que la probabilidad de que,
al menos, dos de ellas cumplan aflos el mismo dia, sea superior al 50 %?

Suponemos que el afio tiene 365 dias.

Si estudiamos un grupo de n personas, el nimero de casos posibles es 365".
365-364 -...-(365—n+1)
365"
P(Al menos dos personas del grupo de n personas cumplen afos el mismo dia) =
=1 — P(n personas no cumplen afos el mismo dia) =
| 365364 B65—n+1)
365"

P(n personas no cumplen afos el mismo dia) =




094

SOLUCIONARIO

n Probabilidad n Probabilidad
5 0,027 20 041

10 0,12 21 0,44

15 0,25 22 047

20 041 23 0,51

25 0,57

El minimo numero de personas es 23.

Tenemos dos urnas iguales, una con 25 bolas rojas y otra con 25 bolas negras.
Cambiamos el numero de bolas que queramos de una urna a otra. Si después
se elige una urna al azar y se saca una bola:

;{Como distribuirias las bolas para que la probabilidad de sacar una bola roja
sea la mayor posible? ;Cual es esa probabilidad?

U, U, Probabilidad
1
25 rojas 25 negras —1+—-0=—=05
2 2
15 1 15
25rojasy 5negras | 20 negras — 4+ = 0=—"—=—=04
2 6 2 2 6 12
1 4 1 1T 4
25 rojasy 20 negras | 5 negras -+ = 0=——=—=022
2 9 2 2 9 1
20 roj 5 20 5roj 1 4-0—1 1 1 1 0,5
rojasy 5 negras negrasy 5 rojas -+ —=—1=—==0,
jasy g grasy > roj 5 s 5 5 5 5
15 roj 5 20 10 r0j ! 3-‘—1 1 LE 13 0,54
rojasy 5 negras negras rojas -+t —=——=—=0,
Y neg gy el 2 4 23 2 12 2
1 11 17
20 rojas 25 negras'y 5 rojas — 4+ = —=——=-—=058
2 2 6 2 6 1
1 1 2 1 9 9
15 rojas 20 negras 'y 10 rojas —l+—= === =—=—=064
2 2 7 2 7 14
1 1 3 T n 11
10 rojas 25 negrasy 15 rojas — 4+ = === —=—=069
2 2 8 2 8 16
1 1 4 113 13
5 rojas 25 negras y 20 rojas -+ === —=—=072
2 2 9 2 9
1 1 24 1 73 73
1 roja 25 negras y 24 rojas -+ = —=—=074
2 2 49 2 49

Observamos que, al cambiar las bolas negras de urna, la probabilidad

de extraer una bola roja es menor que al cambiar las bolas rojas. Por tanto,
esta probabilidad es méxima al pasar 24 bolas rojas a la segunda urna, junto
con las 25 bolas negras, y su valor es 0,74.
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| AKX -

El teorema

—Como la mayoria de los que estamos presentes en esta aula, Laplace
fue incomprendido por sus padres —dijo Caine mientras caminaba por
delante de la pizarra—. Aunque su padre queria que fuera soldado o
sacerdote, Laplace se decidio por la vida académica. Por lo tanto,
cuando cumplio los dieciocho anos marcho al epicentro académico de
Francia: Paris. Alli consiguio un trabajo como profesor de geometria
de los cadetes de una academia militar. Entre ellos habia un chico ba-
jito llamado Napoleon Bonaparte que, segin me han dicho, hizo des-
pués algunas cosas extraordinarias.

Los doce estudiantes reunidos alrededor de la mesa se rieron cortés-
mente.

—En 1770, Laplace present6 su primer trabajo en la prestigiosa Acadé-
mie des Sciences. Después de aquello, quedo claro para todos que era
un genio matematico. Asi que dedico el resto de su vida a dos campos:
la probabilidad y la astronomia. Casi treinta afos mas tarde, en 1799,
unio6 los dos campos cuando publico el libro de astronomia mas im-
portante de la época: Tratado de la mecdnica celeste. El libro no sélo
contenia una exposicion analitica del sistema solar, sino que también
incluia nuevos métodos para calcular las 6rbitas planetarias.

»Sin embargo, la razon por la que el Tratado de la mecanica celeste si-
gue considerandose hoy muy importante no es por sus hallazgos as-
tronomicos, sino porque fue la primera persona que aplico la teoria de
las probabilidades a la astronomia. Laplace demostré que las multiples
observaciones de la posicion de una estrella tendfan a formar una cur-
va con forma de campana. |[...]

—A qué se refiere con «multiples observaciones de la posicion de una
estrella»?—, pregunt6 un estudiante paliducho y con pelo lacio y oscuro. |

—Ah, buena pregunta. —Caine se acerco a la pizarra—. En aquel enton-
ces, uno de los grandes problemas de la astronomia era que todos to-
maban sus mediciones un poco a ojo de buen cubero y, como las per-
sonas cometen errores, los datos no eran claros. Veinte astronomos
diferentes median la posicion de una estrella y obtenian veinte lectu-
ras diferentes. Lo que hizo Laplace fue tomar aquellas veinte observa-
ciones diferentes y elaborar un grafico. Cuando lo hizo, vio que las
posiciones formaban una curva con forma de campana como ésta.
—Caine senalé una grafica de distribucion normal en la pared-. En
cuanto vio esto, exclamo: «Aja, si las observaciones estan en una dis-
tribucion normal, entonces la punta nos indica la posicion mas proba-
ble de la estrellax.

Abam FAwer

Mide las dimensiones, en mm, de tu mesa y calcula su superficie.
Con los datos de tus companeros elabora un poligono de

frecuencias y, a partir de él, calcula la superficie mas probable
de la mesa.

Respuesta abierta.



SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Indica el tipo de variable estadistica.

a) Talla de una persona.

b) Temperatura.

a) Cuantitativa continua

b) Cuantitativa continua

c) Cualitativa

d) Cuantitativa discreta

c) Sexo de una persona.

d) Dinero gastado a la semana.

002 | Organiza en una tabla de frecuencias estos datos relativos al peso, en kg, de 20 personas.

)
69

Respuesta abierta.

51 56 66 75 47 51

45 63 79

59 50 70 59 62 54 60 63 58

Peso f; h; 5 H;

[40, 50) 3 0,15 3 0,15

[50, 60) 8 04 I 0,55

[60, 70) 6 03 17 0,85

[70, 80) 3 0,15 20 1
N=20 >h =1

003 | Lidia ha obtenido las siguientes notas en Matematicas: 7, 5,6, 10,9, 7 y 6.
Calcula la media, la varianza y la desviacion tipica.

=2 _714
7

376

0l="=—-714>=273
7

o=1,65

004 | Se lanzan dos dados y se suman los puntos obtenidos. Halla la probabilidad

de que la suma:

a) Sea3.
b) Nosea7.
a) izi
36 18
) 1- 2 =2
36 6

c) Seainferiora11.

d) Sea4o05.
36 12
3 4 7
_— =
36 36 36
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ACTIVIDADES

001 | Lanzamos dos dados de 6 caras.
a) Comprueba que la funcion que asigna a cada suceso elemental
la suma de las puntuaciones es una variable aleatoria.
b) Elabora su tabla de valores y represéntala graficamente.

a) Elespacio muestrales: E={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), (2, 1), (2,2), (2, 3),
(2,4),(2,5),(2,6),3,1),3,2),3,3),3,4),3,5),3,6),41),472),423),44),45)
(4,6),(51),(5,2),(53),(54,(55),5,6),61),2), 6 3),6,4), 6,5), 6 6}

La funcidn X que asigna a cada suceso la suma de las puntuaciones
es una variable aleatoria.

X1, =2 X1,22=3 X1,3)=4 X(1,49=5 X(1,5=6 X1,6)=7
X2,1) = X2,2)=4 X2,3)=5 X2,49=6 X2,5=7 X26)=38
X3, 1)=4 X3,2)=5 X3,3)=6 X3,49=7 X3,5=8 X3,6)=9
X4,1)=5 X4,2)=6 X43)=7 X4,4=8 X45=9 X4,6)=10
X5 1N=6 X52=7 X573 =8 X54=9 X5,5=10 X(5,6)=11
X6,1N=7 X62)=8 X63)=9 X64)=10 X6,5 =11 X6,6)=12
O} [ x | Px=x) | Px<x)
018+
2 L L 016+ i
36 36 014
3 AN A 0121
18 12 011
4 T I 008 1
12 6 006 1
. 1 5 0044
9 18 0021{] fl
6 S 2 2 3 4 56 7 8 9 1011 12
36 12
7 1 7
6 12
8 N 3
36 18
9 1 El
9 6
10 ul 1
12 12
1 i A
18 12
1
12 — 1
36

002 | Consideramos el experimento aleatorio consistente en lanzar un dado y una moneda.

a) Calcula el espacio muestral y la probabilidad de cada suceso elemental.
b) Define sobre este experimento dos variables aleatorias y represéntalas.

a) Elespacio muestral es:
E=1{01,0,20,6,0),4/0),50,(60),0,X),2X),3,X)4X),5,X), 6 X}

1
La probabilidad de cada suceso elemental es s



003

004

SOLUCIONARIO

b) Respuesta abierta.
La funcién X asigna a cada suceso el nimero obtenido en el dado.
X(1,00=1 X2,0)=2 X3,0)=3 X40O=4 X50=5 X60C=6
X1,X)=1 X2,X)=2 X3,X)=3 X4 X)=4 X5X)=5 X6X)=6

X | PX=x) | PX<x)
1 1
1 — — 018t
6 6 ORTCE N o T e e O o O e R
) 1 1 0141
6 3 01271
1 1 1
; 1 1 0]
6 2 0081
1 P 006+
4 o 3 0044
0024
1 5 '
5 —_— .
6 6 T 2 3 4 5 6
1
6 — 1
6

La funcién Yasigna a cada suceso el nimero elemental 1 si sale cara

en lamoneday 2 si sale cruz.

Y0,0=1 Y2,O0=1 Y3, 0=1 Y40O=1 Y50=1 Y60C=1
Y(1,LX)=2 Y2, X)=2 Y3, X)=2 Y4 X)=2 Y5X)=2 Ye6X)=2

Y P(Y =y) P(Y <y
1 1 1 05
2 2
2 i 1 0,1
2 1 2

Consideramos la variable aleatoria que cuenta la suma de las puntuaciones al lanzar
dos dados de 6 caras. Calcula los pardmetros de esta variable aleatoria.

Media:p =7
Desviacion tipica: 0 = /5,852 = 2419

;Puedes encontrar una variable aleatoria discreta que proceda de una variable
estadistica continua? ;Y lo contrario?

Consideramos la variable estadistica cuantitativa continua «altura de las personas
de un pafs, medida en metros». Definimos sobre esta variable estadistica

la variable aleatoria:

0 si h<l1

1T si h>1

Esta variable esta definida para cualquier suceso elemental de la variable estadistica,
es decir, cada una de las alturas; ademas, es discreta, pues solo toma dos valores.
Por tanto, de una variable estadistica continua se puede obtener una variable
aleatoria discreta, pero no a la inversa, pues un nimero finito de valores no puede
tener un numero infinito de imagenes.

Para cada alturah— X(h) = {
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Distribuciones binomial y normal

005 | En el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos dados de 6 caras,
consideramos la variable aleatoria X, que asocia a cada suceso elemental el producto
de las puntuaciones que se ven. Halla y representa las funciones de probabilidad
y de distribucién.

X1, =1 X1,22=2 X(1,3)=3 X(1,49=4 X1,5=5 X1,60=6
X2, =2 X2,2)=4 X2,3)=6 X2,49=8 X2,5=10 X2,6)=12
X3, 1N=3 X32=6 X3,3=9 X3,4=12 X3,5=15 X3,6)=18
X4, =4 X4,2)=8 X4,3)=12 X4,4 =16 X4,5 =20 X4,6) =24
XG5,1)=5  X5,2)=10 XG5,3)=15 X(5,4) =20 X(05,5 =25 X(@5,6)=30
X6,1)=6 X6,2)=12 X6,3)=18 X6,4 =24 X(6,5 =30 X(6,6) =36
X | Px=x) | PX<x) X | Px=x) | PX<x)
1 19
I I °l % |
36 36 w =
1 1 12 y %
5 1 1 9 36
18 12 1 25
15 — =
1 5 18 36
3 — -
18 36 16 < B
1 > 36 18
1 7
4 1 2 1 7
12 9 18 18 9
5 a S 20 i El
18 18 18 6
w | L 8
6 x e 18 9
9 18 1 1
25 — —
g 1 4 36 12
18 9 30 i é
18 36
9 L s i
36 36 el 1

La funcion de probabilidad es:

L six=1,916, 25, 36

36

% six=23,5810,15,18, 20, 24, 30
=11 Gy—4

12

1 .

— Six=2612

9

0 en el resto
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La funcion de distribucion es:

Si—oo < x <1

SiT<x<2

si2<x<3

siz3<x<4

si4<x<5

Si5<x<6

sie<x<8

Si8< x<9

Si9<x<10

SI10< x <12

sit2<x <15

sil5<x <16

Site<x<18

S8 <x <20

Si20< x <24

Si24 < x<25

si25< x <30

Si30<x <36

Si 36 < x < 400

SOLUCIONARIO 1 4

>y
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Distribuciones binomial y normal

Y
006 | Esta es la gréfica de una funcion W ,
de distribucion. Halla y representa —_
la funcién de probabilidad.
021 i iy
0 si—o<x<]1 T 23 4 5 6 X
01 sil<x<2 01 x—1as
03 si2<x<3 0 SfX_2’6/
FW=106 si3<x<4 - f0=|" S?X_g'
07 s4<x<5 . S'Xl_
08 S5<x<6 en el resto
1 Sio< x <+
Y
041
011
. »
1 2 3 4 5 6 7 X

007 | Comprueba si la variable aleatoria que cuenta el nimero de veces que sale un 5,
al lanzar 4 veces un dado de seis caras, sigue una distribucién binomial.

La variable es discreta, porque solo puede tomar los valores 0, 1, 2, 3y 4.
n =4 es el nimero de veces que se realiza el experimento.
) 1
Sea A = «Salir un 5», entonces P(A) = s
Los experimentos son independientes, porque lo que sucede en un lanzamiento
no influye en el siguiente.

Por tanto, la variable sigue una distribucion binomial: 8[4, 1]
6

008 | Calcula la probabilidad de que la variable aleatoria, X, que cuenta el nimero de veces
que sale un 5 en 4 tiradas de un dado, sea mayor o igual que 3.

3 4 0
P<xza>P<x3>+P<X4)[4]-[1] ~5+[4]-[1] [5] — 00162
3)le) 6 4) |6 6

009 | Consideramos la variable aleatoria que cuenta el nimero de bolas blancas
que obtengo, al sacar tres veces una bola de un recipiente que contiene 2 bolas
blancasy 3 rojas, y después de anotar el color, devolver la bola al recipiente.
Calcula la probabilidad de que obtenga 2 bolas blancas.

2
X = 3[3, 2] PX = 2) = [3][2] 2 o288
5 2){5) 5



SOLUCIONARIO

010 | Si consideramos el mismo experimento de la actividad anterior, calcula.

a) La probabilidad de que todas las bolas sean del mismo color.
b) La probabilidad de obtener alguna bola de color rojo.

e R

011 | Consideramos la variable aleatoria que cuenta el nimero de bolas blancas
que obtengo, al sacar tres veces una bola de un recipiente que contiene 2 bolas
blancas y 3 rojas, y después de anotar el color, devolver la bola al recipiente.
Calcula, utilizando la tabla de la distribucion binomial, la probabilidad
de que haya anotado 2 bolas blancas.
X=B(3;04)
P(X=2) = 0,288

012 | Siconsideramos el mismo experimento de la actividad anterior, calcula.
a) La probabilidad de que todas las bolas sean del mismo color.
b) La probabilidad de obtener alguna bola de color rojo.

a) P(X=3)+P(X=0)=0,064+0216 =028
b) 1 —PX=3)=1-0064=0936

013 | Calcula el valor de k para que la siguiente funcion sea una funcién de densidad,
y halla la funcién de distribucién asociada a ella.

f(x):{kx sio<x<2

0 en el resto
+oo 2 512
1=J f(x)dx:kadx: kx} — ks k=
— 0 0 2
0 Si—oo < x <0
XZ
F(x) = 7 Sio<x<2
1 Si2 < X <+

014 | Halla la funcién de densidad que corresponde a esta funcion de distribucion.

0 si—oo0 < x <0
Fx)=9x* sio<x<1
1 Si 1< x <4

2x si0<x<1
fx) =
0 enelresto
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Distribuciones binomial y normal

015 | Tipifica los siguientes valores de una variable aleatoria conp=3y o= 2.

a) x;,=3 b) x,=4,5 c) x3=-0,5 d) x,=—1
a) ﬁzo o) £:,1,75
2 2
o) 2223 _ 075 d) _12_3 —

016 | Compara los datos de estas distribuciones.
X, =2(conp=1,0=2)
X;=1(conp=2,0=1)
x3=15(conp=1,50=1,5)
21:5:05 zzzg:J 23=M=0
2 1 15
7,<73< 7,

017 | Sila variable aleatoria X sigue una distribucién normal X = N(5, 2), calcula
las siguientes probabilidades.

a) P(X<?2) Q) P(X=4) e) PX<7)
b) P(X>3) d) P(X=6) f) P(X=8)
a) P(X<2):P[X2_5<2;5]:P(Z<1,5):1P(Z<1,5):10,933220,0668
b) P(X>3)—P[X2_5>3;5]—P(Z>—1)—P(Z<1)_0,8413
O PX=4)=0
d) PX=6)=0
e) P(X<7)=P[X2_5<7;5]:P(Z<1):O,8413
f) PX=8)=0

018 | Una variable aleatoria X se distribuye segiin una normal de media py desviacién
tipica o. Sabemos que los cuartiles de la distribucion valen 12y 36, respectivamente.

{Cuénto valen la media py la desviacion tipica o?

P<X<12)_P[X_“ <12_“]_P

7 < 12_“] =025

o o [e)
—>PZ<M]:O/75—>]2_H:O/68—>12p:0,680
[6) o
P<X<36)_P[X_“<36_“]_Pz<36_“]_o,75—>36_“_o,68
[e) [e) o o

— 36 —p = 0680

12—p=—-0680|p=24
36 —p=0680 |o=17647



SOLUCIONARIO

019 | Una fabrica de componentes elabora 2.000 circuitos electrénicos al dia.
Si la probabilidad de fabricar un circuito defectuoso es del 1%,
;cual es la probabilidad de que en un dia el nimero de circuitos defectuosos
sea mayor que 507 ;Y menor que 257

X = B(2.000; 0,01) ~ N(20; 4,45)

PZ>674)=1-PZ <674 =1-1=0

P(X>50)—P[X20 > 5020]

445 445

X—=20 25-20
7<7

P(X < 25) = P[
445 445

] =P(Z <1,12) = 08686

020 | El 10 % de las personas de una ciudad afirma que no ve nunca television.
Calcula la probabilidad de que, escogidas 100 personas al azar,
haya al menos 14 personas que no vean television. ;Qué probabilidad hay
de que sean exactamente 14?

X = B(100; 0,1) ~ N(10,3)

P> 14) = P| S > ]4310]=P(Z>1,33):1P(Z<1,33):
= 1-0,9082 = 0,0918
P(X—14)—P(13,5<x<145)—P[13'5310 < X;]O < 14'53‘10 .

=PZ <15 —PZ <1,17) = 09332 — 0879 = 0,0542

021 | En unaurna hay 5 bolas rojas y 3 bolas azules. Se sacan 3 bolas y se anota el nimero
[ Jele) . . . . .z
de bolas azules que se han conseguido. Realiza una tabla con la distribucion de
probabilidad, y halla la media y la desviacion tipica.

X | PX=x) | PX<x)

o | 5 | =
28 28

Lo s
28 7

N
56 56

B
56

Media: p = % =1,125

Desviacion tipica: 0 = /0,502 = 0,709
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Distribuciones binomial y normal

022 | En el experimento aleatorio consistente en elegir al azar una ficha de domino,
[ Jele) . . . .

se considera la variable X = «mayor nimero de las dos puntuaciones

de la ficha».

Construye la distribucién de probabilidad y halla la media, la desviacién tipica

y la varianza.
X | PX=x) | PX<x)
1 1
O [ [
28 28
| 3
14 28
3 3
2 [ N
28 14
1 5
3 [ N
7 14
5 15
4 - _—
28 28
3 3
5 N J—
14 4
6 L 1
4 8

Media: p = 12 4
28

Varianza: 0’ = 3
Desviacion tipica: 0 = 1,732

023 | Se lanzan dos dados y se considera la variable aleatoria que a cada suceso elemental
[SReXe] . .

le hace corresponder la diferencia entre el mayor y el menor de los resultados

de ambos dados.

a) Clasifica la variable aleatoria.
b) Describe la distribucién de probabilidad en forma de tabla.

a) Esunavariable discreta.

b)| x | Px=x) | PX<x)
1 1
O - -
6 6
5 4
’I PR PR
18 9
2 2
2 - -
9 3
1 5
3 - -
6 6
1 17
4 - -
9 18
1
5 — 1
18
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024 | Hemos pintado tres caras de un dado con un 1, dos caras con un 2 y una cara con un 3.
[ Jele) . . . . .z
Si consideramos la variable que asigna a cada suceso elemental su puntuacién:

a) Elabora una tabla con la distribucion de probabilidad.
b) Halla la mediay la desviacion tipica.

. 5
a | x | PXx=x) | PX<x) b) Media: p = 3 = 1,667

1 1
1 5 5 Desviacion tipica: 0 = /0,554 = 0,745
5 1 El

3 6
3 L 1

6

025 | Un juego consiste en lanzar dos dados, anotar la suma de los resultados dividida
°“" | entre 2y aproximarla, por exceso, al niimero entero mas préximo.

a) Realiza la distribucién de probabilidad.
b) Calcula la media, la varianza y la desviacion tipica.

. 135
a) | x | Px=x) | PX<x) b) Media: p = % =375
1 2 L Varianza: o’ = 1,52
% % Desviacion tipica: o = 1,23
5 1
2 = _
36 6
3 1 =N
4 12
N E
36 18
s | Z | o
36 12
1
6 — 1
12

026 | Dada la siguiente tabla, que corresponde a los valores que toma una variable
““~ | aleatoria Xy a sus probabilidades:

X 4 5 6 7
P(X) 0,6 0,2 0,15 | 0,05

a) Comprueba que corresponde a una distribucion de probabilidad.
b) Calcula la funcion de distribucion.
¢) Halla sumediay su desviacién tipica.

a) 06+02+0154005=1 0 Media: p = 4,65
0 Si—o< x <4 Desviacion tipica: o = m = 0,909
06 si4<x<5
b) Fx) =108 si5<x<6
09 si6<x<7/
1 si7 < x < +4oo
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L X 2]

028

eCo

Con la distribucién de la actividad anterior, determina las siguientes probabilidades.

a)
b)

P(X>4) o P(A<X<K7)
P(X <6) d) Pp—o<X<p+o)
a) PX >4)=04 Q PA4<X<7)=095
b) PX <6) =08 d) Plp—o< X <p+o0)=P3741< X <5559 =08

Identifica las variables aleatorias que siguen una distribucion binomial.

a)

b)

)

e)

Tenemos tres fichas blancas y cinco fichas azules en una bolsa. Sacamos cuatro
fichas y contamos el nimero de fichas que son blancas.

En la situacién anterior sacamos una ficha, anotamos su color y la devolvemos
a la bolsa. Repetimos el experimento 3 veces y anotamos el nimero de fichas
de color blanco.

Lanzamos un dado diez veces y anotamos las veces que sale el nimero 1.

Se lanza un dado y si sale un numero par, se vuelve a lanzar el mismo dado,
pero si sale un numero impar se lanza un dado con forma de tetraedro y caras
numeradas del 1 al 4. Se cuenta el nimero de las veces que sale el nimero 3.

En una ciudad, el 10 % de la poblacién tiene los ojos de color azul. Se eligen,
al azar, 20 personas y se anota el niUmero de ellas que tiene los ojos azules.
a) Lavariable aleatoria no sigue una distribucién binomial.
b) La variable es discreta porque solo puede tomar los valores 0, 1,2y 3.
n = 3 es el nimero de veces que se realiza el experimento.

Sea A = «Salir una ficha blanca», entonces P(A) = i

Los experimentos son independientes, porque lo que sucede en una extraccion
no influye en la siguiente.

Por tanto, la variable sigue una distribucion binomial: B[S, 8]

c) Lavariable es discreta porque solo puede tomar los valores 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,
7,8,9y10.
n = 10 es el nimero de veces que se realiza el experimento.

1
Sea A = «Salir un 1», entonces P(A) = —.

Los experimentos son independientes, porque lo que sucede
en un lanzamiento no influye en el siguiente.

1
Por tanto, la variable sigue una distribucion binomial: B[]O, 6]

d) Lavariable aleatoria no sigue una distribucién binomial.

e) La variable es discreta, porque solo puede tomar los valores 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,
8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19y 20.

n =20 es el numero de veces que se realiza el experimento.
Sea A = «Tener los ojos azules», entonces P(A) = 0,1.

Los experimentos son independientes, porque el color de los ojos
de una persona no influye en el color de los ojos de la otra persona.

Por tanto, la variable sigue una distribucion binomial: B(20;0,1)
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SOLUCIONARIO

Calcula las probabilidades que se indican en las siguientes distribuciones binomiales.
a) EnB(8;0,2) P(X=4),P(X=1),P(X=0)

b) EnB(12;0,9) P(X=2),P(X<3),P(X>11)

¢) EnB(6;0,8) P(2 <X<5),P(1 <X<4)

a) PX =4)= [i} -02"-08" = 0,045875 PX =1)= [?] -02-08" = 033554

PX =0) = [g] -02°-08% =0,16777
b) PX =2 = [122] -0,9%-0,1° = 0,000000005346

PX<3)=PX=0+PX=1)+PX =2 =
= (0,000000000001+ 0,000000000108 + 0,000000005346 = 0,000000005455
PX >11)=PX =11)+ PX = 12) = 0,37657 + 0,28243 = 0,659

Q) PRSX <5 =PX=2+PX=3)+PX=4+PX=5=
= 0,01536 + 0,08192 4 0,24576 + 0,39322 = 0,73626
PASX <A =PX =1)+PX =2 +PX =3)+PX =4 =
=0,001536 + 0,001536 + 0,08192 + 0,24576 = 0,344576

Haz la tabla de la distribucién de una distribucion B(5; 0,8) y comprueba
que se verificaque p=npy o= +/np(1—p).

X 0 1 2 3 4 5
P(X=x;) 0,00032 | 0,0064 | 00512 | 0,2048 | 04096 | 032768

W=5-08=4 c=+08 =089=1/5-08-02

La probabilidad de que un lanzamiento dé en el blanco
2
esde 3 Efectuamos 8 lanzamientos.

a) Determina la probabilidad de acertar 3 veces en el blanco.

b) ;Cudl es la probabilidad de que den en el blanco
mas de 2 lanzamientos?

¢) ;Y de que no acierte ninguno?

d) Determina la probabilidad de que el nimero
de lanzamientos que acierten en el blanco sea mayor
oigual que 1y menor o igual que 4.

Q) P =3)= [8]-[2

3 5
{]] = 0,06828
3) 13 3
b) PX >2)=1-PX <2)=1-PX =0+PX =1+PX =2) =
= 1—(0,0001524 + 0,002438 + 0,01707) = 0,9803

0 8
9 P(X:O):[S]-[Z] []] — 00001524
0)'13) 13

d POSXSH=PX=N+PX =2 +PX =3)+PX =4 =
= 0,002438 4 0,01707 + 0,06828 + 0,1707 = 0,2585
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Una maquina que fabrica discos compactos consigue fabricar un 90 % de discos
sin error. Si escogemos 10 de ellos al azar, calcula las siguientes probabilidades.

a) No hay ninguno defectuoso.
b) Hay mas de uno defectuoso.
10
0
b) PX >1)=1-PX <1)=1—(PX =0)+ P(X =1)) = 1—(0,3487 4 0,3874) = 0,2639

a) PX=0)= [ ],0,10 .09'° = 0,3487

Un examen tipo test tiene 30 preguntas
a las que se ofrecen cuatro respuestas
posibles.
a) Siseresponde al azar, jcudl es

la probabilidad de acertar mas

de dos preguntas?

b) Sipara aprobar hay que tener mas
de 15 respuestas correctas,
icudl es la probabilidad de obtener
un aprobado?

X = B(30; 0,25)

np=75>5

n(l—p)=225>5

X—=75 2—75
>

237 2,37

X—=75 15—=75
>

2,37 237
=1-09992 = 0,0008

} — X = B((30; 0,25) =~ N(7,5; 2,37)

a) PX>2)=P

] =PZ >—232) = P(Z < 232) = 09898

b) P(X>15):P[ ]=P(Z>3,16)=1—P(Z<3,16)=

Se lanza el dado 25 veces. Cada vez que se obtiene un numero mayor que 2
gana Eva. En caso contrario, gana Daniel.

a) Describe la funcion de probabilidad y la funcién de distribucion.
b) ;Cudles son la mediay la desviacidn tipica de esta distribucion?

¢) ¢Cual es la probabilidad de que Eva gane exactamente 3 veces?

d) ¢Cual es la probabilidad de que Daniel gane mas de 22 veces?

25—x
25] | 2 1 )
a) Lafuncién de probabilidad es: f(x) = [x][g] [3] sx=012..2
0 en el resto

X 25—x
La funcion de distribucion es: F(x) = i[zxs] . [i] . [;]

b) u=25%=16,67

2.

o=,/25 i=2,36
3 3



SOLUCIONARIO

Q np=1667>5

— X = B5; 0,66) ~ N(16,67; 2,36
n(]—p):8,33>5} ( )~ N )

—1667 X —=1667 _35-1667
< <

2,36 2,36 2,36
=P-6<Z<-55=P55<2<6)=0

PX=3)=PR5<X <35 = P[ 23

X —1667 < 31667
2,36 2,36

=PZ<-=579)=1-PZ <579 =0

d) PX <3)—P[

035 | De cada 10 veces gque mi hermano juega conmigo
““" | al ajedrez, me gana 7 veces.

a) ;Cual es la probabilidad de que me
gane 1 vez?
b) ;Y de hacer tablas?

c) ¢Cudl es la probabilidad de que me gane
entre 1y 3 veces, ambos nimeros incluidos?

d) Siapostamos que, en 10 partidas, yo le ganaré
al menos 4 veces, ;cudl es la probabilidad
de ganar la apuesta?

X =B(10;,07)

_.

-0,7°-03° = 0,1029

g
|I

a) PX=1= []O] -0,7'-0,3° = 0,0001378

[1

o
s
\/\
\/\
|I

PIX = 1)+ PX =2+ PX =3) =
[ ]071 03+ [20].0,72-0,38+[130]-o,73-o,37:
= 0,0001378 + 0,001447 4 0,009002 = 0,0105868

d) PX<O)=PX=0+PX=1+PX=2+PX=3)+PX=4H+PX =5=
= 0,000005904 + 0,0001378 + 0,001447 4 0,009002 + 0,03676 + 0,1029 =
=0,15025

036 En un laboratorio de analisis clinicos saben que el 98 % de las pruebas de diabetes
““" | que realizan resulta negativo. Si han recibido 10 muestras para analizar:

a) Determina la probabilidad de que haya 2 personas a las que la prueba
les dé positivo.

b) ;Cual es la probabilidad de que la prueba resulte positiva a mas de 1 persona?

X = B(10; 0,02)
a) PX=2= [120] -0,027-0,98% = 0,01531

b) PX >N =1-PX <) =1-PX =0+PX =1)=

=1- []é)] -0,02°-098" — [110] -0,02'-098° =1—-08171— 10,1667 = 0,0162
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Si 1 de cada 5 turistas que entra en una tienda
compra algun articulo y hoy hemos atendido
a 8 personas, calcula la probabilidad

de los siguientes sucesos.

a) 3 personas compraron algun articulo.

b) Hubo entre 5y 7 personas, ambos
numeros incluidos, que adquirieron
algun articulo.

c) Mas de 2 personas compraron en la tienda.
X =B 02)
a) P(X=3)=0,1468

b) PE<X<7)=PX=54+PX=6)+PX=7)=
= 0,0092 +0,0011 +0,0001 = 0,0104

A PX>2)=1-PX<2)=1-(PX=0+PX=1)+PX=2) =
=1-0,1678 —0,3355 — 0,2936 = 0,2031

El 2 %o de las pilas fabricadas llegan descargadas al proceso de envasado.
Si escogemos 12 pilas al azar, calcula la probabilidad de que haya mas de 2 pilas
descargadas.

X = B(12; 0,002)
PX>2)=1—PX <2 =1—(PX =0+ PX =1)+PX = 2)) =

—1— [1 02] .0,002° - 0,998'2 — [1 12] .0,002' - 0,998" — [122] -0,0022-0998'° =
— 10,7626 — 0,023477 — 0,00025877 = 0,000004

Un estudio médico asegura que 1 de cada 8 nifios tiene gingivitis.
Escogidos 7 nifios al azar:

a) Determina la probabilidad de que haya exactamente 2 nifios con la enfermedad.

b) Los dentistas han decidido que, si en el grupo hay mas de 2 nifios enfermos,
se iniciaria un tratamiento a todo el grupo. ;Cudl es la probabilidad de que esto
suceda?

c) ¢Cudl esla probabilidad de que la padezcan 6 niflos 0 menos?

X = B(7;0,125)

3 PX =2 = [Z] .0,1257 - 0,875° = 0,1683

D) P> =1—P(X <2) = 1—(PX = 0)+ PX = 1)+ PX = 2)) =
- [é] L0125 0,875 — m L0125 - 0,875° — [;] 10,1252-0875° =
— 1-03927 — 03927 — 0,1683 = 0,0463

9 PX<E=1-PX>6=1—PX=7)= 1—[;]~0,1257~O,875° -
— 1- 000000048 = 099999952
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SOLUCIONARIO

El 20 % de la poblacion de una ciudad es inmigrante de procedencia africana.
Se eligen cinco personas al azar. Determina la probabilidad de que:

a)
b)
a]

Juan suele dar en el blanco con una de cada tres flechas
que lanza a la diana.

a)

Haya un inmigrante africano. d) Haya, al menos, un africano.
Sean dos 0 mas inmigrantes africanos. e) Sean cuatro inmigrantes africanos.
Las cinco sean inmigrantes africanos.

X =B(5;02)
a) PX=1)= [?] -02'-08* = 0,409
b) PX>2)=1-PX <2)=1-PX =0+PX =1) =
=1- [g] -02°-08° — [?] -02'-08* =1-03277 — 0409 = 0,2627

0 PX=5= [2] -0,2°-0,8° = 0,00032

d) P(X21):1—P(X<1):1—P(X:O):1—[3]-0,2°~O,85:1—0,327720,6723

5

e) P(X:4)=[4

] -0,2*- 08" = 0,0064

¢{Es cierto que si lanza 3 flechas, al menos

una de ellas dard en el blanco?

{Qué probabilidad hay de que eso suceda?

Y si lanza 6 flechas, ;puede estar seguro de que
alguna de sus flechas va a dar en el blanco?
;Cudntas flechas deberia lanzar para asegurar,
con una probabilidad de mas del 95%,

que va a conseguirlo?

a) No, la probabilidad no puede asegurar el resultado del lanzamiento.

b) X =83
3

0 3
P(X>1):1P(X<1):1P(X=O)=1[S]«[;} [i] =1-0,2963 = 0,7037

¢) No, la probabilidad no varia y no puede asegurar el resultado.

d) XEB[H,]]
3

1 (2) 2Y

P(X>1)—1—P(X<1)—1—P(X—O)—1—[n]-[]-[]—1—[]—0,95
0) 13) (3 3
—>[2]:O/05—>n: 199 005 =721
3 Iogg
3

A partir de 8 flechas, la probabilidad de que al menos una flecha dé
en el blanco es mas del 95%.
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Distribuciones binomial y normal

042 | Comprueba que esta funcién es de densidad.
Yele!

0 si x <1
fix) =10,04x + 006 si1<x<6
0 six>6

a) Halla la funcién de distribucién.
b) Calcula las siguientes probabilidades.
P(X<2) P(X>4) PR2<X<4)

40 6
J fx) dx = J (0,04x + 0,06) dx = [0,02x* + 0,06x] =1,08— 008 = 1
. |

0 Si—oo < x <1
a) F(x) =10,02x>+0,06x si1<x<6
1 Si6 < x < 400

b) PX<2)=F(2)=02
PX>4)=1—-PX<4)=1—-F4=1-056=044
PR <X<4)=PX<4) — (X <2)=056-02=036

043 | Calcula el valor de k para que la siguiente funcion sea una funcién de densidad,
““% | y halla su funcién de distribucion.

{—0,5x+k si x €[—1,1]
fx) = .
0 si x €[—1,1]

+oo 1
1= J fx) dx = f (—0,5x 4K dx = [-025¢ + ke] | = 2k > k = —
—o0 —1

2
0 Si—oo < x < —1
Fx) ={—025x>+05x si—1<x<1
1 SiT< x < 400
941} La funcion de distribucion de una variable continua es:
0 si x <1
Foo=1X=1 si1<x<a4
1 six >4
Determina las siguientes probabilidades.
a) P2<X<3) b) P(X<3) o P(1,5<X<25) d) P(X>2)
A PR<X<3)=PX<3—PX <= (3)—F(2):§—%:%
b) PX <3) = <3>:§
Q P15< X <25 = PX < 2,5) —PX <15) = F2,5) — F(1,5) = %7 % - %
d) PX >2)=1—PX 32):17F(2):17%:§
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SOLUCIONARIO

045 | Una variable aleatoria tiene la siguiente funcién de distribucién.
[ X Je)
0 si X €(—x, 3)

Flx) = % si x €[3, 4]
1 si X €4, +o0)
Calcula las siguientes probabilidades.
a) PB<X<LY o) P(X<3)5)
b) P(3,5 <X <3,6) d) P(X>3,8)
Q) PBXX<AH=PX<H—PX<3)=F4)—FB)=1-0=1

(
b) PB5< X <36)=PX <36 —PX <35 =F36—F35=057—-047 =0,
o PX <35 =F35 =047
d) PX >38 =1-PX <38 =1-Ff38=1-078=022

046 | Lafuncién de densidad de una variable aleatoria continua es:
[cXeke]

3.0 4
) = 8X si x €10, 2]

0 si x €10, 2]
Halla su funcion de distribucion y las siguientes probabilidades.
a) P(05<X<15) b) P(1 <X<2) o P(X<1,5)

0 Si—oo < x <0
X3
Flx) = g Sio<x<2

1 Si2<x <+
a) PO5S<X<15=PX<15—PX<05)=F71,5—F0,5 =042 —-0,015= 0405
b) POU<X<2)=PX <2 —PX <1)=F2) —F1)=1-0,125= 0875

Q0 PX <15 =F15) =042

047 | En una distribucién N(0, 1), calcula las probabilidades.

eCo

a) P(Z<0,73) e) P(Z>—0,38)
b) P(Z <2,05) f) P(Z>—1,297)
o P(Z<1,77) 9) P(Z=—2,75)
d) P(Z<0,274) h) P(Z>—1,04)

a) PZ <073)=07673

) P(Z <2,05)=09798

) PZ <1,77) = 09616

) P(Z < 0,274) = 06079

) P(Z > —0,38) = P(Z < 0,38) = 0,648

) PZ >—1297) = P(Z < 1,297) = 0,9026
)

)

S 0o O O T

PZ =—2,75 =0
P(Z > —1,04) = P(Z < 1,04) = 0,8508

«

h
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Distribuciones binomial y normal

048 | En una distribucion N(0, 1), halla las siguientes probabilidades.

| Jolke)

a) P(Z>3,58) e) P(Z<—033)
) P(Z>1,3487) f) P(Z<—1334)
0 P(Z=2107) 9) P(Z<—219)
) P(Z>0,53) h) P(Z <—3,487)
a) P(Z>358)=1—PZ <358 = 1—0,9999 = 0,0001
b) P(Z >13487) = 1—P(Z < 13487) = 1— 09113 = 0,0887
0 Pz _2107)=o
d) P(Z >0,53) =1—P(Z <0,53) = 1— 0,7019 = 0,2981
e P(Z <—033)=1-PZ <033) = 1—06293 = 03707

—

) PZ <—1334)=1-PZ <1334 =1-09088 = 00912
9) PZ<-219=1-PZ <219 =1-09857 = 00143
h) P(Z < —3,487) =1—P(Z < 3,487) = 1—0,9999 = 0,0001

049 | En una distribucién N(0, 1), obtén las probabilidades.

| Jolke)

a) P(0,26 <Z<0,39) d) P(—0,56 <Z <3,92)
b) P(1,16 <Z <2,03) e) P(—2,6 <Z<—0,4329)
) P(—0,64 <Z<1,36) f) P(—1,49 <Z < —1,07)

a) P0,26 < Z<0,39 =PZ <039 —PCZ <026 = 06517 — 06026 = 0,0491

) P(1,16 < Z < 2,03) = P(Z < 2,03) — P(Z < 1,16) = 0,9788 — 0,877 = 0,1018

) P(—064 < Z <1,36) =P(Z <136)—(1—P(Z < 064)) =09131—140,7389 = 0,652
) P(—056<Z<392)=P(Z<3 92) (1-PZ <0,56)) = 09999 —14+0,7123=0,7122
e) P(—=2,6<Z<—04329 = P(Z < 2,6)—PZ <04329) = 0,9953 — 06674 = 0,3279

) P(—1,49 < Z < —1,07) = P(Z < 1,49) — P(Z < 1,07) = 0,9319 — 0,8577 = 0,0742

o O T

)

050 Calcula el valor de k para que se verifiquen las igualdades en la distribucion N(0, 1).

a) P(Z<k)=0,9608 c) P(Z>k) =0,9573
b) P(Z<k)=0,3192 d) P(Z>k) =0,0113
a) k=176

)
b) PZ <k =03192 - PZ <—k =0,6808 > —k = 0,47 - k = —0,47
Q PZ>K=0973—>PZ<—-K=0973—>—-k=172—>k=-172
d) PZ>k=00113—PZ <k =09887 = k=228

051 | Determina las siguientes probabilidades en una distribucién N(12, 2).

eleks)

a) P(X<12,36) e) P(X>11,82)
b) P(X<16,4) f) P(X>9,84)
o P(X<17,01) g) P(X=12,55)
d) P(X <12,0273) h) P(X>7,89)
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[ Jele)

SOLUCIONARIO

12,36 — 12
2
[X12 16/412]

< 2

a) P(X<12,36)P[X;]2 < ]P(Z<O,18)O,5714

b) PX <164 =P = P(Z <2,2) =0,9861

17,01 —
2
20273 —

2

0 P(X<17,O1):P[X212 < 12]:P<Z<2,51>:o,994

d) PX < 120273) = P[ X = 21 12 ] — PIZ < 0,014) = 0,5056

82 —
2

e) P(X>H,82):P[X212 < n 12]:P(Z<O/O9):1P(Z<O,O9):

=1-0,5359 = 0,4641

f) PX >984) = P[X?Z < 9'842_12]— P(Z < —1,08) = 1—P(Z <1,08) =

=1-0,8599 = 0,140
g) PX=1255=0

=PZ < =2,0600=1-PZ < 2,00 =
=1-0,9803 = 0,0197

b P >7,89)—P[X212 < 7’89212]

En una distribucién N(56, 4), calcula las siguientes probabilidades.
a) P(X>684) c) P(X=56) e) P(X<533) g) P(X<46,92)
b) P(X>62,45) d) P(X>52,45) f) P(X>5732) h) P(X <46,877)

X—56 _ 684—56
>
4 4

a) PX >684) = P[ ]—P(Z >31)=1-PZ<31)=

=1-0999 = 0,001
X — 56 62,45 — 56]
4

PZ >1,61) —PZ <1,61)=
=1-0,9463 = 0,0537

b) PX > 62,45) = P[

) PX=56)=0
o) PIX 252,45)—P[ X236 52'454‘56]_P(zz—0,89)_P(Zgo,89)_o,8133
o) P < 533) = P[ X=5% 53'34_ 0| _ pz < —0,68) = 1— PZ < 0,68) =

=1-0,7517 = 0,2483

—5 _ 57,32—56
4 4

f) P(X257,32)—P[X =PZ>033)=1-P(Z <0,33) =

=1-0,6293 = 0,3707

Q) PX <4692 =P

[ X=36 462=6\_ prc 297) = 1-PZ < 2,27) =

- 4
=1-09884 = 00116

h) PX < 46,877) = P[ X =56 < 40877 =56

; ]:P(z<2,28):1P(Z<2/28)=

=1-09887 =00113
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053 | En una distribucién N(90, 12), obtén estas probabilidades.

| Jolke)

a) P(106 <X <120) d) P(76,67 <X <103,96)
b) P(109 <X <117,3) e) P(58,89 <X <82
) P(84<X<112,6) f) P(69 <X <87)

106—90  X—90 _120—190
< <

12 12 12
=PZ < 2,5 —P(Z <1,33) = 09938 — 0,9082 = 0,0856

a) P(106<X<120):P[ ] P133<Z2<25 =

109-90 X—-90 1173-90
< <

12 12 12
P(Z < 2,28)— P(Z <1,58) = 0,9887 — 0,9429 = 0,0458

b) P(109<X<H7,3)—P[ ] P(158 < Z<228) =

0 PBA<X<1126)=
12 12

Z <1,88)—(1—P(Z <0,5)) = 09699 — 14 06915 = 06614

[84 %0 _X-9% _1126— 90] P05< 7 <188 =

d) P7667 < X < 103,96) = P[ 7667-90  X=90 _ 1039690 ] =

12 12 12
=P=111<Z2<1,16) =PZ <1,16) —(1-PZ < 1,11)) =
= 0877 — 1408665 = 0,7435

o P(58,89<X<82)—P[58’8990 <K= 8290]—

12 12 12
=P(—259 < Z <—-067) = P(Z < 2,59 — PZ < 0,67) =
= 0,9952 — 0,7486 = 0,2466

69—-90 X—-90 87-90
< <
12 12 12
= PZ < 1,75) = P(Z < 0,25) = 0,9599 — 0,5987 = 0,3612

f) P(69<X<87)_P[ ] P(—1,75 < Z < —0,.25) =

054 | Hallag, b, c, ..., para que en una distribuciéon normal N(108, 16) se cumpla que:

a) P(X<a)=0,8849 d) P(X>d)=0,0495
b) P(X <b)=0,9972 e) P(X>e)=0,5987
0 P(X<c)=0,3632
a) PX < a)= 08849 — P X:6108 < GW;%]: 08849 —» I=1%8 _ 5
—a=127,2
b) PX < b)= 09972 — P X :6108 < b_16108 ] =09972 > b-108 _ 277
—b=15232
0 PX <c=03632—P X;6108 < C]Og] =0,3632
Sp| X108 o 18] 63685 - 1B o35
16 16
—c=1024
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SOLUCIONARIO

d) P(de)_o,ozx%ap[xwm > d6108]:o,o495
5 p| X108 < d-108 = 0,9505 — d-108 =165
16 16 6
—d=1344
o) PX >e)= 05087 —p| X108 5 =108 4sog;
16 16
—>P[X_1O8< 6_108J=0/5987—>e_108=o,25
16 16 1
—>e=104

055 | El nivel de colesterol en una persona adulta sana sigue una distribucion normal
“®" | N(192,12). Calcula la probabilidad de que una persona adulta sana tenga un nivel
de colesterol:
a) Superior a 200 unidades.

b) Entre 180y 220 unidades.

a) P(X>200):P[X192 L 200192

12
=1-0,7486 = 02514

] =PZ >067)=1-PZ <067) =

180—-192 X —192 220—-192
< <

12 12 12
=PZ <233)—(1-PZ <1))=0,9901-(1-0,8413) = 0,8314

b) P(180<X<220)—P[ ]—P(—1<Z<Z,33)—

056 | La edad de un grupo de personas sigue una distribucion N(35,10).
“®~ | Calcula la probabilidad de que una persona de ese grupo, elegida al azar, tenga:

a) Mas de 40 afios.

b) Entre 23y 47 afos.
c) Dientre qué edades estard comprendido el 50 % central de la distribucion.
X —35 40 —35
[ > [

10 10
=1-06915 = 0,3085

a) PX > 40) :P[ ]: PZ >05) =1-PZ <05) =

23—-35 X-—=35 47-35
< <

b) P<23<X<47)_P[ ]_P(—1,2<Z<1,2)_

10 10 10
—PZ <1,2)—(1—P(Z <1,2) = 2-0,8849 — 1 = 0,7698
O PES—a<X<354a)=05—p 207 X35 I+a=3H)
10 10 10
=pl-Lcz<d|=plz< L) 1-Plz< | =
10 10 10 10
a a a
—2PZ<—1—0,5—>P[Z<]—O,75—>—0,6860—6,8
10 10 0

El 50% central de la distribucion estard comprendido entre 28 y 42 afos.
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057 | El peso de las ovejas adultas se distribuye normalmente con una media de 53 kg
°®° | y una desviacion tipica de 2,4 kg.
a) ¢{Qué porcentaje de las ovejas pesara entre 50y 57 kg?
b) Sipretendemos separar una cuarta parte de las ovejas, siendo las mas pesadas
del rebano, ja partir de qué peso se hara la separacion?

50-53 X-—-53 57-53
< <

a) P(50<X<57)_P[ ]_P(—1,25<Z<1,67)_

24 24 24
— P(Z < 167) = (1— PZ < 1,25)) = 0,9525 — 1+ 0,8944 — 0,8460
b) PX>a) =025 p| X =235 9733 | _pl,  d=23 )
24 24 ,
—1-p 230_53]_0,25—>P Zga_53]_o,75
a—>53

=068 = a = 5463

1

La separacion debe hacerse a partir de 54,63 kg.

058 | En una distribucion normal N(p, o):
o P(X <8)=0,9938 P(X >4,8) = 0,9332
determinapy o.

PIX < 8) = 0,9938 — P[X_“ < 8_“] —p

o [0}

7< 8_“] — 0,9938
o

S8l s s =250

o
PIX > 4,8 = 09332 5 P X”>4f8“]_p Z>4r8u]_
[0} o o
o o
8—p =250 p==6
48 —p=-150| 0 =08

059 | Un fabricante de correas para relojes ha estudiado que el contorno de la mufieca
°®? | de los varones sigue una distribucion normal cuya media es 20,5 cm y la desviacion
tipicaes 1,5 cm.
a) ¢Qué porcentaje de la poblacién tiene un contorno de mufieca de mas de 23 cm?
b) Sifabricamos correas que midan entre 17 y 22 centimetros, ;qué porcentaje
de la poblacién podrd usarlas?
c) Se pretende reducir costes fabricando menos variedad de longitudes de correas.
Encuentra un intervalo (20,5 — g; 20,5 + a) en el que se incluya el 95%
de los varones.
X =2 23 —2
) PX>23)=P 150'5 > 2 150'5 = PZ > 167) = 1—PZ < 167) =
=1-09525=0,0475
El'4,75% de la poblacion tiene un contorno de mufieca de mas de 23 cm.




SOLUCIONARIO 1 4

17—-205 X —=205 _22-—205
< <
15 15 1,5
=PZ <) —(1—-PZ <233) =08413 -1+ 09901 = 08314

Estas correas podré usarlas el 83,14 % de la poblacion.

b) P(17<X<22)—P[ ]:P(—2,33<Z<1):

0 PR05—a< X <205+ a) =095
[ 205—a—205 X—205 2054 a—205 ]
—P < < =
15 1,5 1,5

=pl-L <7< D oplz< | l1-p|z< L=
15 15 5 15
a a a
—oplz<L|-1=095-5P7<-L|=0975>-L =19 > a=2%4

Elintervalo en el que se encuentra el 95 % de los varones es (17,56; 23,44).

Se ha comprobado que el tiempo medio que resiste un adulto sin respirar
es de 40 segundos, con una desviacidn tipica de 6,2 segundos, y que los datos
anteriores siguen una distribucién normal.

a) Halla el porcentaje de personas que aguantan mas de 53 segundos
y menos de 30 segundos.

b) ;Qué porcentaje resiste entre 30 y 50 segundos?

a) P(X>53)-P(X<3O):P[X_4O > 53_40]-P[X_4O < 30_40]:

6,2 6,2 6,2 6,2
=P(Z >209-PZ <—=161)=(1-PZ <209)-(1—PZ <1,61)) =
=(1-109817) - (1—0,9463) = 0,00098

El porcentaje de personas es del 0,09 %.

=P-161<Z2<16l) =

b) P(30<X<50):p[3040 L X=40 5040]

6.2 62 6,2
=PZ <161)—-(0—-PLZ <161)) =2-09463 — 1= 08926

El 89,26 % resiste entre 30 y 50 segundos.
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Distribuciones binomial y normal

061 | El tiempo medio de espera de un viajero en una estacion ferroviaria, medido
°®% | en minutos, sigue una distribucién normal N(7,5; 2). Cada mafiana 4.000 viajeros
acceden a esa estacion. Determina el nimero de viajeros que espero:

a) Mas de 9 minutos.

b) Menos de 6 minutos.

¢) Entre 5y 10 minutos.

d) Completa la frase: «Los 1.000 viajeros que menos tiempo tardaron en subir al tren
tuvieron que esperar menos de ... minutos».

X—=75_9-75
_— >

a) PX >9):P[ ]:P(Z>O,75):1—P(Z§O,75):

2 2
=1-0,7734 = 0,2266

0,2266 - 4000 = 906,4 — 906 viajeros esperaron mas de 9 minutos.

b) PX <6 =P

[)(_7'5 < 6_75] — PZ < —075) = 1—PZ <075 =

=1-0,7734 = 0,2266
0,2266 - 4.000 = 906,4 — 906 viajeros esperaron menos de 6 minutos.

5-75 X-75 10-75
< <
2 2
=PZ <125 —(01—-PZ <125)=2-08%44 —1=0,7888

Q) P(5<X<10)—P[ ]—P(—1,25<Z<1,25)—

0,7888 - 4.000 = 3.155,2 — 3.155 viajeros esperaron entre 5 y 10 minutos.

d) sz,ZS—)P(X<a):O,25—>P ﬂ< a=7s =025
4,000 2 2
P z<a_7'5]:o,25—>/> 25‘1_27'5]:0,75
a—75
_)7

2’ =068 = a=2886

Los 1.000 viajeros que menos tiempo tardaron en subir al tren tuvieron
que esperar menos de 8 minutos.
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SOLUCIONARIO

Se sabe que el 98,61% de los tornillos fabricados por una empresa tiene un didametro
menor que 3,398 mm. Si el didmetro de los tornillos se distribuye seguiin una normal
de media p = 3,2 mm, determina la desviacion tipica.

P(X < 3,398) = 09861 — P[ X =32 < 3,398 — 32 ] = 0,9861
o o
—>P Z<O']98]—0,9861—>O/198—2,2%0—0,09
o o

Dos amigos estan jugando al parchis. Uno de ellos asegura que ha tirado
el dado 30 veces y no le ha salido ninguin 5. El otro amigo afirma

que eso es imposible. ;Es realmente imposible? ;Cual es la probabilidad
de que eso suceda?

No es imposible, porque la probabilidad no puede asegurar el resultado
de los lanzamientos.

0
X = 3[30, 1] PIX = 0) = [30].[1 e
6 0 6

El 60 % de una poblacion de 20.000 habitantes
tiene los ojos oscuros. Si elegimos, al azar,

50 personas de esa poblacion,

;cudl es la probabilidad de que haya menos
de 30 personas con los ojos oscuros?

X = B(50; 0,6)

np=30>5
n(l—p)=20>5

X = B(50; 0,6) &~ N(30; 3,46)

X —30 < 30—-30
3,46 3,46

P(X<30)—P[ ]—P(Z<O)—O,5

El 7% de los pantalones de una marca tiene algun defecto. Se empaquetan en cajas
de 80 unidades para distribuirlos. ;Cudl es la probabilidad de que en una caja
haya mas de 10 pantalones defectuosos?

X = B(80; 0,07)

np=>56>5
n(1—p)=784>5
X = B(80; 0,07) ~ N(56; 2,28)

X—=56 S 10-56
2,28 2,28
=1-09732 = 00268

P(X>10):P[ ]:P(Z>1,93):1P(Z<1/93)=
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Distribuciones binomial y normal

066 | Se estima que 1 de cada 8 espafioles padece hipertension. Si elegimos a 60 personas
[ X Je)
al azar:

a) Determina la probabilidad de que en ese grupo haya exactamente 7 personas
hipertensas.

b) ¢Cual es la probabilidad de que haya mas de diez personas hipertensas?
c) ;Cual es la probabilidad de que en el grupo tengan hipertensiéon 11 personas
0 menos?
X = B(60; 0,125)

np=175>5 5 X = B(60; 0,125) ~ N(7,5; 2,56)
n(1—p) =656 >5
65-75 X—75 75-75
< < =
2,56 256 256
— P—039< Z < 0)=PZ <039 — PZ < 0) = 0,6517 — 05 = 0,517

X—=75_10-75
>

a PX=7)=P65<X <75 = P[

b) PX >10)= P[ ]: PZ>097)=1-PZ <097) =

256 256
—1-0834 = 0,66
9 PX <) = p[X‘75 < ”_75] — P(Z <136) = 09131
256 256

067 | Se estd experimentando una nueva

°®" | vacuna para la malaria que resulta efectiva
en el 60 % de los casos. Si se eligen al azar
45 personas, halla las siguientes
probabilidades.

a) La probabilidad de que en ese grupo
la vacuna sea efectiva en 27 personas.

b) La probabilidad de que sea efectiva
en un nimero de personas comprendido
entre 25y 27, ambos inclusive.

¢) La probabilidad de que resulte efectiva
en menos de 20 personas.

X = B(45; 0,6)

np=27>5
n(1—p)=108>5

} — X = B45; 06) ~ N(27; 3,28)

a) P(X:27):P(26,5<X<27,5):P[26’527 < X=27 < 27527]:

328 3,28 3,28
=P(—015< Z <015 =P(Z <0,15) - (1—PZ < 0,15)) =
=2-0559% —1=0,1192
25-2 X=u 2=
3,28 3,28 3,28
=P(Z <061)—PZ <0)=0,7291—05 = 02291
X—=27 20-27
—<
3,28 328
=1-09834 = 00166

b) P(25<X<27)=P[ ]:P(O,61<Z<O):

Q P(X<20):P[ J:P(Z<2,13):1P(Z<2,13):
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068 | Las compaiias de seguros han calculado que 1 de cada 5 vehiculos tiene

°®° | un accidente al afio. Si se toman al azar 40 vehiculos, determina.
a) La probabilidad de que ese afo 10 de ellos tengan un accidente.
b) La probabilidad que sean entre 10y 12 vehiculos, ambos nimeros incluidos.
c) ;Cual es la probabilidad de que ese afno se accidenten mas de 15 vehiculos?

X = B(40; 0,2)

np=8>5

— X = B(40; 0,2) =~ N(8; 2,53)
n(1—p)=64>5

a) P(x—10)—P(95<X<10,5>—P[9’58 < X=8 _ 10’58]—

2,53 2,53 2,53

=P059 < Z2<098) =PZ <098 —PZ <059 =

= 0,8365—0,7224 = 0,1141

10—-8 < X -8 < 12-38
2,53 2,53 2,53

= P(Z <1,58) — P(Z <0,79) = 09429 — 0,7852 = 0,1577

b) P10< X §12):P[ ]:P(O,79§Z§1,58):

9 PX >15) = P[X_S> ]5_8]_P(Z > 276) = 1— PZ < 2,76) =
253 253
— 1— 09971 = 00029

069 | En un concurso dan a elegir una entre tres pruebas.

eeC

. - . 1
Si las probabilidades de encestar lanzando un tiro son g
1 .
y las de acertar al blanco son 3 elige la prueba

en la que tengas mas probabilidad de ganar.

Lanzar 5 tiros a una canasta de baloncesto y encestar
2 por lo menos.

Tirar 6 veces al blanco y acertar 3 como minimo.
Tirar 2 veces a canasta y hacer 1 tiro al blanco.

Para superar la prueba se debe conseguir 1 canasta
por lo menos y dar en el blanco.

En la primera prueba:

X = B[S; 1]
5

PX >2)=1-P(X <2)=1-(PX =0)+PX =1) =
0 5 1 4
—1_ [5] 1] .[4] - [5] : [1] . [4] — 1- 03277 — 0,409 = 02627
0)j15) |5 1) 1{5) (5
En la segunda prueba:

Y = 8[6; 1]
3

PY >3)=1-P(Y <3)=1—(PY =0+ PY =)+ P =2) =

O ORI -

=1-00878 —0,2634 — 0,3292 = 0,3196
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En la tercera prueba:

/= B[Z; 1]
5

0 2
P(Z21)_1—P(Z<1)_1—P(Z_O)_1—[2]~[ 1 ] [;‘] —1-064 =036
La probabilidad de ganar es: 0,36 - % =012

Por tanto, hay mas probabilidad de ganar la segunda prueba.

070 | Solo el 10% de los boletos de una tdmbola tienen premio. ;Qué es mas facil,
- | tener dos premios comprando 10 boletos o conseguir un premio comprando
3 boletos?

Si se compran 10 boletos: PX = 2) = []20] -0,17-09° = 0,1937

3
1

Asi, es mas probable conseguir un premio comprando 3 boletos.

Si se compran 3 boletos: PX = 1) = [ ]'0,1‘ 1097 =0.243

071 | Supongamos que la probabilidad de que nazca
[ X Xe) .o . o
una nifa es la misma de que nazca un nifo.

a) ¢Cual es la probabilidad de que una familia
con tres hijos tenga 2 hijos y 1 hija?

b) Sitomamos 100 familias con 3 hijos,
icudl es la probabilidad de que haya
35 familias con 2 hijos y 1 hija?

c) ;Y de que se encuentre entre 35y 39?

d) ;Cual es la probabilidad de que en esas
100 familias haya 12 familias que solo
tengan hijas?

a) P(2 hijosy 1 hija)=3-0,5?-0,5=0375
b) X = B(100; 0,375)

np=375>5

X = B(100; 0,375) ~ N(37,5; 4,84
n(1fp):62/5>5}% ( ) ( )

P(X = 35) = P(34,5 < X < 355) = P[ 35-37p X=375  355=375 ] =

484 4,84 484
= P(—062 < Z < —0A1) = P(Z < 0,62) — PZ < 041) =
= 07324 — 0,6591 = 0,0733

9 P(35<X<39)_P[3537,5 S X=375 3937,5]_

4,84 4,84 4,84
=P-051<Z2<03)=PZ <031)—(1-PZ <051) =
= 06217 -1+ 0695 = 03167
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d) P(3 hijas)=0,5°=10,125
X = B(100; 0,125)
np=125>5

— X = B(100; 0,125) ~ N(12,5; 0,33)
n(1—p)=875>5

PX =12)=PO15< X <125 =P

115-125 X =125 12,512,5}
< < =

033 033 033
=P-3<Z<0)=PZ<3)—PZ <0 =09987—05= 04987

Marta va a salir de viaje y ha consultado las previsiones
meteoroldgicas. Ha visto que la probabilidad de que
llueva el sdbado es del 50 %, siendo la misma para el
domingo.

Marta hace la siguiente reflexion.

«Como 50 + 50 = 100, es seguro que un dia va a llover».
a) ¢Es correcta su reflexiéon?

b) Calcula la probabilidad de que llueva solo un dia.

c) ;Cual es la probabilidad de que llueva los dos dias?
d) ;Y de que no llueva ningun dia?

a) No es correcta, porque la probabilidad de que llueva algin dia es: 0,5 - 0,5 = 0,25

b) P(lluevasoloundia)=2-05-05=05
c) P(lluevalos dos dias) =0,5-0,5 = 0,25
d) P(no llueva ningun dia) =0,5-0,5 = 0,25

La talla media del pie de los bomberos que ingresaron en el cuerpo el afio pasado
era 42, con una desviacion tipica de 1,4. Este afo ingresardn 40.000 personas
en el cuerpo de bomberos.

a) Determina el numero aproximado de los bomberos que tendran una talla media
del pie de 44 0 45.

b) Calcula el nimero de botas del nimero 38 que deberia encargar el cuerpo
de bomberos.

(Consideramos que un pie tiene talla 40 cuando le corresponderia un tallaje
comprendido en [39,5; 40,5). Por ejemplo, si a una persona le corresponde una talla
de 36,7; diremos que su tallaje es 37. Y si es 38,4; diremos que su tallaje es 38.)

X = N(42: 14)
435—4) X —42 45542
< <
1,4 1,4 1,4
=P(1,07<Z <25 =PZ <25 —PZ<1,07)=
= 0,9938 — 0,8577 = 0,1361
0,1361 - 40.000 = 5.444 bomberos
375—42 X —42 38,5—42]
< < =

a) PE3,5< X <455 = P[

1,4 1,4 1,4
=P(-321<7<=25=PZ <321)—P(Z <25 =
= 0,9993 — 0,9938 = 0,0055

Por tanto, encargaran: 0,0055 - 40.000 = 220 pares de botas.

b) P37,5< X <385 = P[
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074 | Escoge, entre los juegos a) y b), el juego que tengas mayor probabilidad de ganar.
e0C

a) Selanzan 2 dadosy sila suma es mayor que 9 ganas.

b) Selanzan 10 monedasy ganas si salen mas de 6 caras.

6 1
a) P(suma mayor que 9 al lanzar dos dados) = = = = =0,1667

b) X = B(10; 0,5
PX>6)=PX =7)+PX =8+PX =9 +PX =10) = []70]-0,57-0,534-
+ [?] -0,5%-0,5% + [190] -0,5°-0,5"+ [18] -0,5"-0,5°=0,1718

En el juego b) se tiene mayor probabilidad de ganar.

075 | La distribucion de edades de los miembros de una asociacion sigue una ley normal

N(p, o). Sabiendo que el 94,52 % tiene menos de 32 afos, y un 21,19 % tiene menos

de 20 afos, calcula su media y su desviacion tipica.

Z<32_”]= 00452 = 27H _ 16
(0} o

— 32—p =160

p(X<32):p[X_“J<32_“]:p
o o

PX < 20) = P[X_“< 20_“]: P[Z <ZO_”] —0,2119

o o o
_20-p

[

20—p

o

SPlz< =08—-20—p=-08

] =0,7881— —

R2—p=160 |p=24
20—p=-080]0=5

076 | En una granja de gallinas se clasifican los huevos por su peso,
*0 . , . .
en gramos, segun las categorias incluidas en la tabla. A

Categoria S M L XL
Peso <53 |[53,63)|1[63,73) | >73

El peso de los huevos de las gallinas de esa granja sigue
una distribucion N (62, 8). Calcula los porcentajes de huevos
que se obtienen de cada categoria.

X—62 53-62
<
8 8

=1-0,8697 = 0,1303
53-62 _ X—62 _ 63-62
< <

8 8
=P(Z <0125)—(1-P(Z <1,125) = 0,5497 — 14 0,8697 = 0,4194

P(X<53):P[ ]:P(Z<—1,125):1—P(Z§1,125):

P(53§X<63):P[ ]:P(—1,125§Z<0,125):

63—-62 _X—-62 _73-62
< <

8 8 8
= P(Z <1,375) = P(Z < 0,125) = 0,9154 — 0,5497 = 0,3657

P(63§X<73):P[ ]:P(O,125§Z<1,375):
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X —62 > 73 —62 _

8 8
=1-0,9154 = 0,0846

PX >73)=P

P(Z>1,375)=1-P(Z <1,375) =

Hay un 13,03 % de huevos de tamafio S; un 41,94 % de tamafo M; un 36,57 %
de tamafo L; y un 8,46 % de tamarfo XL.

El gerente de una granja de gallinas ha observado que la categoria

de huevos S no tiene éxito en el mercado, mientras que la categoria XL

es la mas rentable para la empresa, y sin embargo le corresponde

una proporcion demasiado baja de la produccién. Por ese motivo decide
hacer nuevas categorias que denominard, de mayor a menor

peso: A, B, C, Dy E, de modo que los porcentajes de huevos en cada categoria
sean las siguientes.

Categoria A B C D E
Porcentaje 15% 20% 35% 25% 5%

Encuentra los intervalos de peso correspondientes a cada categoria.

PX <A)=015—P

X —62 - A—62]_P[Z< A—62]_
8 8 8

plr < A=62 A—62

7<—

]:OJS%P

]: 0,85

A—62

PX <B)=035—>P

X—62 _ B62]:P[Z< 8862]:

_1_PZ§_B—62]_0,35_>F> zg_B_E’Z]_o,és
8 8
B0 439 ,8—ss8s
P(X<O—O,7—>P[X_6Z < C‘862]_P 7< C_862]—0,7
L= =053 - C=6624

P(X<D):O,95—>P[X;62 <D_862]:P[Z<D;62]:O,95

D-62
%

La categoria A corresponde a los huevos que pesan menos de 53,68 gramos;

la categorfa B a los que pesan entre 53,68 y 58,88 gramos; la categorfa C

alos que pesan entre 58,88 y 66,24 gramos; la categoria D a los que pesan entre
66,24y 75,2 gramos, y la categorfa E a los que pesan mas de 75,2 gramos.

=104 - A=5368

=165—-D=752
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078 | La nota media de las Pruebas de Acceso a Estudios
°¢® | Universitarios en un distrito sigue una ley normal
con media 6,2 y desviacién tipica 1,3.
a) Uno de los estudios mas solicitados es Fisioterapia,
por lo que un periddico local afirma que solo
el 10 % de los alumnos del distrito tendra nota suficiente
para realizar esos estudios. ;A qué nota se refiere?
b) ;Qué porcentaje de alumnos supera el sobresaliente?
¢) ¢Qué nota supera el 25% de los alumnos?

a) p(XZa):O,1_>p[X_6'2>a_6'2]:p[Z>a_6'2 _

13 7 13

a—6.2

=1-P|7 <

]—0,1%P

’

—>a_76'2:1,29—>a:7,87

1

La nota suficiente para acceder a Fisioterapia es 7,87.
X—62 > 9-62
1.3 1,3

=1-0,9842 = 0,0158
El'1,58 % de los alumnos supera el sobresaliente.
X-62 _ a—6,2}:

b) PX>9 =P

]:P(Zzz,15):1—P(Z<2,15):

Plz <—=

g PX<a)=025—>P

13 13
zg—a—m]:o,zsw

i

—1-p

7 < _(’7_6'2] =0,75

—>—L36‘2:0,68%a:5,31

1

El 25 % de los alumnos supera una nota de 5,31.

079 | En un instituto se han comprado 150 ordenadores para 4 aulas de informatica.
°®® | La duracion de la bateria permite tener una media de trabajo de 180 minutos,
con una desviacion tipica de 25 minutos.

a) Calcula la probabilidad de que la bateria de uno de los ordenadores solo dure
dos horas.
b) ;Cuantos ordenadores tendran una bateria cuya carga dure mas de 200 minutos?
¢) ¢Cudl es la probabilidad de que 110 de esos ordenadores sigan trabajando
alos 180 minutos?
a) X = N80, 25)

X —180 < 120 — 180
25 25
=1-0,9918 = 0,0082
X —180 _ 200 —180
>
25 25
=1-07881=02119

Como 0,2119 - 150 = 31,785; en 31 ordenadores la carga de la bateria durara
mas de 200 minutos.

P(xgmo):/:[ ]:P(Z§—2,4):1—P(Z<2,4):

b) P(X>200)=P[ ]:P(Z>O,8):1—P(Z§O,8):
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X —180 > 180 —180

25 25

9 P(X2180)P[ ]P(Zzo)1—P(Z<O)1—O,SO,5

Y = B(150; 0,5)

np=75>5 ¥ = B(I50; 0,5) ~ M75: 6,12)
n(l—p)=75>5
1095—75 Y—75 110,5—75
< < =
6,12 6,12 6,12
=P562<7<58=PZ<58—PZ<562)=1-1=0

P(Y =110) = P(109,5 <Y < 110,5) = P

080 | La estatura de los 1.200 alumnos de un colegio
“®® | sigue una distribucién normal, de media 156 cm
y desviacién tipica 9 cm.
a) ¢Cual es la probabilidad de que un alumno
seleccionado al azar mida mas
de 180 cm?
b) ;Cuantos estudiantes debemos esperar
que midan entre 140y 170 cm?
¢) Busca un intervalo de alturas que contenga
el 90 % de los alumnos y que sea el minimo posible.
d) Sielijo 10 alumnos al azar, jcudl es la probabilidad de que 6 de ellos midan
mas de 165 cm?
e) Sielijo 40 alumnos al azar, ;cudl es la probabilidad de que haya mas de 10
que midan mas de 165 cm?
Q) PX >180) = P[ X _9156 > ]80;]56 ] =P(Z>267)=1-P(Z<267)=
=1-09962 = 0,0038

140156 X —156 170—156]
< < =
9 9
=P(—1,78 < Z <1,56) = P(Z <1,56) — (1— PZ <1,78)) =
= 0,9406 — 1+ 0,9625 = 0,9031

b) (140<X<170)P[

Como 0,9031 - 1.200 = 1.083, hay 1.083 estudiantes que miden entre 140y 170 cm.

156707156<X7156 156 4+ a — 156

Q PI56—a< X<156+a) =P
9 9 9

—p|-Lcz<q=plz<L|l1-pPlz<Z| =
9 9 9 9
—op z<% —1:0,9—>PZ<% :O,95%%:1,65

— a = 14,85 — (141,15; 170,85) es el intervalo de alturas.

X =156 _ 165—156
>

9 9
=1-0,8413 =0,1587

Y = B(10; 0,1587)

d) P(X>165)—P[ ]—P(Z>1)—1—P(Z§1)—

PY = 6) = [](?] -0,1587°-0,8413" = 0,0017
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e) Y'= B(40; 0,1587)

np = 6,348 > 5

— Y = B(40; 0,1587) ~ N(6,348; 2,31)
n(1—p) = 33,652 >5

Ay > 10 = p| L2038 10-63% =P(7>1,58)=1-P(2<1,58) =
2,31 2,31
=1-0,719 = 0,281

081 | El peso de los recién nacidos se distribuye segun una distribucién normal
°%® | de media py desviacion tipica o. Si los tltimos datos publicados aseguran
que los percentiles 75 y 90 de esta distribucién son 3,2y 3,5 kg, respectivamente:
a) Calcula la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2,5 kg.
b) Halla la probabilidad de que un recién nacido pese mas de 4 kg.
¢) ¢Cudles el percentil 10?
d) Determina la mediana de la distribucion.

X — b 32—p

(0 o

32—p

(e

PX <32) = O75eP[ —plz< 32—p _

] 075—>

PX < 3,5 = O9—>P[X b 3'5_“]:/3

(0} o

32— =068 p=286

35-n=129% | 0 =049

X—286 _25-286
<

0,49 0,49
=1-0,7673 = 0,2327

a) PX <2,5):P[ ]:P(Z<O,73):1P(Z<O/73>:

b) P >4 =p| X280 L A28y )1 pr <3y =
0,49 0,49
= 1-0,9898 = 0,0102
O PX<a)=01-p|X=280 a=28) ,, a-28)
0,49 0,49 ,
—>P[Z§—a_2’86]_0,9—> _9728 9 40— 03
Q) PX<M=05—p| L2860  MZ280) o, MZ28)_
0,49 0,49 0,49
S M=285 o L m—2es
0,49

082 | El sueldo de los trabajadores de una empresa sigue una distribucion normal
“®% | de media 1.500 €. Si el sueldo de un técnico de categoria 3 es de 960 €,
y el 75 % de los trabajadores de la empresa cobra mas que él:

a) Calcula la probabilidad de que el sueldo de un empleado escogido al azar
sea superior a 1.600 €.

b) Elsueldo mas elevado es el de los directivos. Si estos representan el 5%
de los empleados de la empresa, ;jcudl es su sueldo minimo?
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PXX > 960) = 0,75 — P[ X = 1500 5 20 =150 ] = P[Z > 540] =
o (02 o
—p Z<540]=0,75%540—0,68%0—794,12
(o2 (o2
8 P >1600) = p| 2100 1602100 _ o7 5 g13) = 1-piz <013 =
79412 79412
—1-0,5517 = 0,4483
) P >a)= 0,05 p| X120 5 a=1500 ) _ o7 a=1500) _ e
79412 794,12 79412
N P[Z < 0_1‘500] — 09537190 465 0= 281020
79412 94,12

El sueldo minimo de los directivos es de 2.810,29 euros.

PARA FINALIZAR...

Calcula el valor de k para que la siguiente funcién sea una funcion de densidad

de una variable aleatoria continua.
1

—x+k sixel0,2

f=1"¢ + €10, 2]

0 six [0, 2]

a) Obtén la funcién de distribucion F(x).
b) Representa graficamente ambas funciones.

¢) Calcula las probabilidades. P[% <X <%] PX =1)

2

+oo 2 5
2 1_J f(x)dx_”—UJrk do=|-X | ==l su=2 k=2
. L6 2 3 3 3
0 Si—o < x <0
2
F(x) = X = si0<x<2
12 3
1 Si2 < x < 4o
b) y y
o 1 Fod
- . >
1 X 1 X
Q P1<X<3PX<3—P[X ]]F[g]—F[]]_w—B]
2 2 2 2 2 48 48 2
PX=1)=0
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084

085

086

La probabilidad de que un reloj sea defectuoso es del 4 %. Halla.
a) Elnumero de relojes defectuosos que se estima en un lote de 1.000.
b) La probabilidad de menos de 10 defectuosos.
a) p = 1.000 - 0,04 = 40 relojes
b) B(1.000;0,04) & N(40; 6,19)
X —40 10— 40

<
6,19 6,19

P(X<10)—[ ]_P(Z<—4,84)_1—P(z<4,84)_o

En una distribucion normal, el 3% de los valores es inferior a 19y el 5% es superior
a28,6. Calcula P(X < 18).

P&<19:Q%—H{X_“<“%*J=Pz<“%*}=qm
o o o
ﬁPZS—mﬂﬁ—QW%—KFML%
(e} (o2
19— = —1,8%
PW>B@—Q%%PV;M>%%_w—PF>%%_w_Q%
o (o2 (o2
%PZ<Z%“}4w&aﬁm“—L&
() o
—286—p=1,650
19—p=—18%] p=2413
28,6 —p=1,650] 0 =271
P(><<18):P[X_24'13<18_24'B =P(Z < —2,26)=1—PZ < 2,26) =
2,71 2,71
—1-0,9881=0,0119

Las bolas para rodamiento se someten a un control de calidad consistente
en eliminar las que pasan por un orificio de didmetro d y, también, las que no pasan
por otro orificio de didmetro D, con d <D.

Calcula la probabilidad de eliminar una bola, sabiendo que la medida de sus

D
didmetros sigue una distribucion normal de pardmetros: Nl;d; 0,3(D —d)] .

y_b+d , D+d} |, D+d [, D+d
PIX < d)+PX >D)=P 2 2 iy z2 Z |-
030—d) 030-d) | |030-d)  030—d)
d—D D—d
—Plz<—2 |4pPlz>—2|=
03(D—d) 03(D—d)
=P Z<—1]+P Z>L =PZ <—1,67)+PZ >1,67)=

=2P(Z >1,67) = 2(1—0,9525) = 0,095
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Una maquina tiene 800 componentes y la probabilidad de que, en un tiempo
determinado, falle uno de ellos es 2 - 10, Calcula la probabilidad
de que en ese tiempo:

a) Falle al menos 1 componente.

b) Fallen exactamente 2 componentes.

¢) Fallen, como méaximo, 2 componentes.

d) Calcula la mediay la desviacion tipica de la distribucién.
X = B(800; 0,0002)
800 - 0,0002 = 0,16 < 5 — No se puede aproximar con una distribucién normal.
9 PX >N =T-PX <) =1-PX =0 =1— [880] +0,0002° - 0,9998*" =

=1-0,8521~0,1479

b) PX =2)= [820] -0,0002% - 0,9998"* = 319600 - 4 - 107° - 0,8724 =~ 0,001

O PX<2) =P = 0)+PX = 1)+ PX = 2) = 880 £0,0002° - 0,9998% +

+ [8?0] -0,0002" - 0,9998" + [820]

= 0,8521+ 800 - 0,0002 - 0,8523 4 319.600 - 4 - 107% - 0,8224 =~ 0,9894

d) p=800-0,0002=0,16

0= \/800 -0,0002 - 0,9998 = 0,39

-0,0002” - 0,9998"* =

639
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